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1. Kapitel

Vierecke




1.1 Bezeichnungen

Ein geschlossener Streckenzug aus vier Strecken ohne Uberschneidung heif3t Viereck.

ATYA

Viereck iiberschlagenes entartetes
Viereck Viereck

Uberschlagene und entartete Vierecke zahlen wir nicht zu den Vierecken.
Die Ecken bezeichnet man mit groBen lateinischen Buchstaben, ihre Reihenfolge liegt
fest: Beim Durchlaufen liegt das Innere des Vierecks links (positiver Umlaufsinn). Wie
beim Dreieck benennt man die Innenwinkel nach ihren Scheiteln, zum Beispiel « nach
dem Scheitel A. Anders als beim Dreieck benennt man die Seiten nach der Ecke, die
man gerade durchlaufen hat.
Gegeniiberliegende Stiicke heillen Gegenstiicke. So sind D
Aund C Gegenecken
aundc  Gegenseiten
¢ und p  Gegenwinkel

A a B
Die Verbindungsstrecke zweier Gegenecken heilit Diagonale. Das Viereck ABCD hat
die Diagonalen [AC] = e und [BD] =f.

A T B

Im konvexen Viereck Im konkaven Viereck schneiden
schneiden sich die Diagonalen. sich die Diagonalen nicht.




Weil sich jedes Viereck durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegen lésst, ist die

. - | . e
Summe der Innenwinkel gleich 360°: | o+ g+ p + 6 = 360"

Konstruktionen

Zur Konstruktion eines Dreiecks braucht man im Allgemeinen drei unabhiéngige
Stiicke. Vier Stiicke reichen aber nicht fiir ein Viereck, wie man sich leicht an einem Ge-
lenkviereck klar macht.

konvex

konvex = entartet

&

konkav i --...__iiberschlagen

Fiir eine eindeutige Konstruktion sind im Allgemeinen mindestens fiinf Stiicke ndtig.
Aus dreien konstruiert man zuerst ein Teildreieck und hat damit schon ein Stiick des
zweiten Teildreiecks, fiir das man also nur noch zwei Stiicke braucht.

Beispiel

Gegeben: a=14; b= 10; d=13; e=f=15

Lisungsidee: Aus a, b und e konstruiert man das Teildreieck ABC (8SS). 0 @ ®
Punkt D liegt

l. auf dem Kreis um A mit Radius d, (¥ @ S
2. auf dem Kreis um B mit Radius f. (5) ®
Planfigur D
/ C { "\‘ \
| \
d >\ [ 1
e £ I I|
f"/ % |A =5 o \B
; g Ergebni [
= : L | \ ABCD*ist kein /]
\ Viereck! /
A B /

i
.
4
i
|




In diesem Beispiel ist es moglich, ein Viereck eindeutig aus fiinf Stiicken zu konstruie-
ren. Das néchste Beispiel zeigt, dass aber fiinf Stiicke fiir eine eindeutige Konstruktion
nicht immer ausreichen.

Beispiel

Gegeben: a=l4; b=258; c=6,5; d=10; o = 53°

Lésungsidee: Aus a, d und « konstruiert man das Teildreieck ABD (SWS). () @) @)
Punkt C liegt

l. auf dem Kreis um D mit Radius ¢, (@)
2. auf dem Kreis um B mit Radius b. (5)
o D T
~B
Planfigur @'
_®
1
% = [
—--—fh‘.— ——
B A L I B
D Ergebnisse D
C,
C,
A B A B

Es gibt zwei nicht kongruente Ergebnisse ABC,D und ABC,D.

Aufgaben

1. Zeichne die Punkte L(0|0), E(6|0), I(1|4) und B(2|2).
Welche der 6 Buchstaben-Anordnungen, die mit B beginnen, kennzeichnen ein
Viereck mit dem richtigen Umlaufsinn?

Zeichne die Punkte P(0]0), A(2|5), R(2|2), I(7|0) und S(5|5).

Wieviel nicht kongruente Vierecke lassen sich bilden, wenn man jeweils vier
Punkte auswéhlt?

Gib von jedem einen der vier méglichen Namen an.

3
"

3. Entscheide an einer Skizze, ob es Vierecke gibt mit den Eigenschaften:
a) genau ein 90°-Winkel b) ein Winkel misst 270
¢) drei 90°-Winkel d) genau drei 90°-Winkel
€) genau drei gleich lange Seiten f) genau drei gleich groBe Winkel
g) a=p=yp=10°
h) zwei Seiten sind parallel und die andern beiden gleich lang
i) zwei Paare paralleler Seiten, aber keine gleich langen Seiten
i) zwei Paare gleich langer Seiten, aber keine parallelen Seiten
k) eine Seite ist ldnger als die restlichen zusammen.




4.

e 10.

Aufienwinkelsumme

Zeige: In einem konvexen Viereck gilt
fiir die Aullenwinkel
&t + fr+ y*+ 6% =360°

Zeige: Die Summe e + f der Diagonalen eines Vierecks ist
ea) kleiner als der Umfang

eb) grofer als der halbe Umfang

sc) grofer als die Summe zweier Gegenseiten

(Tip: Dreieckungleichung)

Konstruiere ein Viereck ABCD mit

eg) a=7; b==6; c=4; d=§; y = 82°

b)a=7: b=4;: BD=11; =150  B=65°

¢) a=8 b=9: c=2: B=75% p=110°

d) a=7; =g AE = BD = 10; 4DCA = 35°

g a=5" @ d=7 4ADB = 35°% 4CDB = 15°%; 4CBD = 20°

. Konstruiere ein Viereck ABCD mit

AB=5= = AP—6 " CHh=25;] w=45"  g=90

Zeichne ein Viereck ABCD mit lauter verschieden langen Seiten. Konstruiere die
vier Seitenmitten K, L, M und N und verbinde sie so, dass das Mittenviereck ent-
steht. Welche Besonderheiten hat es?

Zeichne das Viereck ABCD mit A(0,5]0,5), B(8]2), C(5]|9,5) und D(2|8). Die
Diagonalen e und f teilen es jeweils in zwei Dreiecke.

Konstruiere die Schwerpunkte: S, im Dreieck BCD, S, im Dreieck ACD, S, im
Dreieck ABD und S, im Dreieck ABC.

Zeichne das Viereck S,S,S.S; und den Schnittpunkt S seiner Diagonalen. Das
Viereck S,5,S.S; und sein Herkunftviereck ABCD fallen durch merkwiirdige Be-
zichungen, ja sogar Gemeinsamkeiten auf. Schau genau hin (Gitterpunkte!) und
beschreibe einige.

Ubrigens: S ist der Flichenschwerpunkt des Vierecks ABCD.

Merkwiirdiges im Viereck
Zeichne das Viereck ABCD mit A(1|1), B(16]|7), C(10|19) und D(1|7). Die Dia-
gonalen e und f schneiden sich in E, sie teilen es in vier Dreiecke. Konstruiere die
Schwerpunkte: T, im Dreieck ABE, T, im Dreieck BCE, T. im Dreieck CDE und
T, im Dreieck DAE.

Zeichne das Viereck T, T,T.T, und den Schnittpunkt T seiner Diagonalen. Kon-
struiere wie in der vorigen Aufgabe das Viereck S,S,S.S, und den Schnittpunkt S
seiner Diagonalen.

Vergleiche die Vierecke T, T, T. T,

yund S,S.S.S,, die Punkte E, T und S und nenne
einige Besonderheiten.
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1.2 Punktsymmetrische Vierecke: Parallelogramme

Unter den Vierecken spielen die symmetrischen eine herausragende Rolle. Zuerst be-
trachten wir solche mit einem Symmetriezentrum. Zur Erinnerung: In einer punktsym-
metrischen Figur mit Zentrum Z gibt es zu jedem Punkt P einen Gegenpunkt P so,

dass Z die Strecke [PP’] halbiert.

Als punktsymmetrische (konvexe) Vielecke kom-

men in Frage: Viereck, Sechseck, Achteck usw.

Die Eckenzahl muss immer gerade sein, weil es

zu jeder Ecke E, eine dazu punktsymmetrische

Ecke E, geben muss (wobei E, = E,). Das ein-

fachste punktsymmetrische Vieleck konstruie-

ren wir, indem wir zwei Punkte P und Q an

einem Zentrum Z spiegeln. Die Eigenschaften

dieses Vierecks PQ'P'Q ergeben sich aus denen

der Punktsymmetrie:

— Z ist Mittelpunkt der beiden Diagonalen.

— Gegeniiberliegende Winkel (Gegenwinkel)
sind gleich grof3.

— Gegeniiberliegende Seiten (Gegenseiten) sind
gleich lang und parallel.

Die letzte Eigenschaft gibt der Figur den Na-

mern:

Definition:

Ein Viereck, bei dem je zwei Gegenseiten

parallel sind, heil3t Parallelogramm.
|

Aus der Parallelitit der Gegenseiten folgt noch
eine Eigenschaft (siche E-Winkel!):

Im Parallelogramm ergeben zwei nebeneinan-
der liegende Winkel zusammen 180°, sie sind
also Supplementwinkel.

(PQ]||[PQ’]

punktsymmetrisches Vieleck
B,

gerade Eckenzahl

Parallelogramm

Q

PZ = ZP
2 B QZ = ZQ
PQ = PQY

P’

p =0

B=p

PQ = P'Q o+[3=180°
[PQ] | [P'Q] o’+[3'=180°

Sonderfalle: Parallelogramm mit gleich langen Seiten: Raute (Rhombus)
Parallelogramm mit gleich groBen Winkeln: Rechteck
Parallelogramm mit gleich langen Seiten und gleich groflen Winkeln:

Quadrat.

besondere Parallelogramme

Raute

10
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In der Mathematik muss man Definitionen sehr genau lesen. Lasst man zum Beispiel in
der Parallelogramm-Definition das Wértchen »je« weg, so beschreibt man eine etwas
allgemeinere Art von Vierecken.

Definition

Ein Viereck, bei dem zwei Seiten parallel sind, heil3t Trapez. Jede der Parallelseiten
| hei3t Basis oder Grundseite, die andern beiden Seiten heiBen Schenkel.

E : 2
Trapeze ’

a+0=180°=PB +v

Selbstverstiandlich ist jedes Parallelogramm auch ein Trapez und ebenso sind die Son-
derfille Raute, Rechteck und Quadrat auch Trapeze.

Eine Gerade durch die Gegenseiten eines

Parallelogramms zerlegt dieses in zwei Tra- %

peze.

TRAPEZ
TRAPEZ

Trapeze fiillen ein Parallelogramm
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Wegen der Definition ist jedes punktsymmetrische Viereck ein Parallelogramm. Umge-
kehrt gilt der

Satz:

Jedes Parallelogramm ist ein punktsymmetrisches Viereck.

Begriindung: Ist ABCD ein Parallelogramm, dann ist aljc und d||b. M ist der Mittel-
punkt von [AC]. Die Punktspiegelung an M bildet A in C und C in A ab.
Das Bild von a ist ¢, und das Bild von b ist d, weil bei der Punktspiege-
lung Bildgerade und ihr Urbild parallel sind. B ist der Schnittpunkt von
a und b, B wird also auf den Schnittpunkt von ¢ und d abgebildet — das
aber ist D; deshalb ist das Parallelogramm punktsymmetrisch.

C=A

Auch jede der anderen Eigenschaften kennzeichnet allein schon ein Parallelogramm:

1. Parallelogramm-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn

sich die Diagonalen halbieren.

Begriindung: Wenn sich die Diagonalen halbieren, dann ist das Viereck punktsymme-
trisch, es ist also ein Parallelogramm. Ist umgekehrt das Viereck ein Par-
allelogramm, dann ist es punktsymmetrisch, also halbieren sich die Dia-
gonalen.

2. Parallelogramm-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn je
zwei Gegenwinkel gleich grol sind.
Begriindung: Sind die Gegenwinkel gleich groB3, dann gilt:

“'V}a+ﬁ+p+a=m+ﬁrm-ﬁ=aamﬁ] 360°

f=0

also o+ =180
also sind b und d parallel (E-Winkel!). Entsprechend folgt a||c, also ist
das Viereck ein Parallelogramm. Ist umgekehrt das Viereck ein Parallelo-
gramm, dann ist es punktsymmetrisch: deshalb sind je zwei Gegenwinkel
gleich groB.

3. Parallelogramm-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn je

zwei Gegenseiten gleich lang sind.

Begriindung: Ist a = ¢ und b = d, dann spiegeln wir an M, dem Mittelpunkt von [AC].
Der Kreis k; um A mit Radius d und der Kreis k, um C mit Radius ¢ wer-
den dabei abgebildet auf den Kreis k; um C mit Radius b (= d) und auf
den Kreis ky um A mit Radius a (= c¢). Der Schnittpunkt B ist das Bild
von D. Also ist ABCD ein punktsymmetrisches Viereck und damit ein
Parallelogramm. Ist umgekehrt das Viereck ein Parallelogramm, dann ist
es punktsymmetrisch; also sind je zwei Gegenseiten gleich lang.




4. Parallelogramm-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn
zwei Gegenseiten gleich lang und parallel sind.
Begriindung: Ist AB||CD und AB = CD, so spiegle man [AB] am Mittelpunkt M von

[AC]. Dann gilt:
A’ =C, B’ liegt 1. auf der Parallele zu AB durch C,

2. auf dem Kreis um C mit r = AB.
Weil B’ auBerdem auf der Gerade MB liegt, ist B’ = D, ist das Viereck
ABCD punktsymmetrisch, ist also ein Parallelogramm. Ist umgekehrt
ABCD ein Parallelogramm, so gilt wegen der Definition und des 3. Paral-
lelogramm-Kriteriums, dass zwei Gegenseiten parallel und gleich lang
sind.

Mit den Parallelogramm-Eigenschaften ist es uns moglich, den Abstand von Parallelen
zu definieren. Zuerst aber beweisen wir den

Satz:

Alle Lotstrecken zwischen zwei parallelen Geraden sind gleich lang.
Begriindung: Errichtet man in A ein Lot auf p, so trifft es die andere Parallele g im

Definition:

Punkt B auch unter 90° (E-Winkel!). Im Viereck ABCD sind deshalb je
zwei Gegenwinkel gleich groB (= 90°), es ist also nach dem 2. Parallelo-
gramm-Kriterium ein Parallelogramm (ja sogar ein Rechteck). Nach dem
3. Parallelogramm-Kriterium ist dann AB = CD. Diese Uberlegung gilt
fiir alle Lote.

Abstand von Parallelen

Abstand
dlp,q)=AB=CD-=..,

Die Linge der Lotstrecke zwischen zwei Parallelen p und q heilit Abstand d (p, q)
der Parallelen.




Die Lotstrecke ist eine besondere Querstrecke. Allgemein heillt jede Strecke Quer-
strecke, deren Endpunkte auf einem Parallelenpaar liegen.

M halbiert die Querstrecke [PQ)]

P=Q?

Die Mittelparallele m zweier Parallelen p und g ist die Symmetrieachse von p und g.

Sie hat deshalb von p und g denselben Abstand. Es gilt sogar der

Satz:

Jede Querstrecke wird von der Mittelparallele halbiert.

Begriindung: PQ schneidet m in M. AB ist das Lot von p und g durch M, also ist
MB = MA. Spiegelt man an M, so gilt: A’=B und p’ = q. P’ liegt 1. auf
PM und 2. auf p’ (= q), also ist P'=Q und damit PM = QM.

Umgekehrt gilt: Die Parallele durch den Mittelpunkt einer Querstrecke ist die Mittel-

parallele m. Die Mittelparallele m geht nimlich auf alle Fille durch den Mittelpunkt

der Querstrecke. Weil durch einen Punkt aber nur eine Parallele zu einer Gerade gehen

kann, muss sie gleich m sein.

Wir wissen jetzt, dass jede Mittelparallele eines Parallelogramms zwei Gegenseiten hal-

biert. Umgekehrt gilt auch der

Satz:

Die Strecke, die die Mitten zweier Parallelogramm-Gegenseiten verbindet, ist parallel zu

den anderen Gegenseiten und genauso lang.

Eine solche Verbindungsstrecke heil3t Mittellinie des Parallelogramms.

Begriindung: M, ist Mitte von [AD] und M, ist Mitte von [BC]. Die Mittelparallele m
von AB und CD geht auch durch M, und M, das hei3t, M, M, ist die
Mittelparallele m. Weil im Viereck ABM,M, je zwei Gegenseiten parallel

sind, ist es ein Parallelogramm; also ist MM, = AB.

- Hihen im Parallelogramm

My

m;liale my | bld ~
Mittellinien im Para]lf_:lngramm b
m.= &= m,=b=d
Nach der Definition des Parallelogramms liegen je zwei Gegenseiten auf Parallelen.
Die Abstinde dieser Parallelen heiBen Hohen des Parallelogramms. Gewdhnlich sind
diese beiden Abstinde verschieden, deshalb hat ein Parallelogramm zwei Hohen.

14
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Wenn wir ein Parallelogramm konstruieren, dann nutzen wir seine Eigenschaften aus.
Ein etwas schwierigeres Beispiel fithren wir vor. Konstruiere ein Parallelogramm
ABCD mit AC=9, BD=5und h,=4.
Losungsidee: Die Seiten a und c liegen auf Parallelen mit Abstand 4. Die Diagonalen
[AC] und [BD] halbieren sich.
Losung: (1) Mit dem Geodreieck zeichnen wir zwei Parallelen p und g im Ab-
stand 4. o,
@ Auf q wiihlen wir den Punkt A. Der Kreis um A mit Radius AC =9
schneidet p in C.

=0 : : : -
(® Der Kreis um den Mittelpunkt M von [AC] mit Radius —- BD = 2,5
schneidet p in D, und D, und q in B; und B,.
Planfigur
D c C
,, D, D, LA b 4
Losung i
L) M AoE s B :
; A B, B : ;
D, G D, C
Ergebnis
A B, A B.
Ergebnis: Parallelogramm AB,CD, und Parallelogramm AB,CD,.

Zum Schluss noch ein Begriindungsaufgabe:

Geobold spielt mit Parallelogrammen. Er verallgemeinert die Seitenhalbierende des
Dreiecks aufs Parallelogramm und hat jede Ecke mit den beiden gegeniiberliegenden
Seitenmitten verbunden: dabei ist ein schriger achtzackiger Stern entstanden. Dem
Geobold fillt auf, dass es zu jeder Seitenhalbierenden eine parallele Seitenhalbierende
gibt.

,_..
L]




Al 5 B
Begriindung: [M_.D] und [M_B] sind gleich lang und parallel. Nach dem 4. Parallelo-
gramm-Kriterium ist M,BM_.D ein Parallelogramm, seine Seiten [M,D]
und [M_B] sind parallel.
Dann zeichnet Geobold noch die Diagonale [AC] ein. [AC] wird von den Seitenhalbie-
renden gedrittelt. Die drei Teile schauen gleich lang aus und so vermutet Geobold den

Satz:
Zwei parallele Seitenhalbierende eines Parallelogramms teilen eine Diagonale in drei
gleich lange Strecken.

M,

Fir die Begriindung braucht Geobold Hilfslinien. Er zeichnet die Parallelen p und q zu

den Seitenhalbierenden durch A und C.

Begriindung: DM, ist Mittelparallele von p und BM,, weil sie durch den Mittelpunkt
M, der Querstrecke [AB] geht; also halbiert sie [AT] in S. Aus demselben
Grund halbiert BM, die Strecke [SC] in T; also ist AS = ST und ST = TC.
Damit ist Geobolds Vermutung bewiesen: AS = ST = TC.

Geobolds Heim ist ein Kifig aus 4 X 3 Quadraten. Die Mittelpunkte der Geobold-
Kreisbogen sind bis aufs Auge Gitterpunkte. Gerit er jedoch nach einer Geometrie-
stunde vor Freude auller Rand und Band, dann verformt er seinen Quadratkifig: Er
streckt oder staucht ihn zu einem Rechteckkifig, kippt ihn nach links oder rechts, nach
oben oder unten zu einem Parallelogramm-, ja sogar Rautenkiifig und verzerrt sich da-
bei selber zu einer Ovalbogen-Figur.
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Aufgaben

1.

4.

0.

9.

Berechne alle Innenwinkel eines Parallelogramms, wenn bekannt ist:
a) x=175° b) « ist um 36° grober als f
c) «=90° d) « ist dreimal so grof} wie f.

In welchem besonderen Parallelogramm

a) ist ein Winkel ein rechter Winkel,

b) sind zwei Nachbarwinkel gleich,

¢) sind zwei Gegenwinkel supplementar,

d) sind drei Winkel gleich,

e) sind zwei Nachbarseiten gleich lang,

f) sind zwei Diagonalen gleich lang,

g) sind zwei Diagonalen gleich lang und zueinander senkrecht?

Geobolds neuestes Parallelogramm-Kriterium:

Wenn in einem Viereck zwei Seiten parallel und die beiden andern gleich lang
sind, dann ist es ein Parallelogramm.

Widerlege ihn mit einem Gegenbeispiel.

Von einem Viereck ABCD mit den Diagonalen e = [AC] und f = [BD] ist jeweils

bekannt:

a) e=f b) aljlcunda=c¢ ¢) x=90°% py=90°und b=d

d) x=y=15° F=105°

¢) die Ecken des Vierecks liegen auf einem Kreis

f) die Ecken des Vierecks liegen auf einem Kreis, die Diagonalen laufen durch
den Mittelpunkt dieses Kreises

g) e zerlegt das Viereck in zwei gleichschenklige Dreiecke

h) f zerlegt das Viereck in zwei gleichseitige Dreiecke.

Welche Vierecke sind in jedem Fall Parallelogramme?

Zeichne das Dreieck ABC mit A(0|0), B(10,5|0) und C(3,5|7).

Zeichne durch P(3|0) die Parallelen zu a und b; a wird in R und b in Q geschnit-
ten.

Vergleiche den Weg von A nach B iiber C mit dem Zickzack-Weg AQPRB.

Was dndert sich, wenn P woanders auf [AB] liegt?

Bei welchen Parallelogrammen sind

a) die Diagonalen zugleich auch Winkelhalbierende,

b) die beiden Hohen gleich lang,

¢) die Gegenwinkel supplementar,

d) die Mittellinien gleich lang?

Das Parallelogramm ABCD und das Parallelogramm DCPQ (P nicht auf AB) ha-

ben eine gemeinsame Seite.
Begriinde: ABPQ ist ein Parallelogramm.

Die Ecken eines Parallelogramms liegen auf einem Kreis. Was fiir ein besonderes
Parallelogramm ist das? Begriindung!

Ein Trapez heift rechtwinklig, wenn es mindestens einen rechten Winkel hat.

a) Begriinde: Jedes rechtwinklige Trapez hat mindestens zwei rechte Winkel.
b) Welchen anderen Namen hat ein gleichschenklig rechtwinkliges Trapez noch?
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11.

16.

17.

19.

. UMFANG

o

Die Ecken C und D eines Trapezes liegen auf dem Thaleskreis iiber der Grund-
seite a.

Driicke den Schnittwinkel ¢ der Diagonalen mit & aus.

Zeichne ein Trapez, die vier Winkelhalbierenden und die Thaleskreise tiber den

Schenkeln.
Begriinde: Auf jedem Thaleskreis schneiden sich zwei Winkelhalbierende.

. Konstruiere ein Parallelogramm ABCD mit A(1]3,5), D(4,5|8) und M(4|4,5),

dem Diagonalenschnittpunkt. Gib die Koordinaten von B und C an.

. Zeichne die Geraden g und h mit <(g, h) = 60°.

Konstruiere alle Punkte, die von g und h den Abstand 2 haben.

. Konstruiere ein Parallelogramm ABCD, M ist der Schnittpunkt der Diagonalen

e =[AC] und f = [BD].

a) a=6,b=4, x=060° b) c=7,e=9,46=150°
¢) a=12,b=5,e=13 d) e=6,f=8, <BMC =45°
e) e=5=9,b=6 fy a=7,b=8,h,=5

g) h,=6,a=8, x=135° h) h,=6,b=8,f=7
i) h,=5h,=7, «c=60° i) h,=4,h,=2,e=6.

. Schrigschrift

Ubertrage die Buchstaben MATHEMATIK vom Quadratgitter in ein:
a) Rechteckgitter b) Parallelogrammgitter ¢) Parallelogrammgitter

nach links nach rechts

Konstruiere das Trapez LAUB mit den Grundseiten [LA] und [UB] aus:
a) L(1| D). A(S5|1). U(7|7). L =75°
b) L(7|2), A(7|7), <L =90°, <BAL=30°, UB=6

Zeichne in ein Parallelogramm ABCD mita =7,b = 4,5 und § = 120° die Winkel-
halbierenden ein.

Begriinde: Die Winkelhalbierenden bilden ein UMFANG
Rechteck.

AB-AC g

Begriinde: Der Umfang des Vierecks AFDE ist
so groB3 wie die Schenkellingen zu- A - B
sammen.

Zeichne das Parallelogramm ABCD und alle Seitenhalbierenden durch A und C.
Begriinde: Die Seitenhalbierenden schneiden sich auf der Diagonale [BD].
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23.

24.
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HUNDERTACHTZIG
Im Parallelogramm ABCD sind zwei Seiten so
verlangert, dass DN = AB und BM = AD ist.
a) Was haben die Dreiecke DNC und BMC
auBer Punkt C noch alles gemeinsam?
b) Begriinde: C liegt auf MN.
LOTTE
Begriinde: a) BE = DF
b) Viereck BEDF ist ein Parallelo-
gramm.

DUO

Begriinde:

a) FBED ist ein Parallelogramm

b) der Mittelpunkt W von [EF] liegt auf AC
¢) AFCE ist ein Parallelogramm.

Zeichne ein Dreieck ABC und durch die Ecken

die Parallelen zu den Gegenseiten.

Begriinde: Der Umfang des Dreiecks, das die
Parallelen bilden, ist doppelt so
groB wie der Umfang des Dreiecks.

VERSCHNITT

Im Diagonalenschnittpunkt M des Parallelo-

gramms schneiden sich zwei Geraden.

Begriinde: EFGH ist ein Parallelogramm.

. Zeichne ein Parallelogramm ABCD, die Seiten-

mitten M, und M, und die vier Seitenhalbieren-

den durch jene Seitenmitten.

Begriinde: Die Seitenhalbierenden schneiden
sich auf der Mittellinie m,.

QUERSTRECKEN im Quadrat

a) Das Lot von U auf TV schneidet DC in U'.
Zeige: UU =TV.

b) Zeichne die Punkte T, U, V und W. Konstru-
iere ein Quadrat ABCD, auf dessen Seiten
oder ihren Verlingerungen die Punkte T, U,
V und W liegen.

GLEICHSCHRITT

a) Vergleiche die Winkel 4AMQ und <CPN

b) Begriinde: MNPQ ist ein Parallelogramm

¢) Begriinde: PM und QN schneiden sich im
selben Punkt wie AC und BD.

AM=BN=CP=DQ

HUNDERTACHTZIG

/H ' C
A B M
LOTTE
D C
E_
F
A B

QUERSTRECKEN
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GLEICHSCHRITT
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29.

30.

31

34,

» BN

A(l1]1), B(2]9), C(92|16) und D(1 |8) sind die Ecken eines Vierecks.

a) Beschreibe dem Viereck ein Rechteck ein, dessen Diagonalen die Ldnge 13 ha-
ben.

b) Beschreibe dem Viereck eine Raute ein, deren eine Diagonale die Linge 6 hat.

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(0|0), B(6|0) und C(4,5|4,5), ferner P(4|1)

und Q(3,5]2,5).

a) Fille von P aus die Lote auf die Seiten, die Lotfullpunkte bilden das Dreieck
L. LyL..
Spiegle P an den Seiten von A& ABC, die Spiegelpunkte bilden das Dreieck
P
Vergleiche Winkel und Seitenldngen dieser beiden Dreiecke.

b) Spiegle Q an den Ecken des Dreiecks, die Spiegelpunkte bilden das Dreieck
Vergleiche Winkel und Seitenlingen dieses Dreiecks mit denen von ABC.

Zeichne ein Trapez ABCD und den Mittelpunkt M von [BC].
a) Spiegle ABCD an M. Welche Gesamtfigur ergibt sich?
b) Begriinde mit Hilfe der Figur von a): m = %{a =)

Zeichne in ein Trapez ABCD mit den Grundseiten a und ¢ die Mittellinie m ein.
m zerlegt das Trapez in zwei Teiltrapeze. Driicke die Mittellinien dieser Trapeze
durch a und c aus.

. Zeichne die Raute A(0|0), B(5|0), C(8|4) und D(?|?). Zeichne den geometri-

schen Ort der Mittelpunkte aller Kreise durch A, B und W; W wandert auf der
Strecke
a) [CD] b) [MC], M ist Mittelpunkt der Raute.

. Zeichne ein Parallelogramm ABCD mit BD = a. B an d gespiegelt ergibt B

Begriinde:

a) B’ liegt auf CD b) D halbiert [B'C]

¢) Was fiir ein Viereck ist ABDB'?

Zeichne zwei Parallelen im Abstand 5 und einen Punkt A, der auf keiner der bei-
den Parallelen liegt. Konstruiere durch A eine Gerade, aus der das Parallelenpaar

eine Querstrecke der Ldnge 7 ausschneidet.
Fiir welche Querstreckenldngen gibt es keine Losung?

. Zeichne ein Viereck ABCD, die Mitten seiner Seiten M,, M,, M, und M, sowie die

Mitten seiner Diagonalen M auf [AC] und N auf [BD].

Begriinde:

a) M,M,M_M; ist ein Parallelogramm.

b) M_NM_M ist ein Parallelogramm, dessen Seiten parallel sind zu b und d des

Vierecks ABCD.

¢) Was fiir ein Viereck muss ABCD sein, damit M M ,M_.M, ein Rechteck, eine
Raute oder sogar ein Quadrat ist?
(Tip: Achte auf die Diagonalen!)
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36.

38.

40.

a) Konstruiere ein Dreieck, von dem die Seitenmitten bekannt sind.

b) Konstruiere ein Parallelogramm, von dem die Seitenmitten M,, M, und M, be-
kannt sind.

¢) Zeichne um M einen Halbkreis k und seinen Durchmesser. P und Q liegen auf
dem Durchmesser gleich weit von M entfernt. Zwei Parallelen durch P und Q
schneiden k in V und W. Wie groB sind die Winkel PYW und VWQ? Begriinde
deine Antwort.
(Tip: Ein Halbkreis ist ein halber Kreis!)

Beschreibe einem Kreis ein gleichschenkliges Dreieck mit der Spitze C ein.
Die Winkelhalbierenden w, und w; schneiden den Kreis in D und E und sich sel-
ber in W.
a) Begriinde: EWDC ist ein Parallelogramm.
b) Driicke die Grofie von $EDW mit « aus.
¢) Was fiir ein Parallelogramm ist EWDC?
Zeichne in ein Dreieck ABC mit f > o« die Winkelhalbierende w,, ein. Die Senk-
rechte zu w, geht durch den Mittelpunkt M, von ¢ und schneidet CB in D und CA
in E.
a) Begriinde: CE = CD.
b) Die Parallele zu ED durch B schneidet AC in F.
Begriinde: E halbiert [AF].

e ] M= |
¢) Begriinde: CD = (a+b), AE 7{1} —~ a)

I
d) Begriinde: <BM.D=—(f — «).

. Trage auf den Schenkeln eines Winkels vom Scheitel aus Strecken so ab, dass die

Summe beider Streckenlingen gleich § ist. Die Strecken sind Seiten eines Paralle-
logramms.

Welche Ortslinie bilden die Parallelogrammecken, die dem Scheitel gegentiberlie-
gen?

Zeichne einen Kreis um M(7|3) mit r=2,5. Die Kreispunkte A(5|1,5) und
6
B(9|1,5) legen eine Sehne fest. 0 0 10 Punkt C wandert auf dem Kreis.
0
a) Bestimme den geometrischen Ort der vierten Ecke D des Parallelogramms
ABCD.
(Tip: Zeichne fiir einige Punkte C die Parallelogrammseite [CD].)
b) Bestimme den geometrischen Ort des Mittelpunkts Z im Parallelogramm
ABCD.
(Tip: <(AC, MZ)=?)
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1.3 Achsensymmetrische Vierecke

Bei Vierecken mit einer Symmetrieachse gibt es zwei wesentlich verschiedene Typen:

Die Achse halbiert zwei Seiten. Die Achse geht durch zwei Ecken.
| |
/ | N \ "f\N
/ \ =

/ i \ b
A \/

Beginnen wir mit dem Fall, wo die Achse keine Ecken enthilt. Trifft sie die Seiten a
und c, dann halbiert sie diese senkrecht. Weil sie gemeinsames Lot von a und c ist, miis-
sen diese Seiten parallel sein, das heilit ABCD ist ein Trapez. Wegen der Achsensym-
metrie sind die Schenkel b und d gleich lang.

gleichschenkliges Trapez

(= 1]

=h Q™

o=f, y=5
o+5=180°, [ +y=180°
ou+y =180°, B +6=180°

Definition

Ein achsensymmetrisches Trapez heil3t auch gleichschenkliges Trapez.
|

Wie beim gleichschenkligen Dreieck sind auch im gleichschenkligen Trapez die Basis-
winkel (paarweise) gleich groll.

SR e e b T R | =T A
w7 |
1 | Rechteck \_:7 | Quadrat Quadrat

Ein Parallelogramm ist zwar ein Trapez mit gleich langen Schenkeln, aber im Allge-
meinen kein gleichschenkliges Trapez, denn es hat keine Symmetrieachse.

Wenn die Symmetrieachse durch eine Ecke des Vierecks geht, dann muss auch die Ge-
genecke auf ihr liegen. Die beiden andern Ecken bilden ein symmetrisches Punktepaar.
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Ein solches Viereck heiit Drachenviereck. Aus der Achsensymmetrie ergeben sich fol-

gende Eigenschaften: ~ /,s
— zwei Paare gleich langer Seiten: d=a,b=c¢ :
— ein Paar gleich groBer Gegenwinkel: g =6 ~
— zueinander senkrechte Diagonalen: e L f
— eine Diagonale halbiert zwei Gegenwinkel, /
sie halbiert auch die andere Diagonale. .."'/
Von diesen Eigenschaften geniigt schon die ¥
erste zur Definition des Drachenvierecks. &
3
Definition %
‘ Ein Viereck hei3t Drachenviereck, wenn es ;(\7.
eine Symmetrieachse durch zwei Gegenecken
‘ hat. 3
Drachenviereck |
.--'/"

konkav

Sonderfille sind Drachenvierecke mit vier gleich In
langen Seiten: das Quadrat und die Raute. ’
D

B
a=h=c=d

B

Die wichtigsten Eigenschaften der Raute fassen wir in den »Raute-Kriterien« zusam-
men. Ein Kriterium ist ein kennzeichnendes Merkmal.

I. Raute-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann eine Raute, wenn alle vier Seiten gleich

lang sind.

Begriindung: Wenn alle Seiten gleich lang sind, dann sind die Dreiecke ABC und CDA
gleichschenklig. Die Mittelsenkrechte von [AC] ist Symmetrieachse der
beiden Dreiecke, also auch Symmetrieachse des Vierecks. Das Viereck ist
deshalb ein gleichseitiger Drachen, also eine Raute.

[
J




2. Raute-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann eine Raute, wenn sich die Diagonalen
senkrecht halbieren.

Begriindung: Wenn sich die Diagonalen rechtwinklig halbieren, dann ist jede eine
Symmetrieachse der andern. Also sind die vier Seiten gleich lang und das
Viereck ist eine Raute. Weill man andrerseits, dass ein Viereck eine Raute
ist, dann kann man es auf zwei Arten als Drachen betrachten, also hal-
biert jede Diagonale die andere im rechten Winkel, das hei3t, die Diago-
nalen halbieren sich senkrecht.

3. Raute-Kriterium: Ein Viereck ist genau dann eine Raute, wenn jede Diagonale Win-

kelhalbierende ist.

Begriindung: Wenn jede Diagonale Winkelhalbierende ist, dann ist das Viereck von je-
der Seite aus gesehen ein Drachen — also sind alle Seiten gleich lang und
das Viereck ist eine Raute. Weill man andrerseits, dass ein Viereck eine
Raute ist, dann kann man es auf zwei Arten als Drachen betrachten —
also ist jede Diagonale Winkelhalbierende.

Zum Schluss noch zwei Beispiele: eine Konstruktions- und eine Begriindungsauf-

gabe.

1. Gegeben ist eine Raute ABCD. Konstruiere ein Quadrat EFGH so, dass sein Ecken
auf den Seiten der Raute liegen.

Planfiger AP

E/ \H
'\‘\
N
_-\& ) |
X
5, : by
F /{‘ " I i \ \ .
'r)' . f)’ I \. /}
/’ Y \
\/ F:J. % 1 H
B );" b | v :
A _.»’J_' s "“\ ; /_ ol _\E,L-
b /T\ /
N e
EX | rl &
\ /o
/ ‘\_ [ ;.J’f \
b | /

Losungsidee: Wir nutzen die Achsensymmetrie von Raute und Quadrat aus und
zeichnen in die Planfigur alle Symmetrieachsen ein. Zwei Achsen des
Quadrats fallen mit denen der Raute zusammen, die beiden anderen
halbieren die Winkel zwischen den gegebenen Achsen. Die Ecken des
Quadrats liegen
I. auf den Seiten der Raute und
2. auf den Winkelhalbierenden der Rautenachsen.
Also finden wir eine Quadratecke da, wo sich eine solche Winkelhal-
bierende und eine Rautenseite schneiden.
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Konstruktion:

¥ yd
/'. r/ -
;’f ,/'. il
P i /B i
A
b7
A -~
X H, . C
\ -
E A\ e
2
K
= A
F '\
A Ergebnis

Die vier Bilder erkliren schrittweise die Konstruktion. Man sagt: Das Quadrat EFGH
ist der Raute ABCD einbeschrieben. Allgemein definieren wir:

Definition:

Ein Vieleck heiBt einer konvexen Figur einbeschrieben, wenn jede Ecke des Vielecks |

| auf der Figur liegt.
Die konvexe Figur heiBBt dann dem Vieleck umbeschrieben. |

sinbeschrieben umbeschrieben

I~
LN
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Gegeben ist ein Dreieck ABC mit a < b. Die Winkelhalbierende w, schneidet ¢ in D.
E liegt so auf b, dass <EDC = < CDB ist.
Begriinde: DBCE ist ein Drachen, der dem Dreieck ABC einbeschrieben ist.

/
¢l
A\
/N
Ly
z/ II ."'.
/
/ |
s | ."\,
B/ |
s et Py A
AT AmELL
A || D B
fw

Begriindung: w, st Symmetrieachse von CB und CE. Wegen der gleichen Winkel bei D

ist sie auch Symmetrieachse von DB und DE. Also sind die Schnitt-
punkte B und E zueinander symmetrisch beziiglich w,. Weil C und D auf
w, liegen, ist DBCE ein Drachen. Weil die Punkte D, B, C und E auf den
Dreieckseiten liegen, ist der Drachen dem Dreieck einbeschrieben.

Aufgaben

I. Das Viereck WALD ist ein gleichschenkliges Trapez mit den Schenkeln [WA] und
[LD].
Welche Beziehung besteht zwischen
a) WA und LD b) [AL] und [WD] ¢) 4Aund 4L
d) 4Aund <W e <Aund <D f) WL und AD?

L)

Konstruiere das gleichschenklige Trapez BAUM mit den Schenkeln [AU] und
[MB] aus:

a) A(6|1), U(7|4), Symmetrieachse durch (1|1) und (8]6) 9
b) B(6|1), U(5,5|6,5), Symmetrieachse durch (1|6) und (7|2) 009
c) A(5|0), B(1|1), M(0]|5). 0

3. Das Viereck RITA ist ein Drachen mit der Achse Al. Welche Beziehung besteht
zwischen
a) AR und AT b) RI und TI ¢) <Rund 4T
d) <RATund <IAT e) [RT] und [AI]?

4. Welchen andern Namen hat ein Drachen, bei dem
a) zwei Seiten parallel sind
b) die Winkel, durch die die Achse geht, 90° sind?

5. Konstruiere den Drachen TINA mit der Achse TA aus:

a) I(1]1), N(5|3), A(5]5)

b I(1]|8), A(8|1), <TAN =60°, < NIT = 120°

c) T(Z|8), N(6|4), <ANT =30°, <ANI=75°
(Achsenkreuz wie in 2.)
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Zeichne ein Viereck ELSA, das zwei Paare gleich langer Nachbarseiten hat und
trotzdem kein Drachen ist.

Geobold hat Sitze {iber Drachen ausgebriitet — welche sind falsch?

a) Die Diagonalen stehen aufeinander senkrecht.

b) Die Diagonalen halbieren sich.

¢) Die Diagonalen halbieren die Winkel.

d) Die lingere Diagonale liegt auf der Symmetrieachse.

¢) Jede Diagonale teilt den Drachen in zwei gleichschenklige Dreiecke.
f) Im Drachen ist die Winkelsumme gleich 360°.

g) Im Drachen sind zwei Winkel gleich grol.

Zeichne fiir die falschen Sitze je ein Gegenbeispiel.

Fiir welche besonderen Drachen sind Geobolds Sitze richtig?

Zeichne ein gleichschenkliges Trapez, dessen eine Diagonale Symmetrieachse ist.
Was fiir ein besonderes Viereck entsteht?

. a) LISA ist ein Drachen und ein Trapez. Zeichne LISA.

Was fiir ein besonderes Viereck ist LISA?
b) ERNA ist ein Drachen und ein gleichschenkliges Trapez.
Zeichne ERNA. Was fiir ein besonderes Viereck ist ERNA?

GERT ist ein Trapez mit gleich langen Schenkeln, aber kein gleichschenkliges
Trapez.
Zeichne GERT.

In einem gleichschenkligen Trapez bilden die vier Winkelhalbierenden ein Vier-
eck.
Welche Eigenschaften hat das Viereck?

Unter dem Mittenviereck eines Vierecks versteht man jenes Viereck, dessen Ecken
die Seitenmitten des urspriinglichen Vierecks sind.

Zeichne die Mittenvierecke:

a) eines Drachens b) eines gleichschenkligen Trapezes

¢) einer Raute d) eines Rechtecks e) eines Quadrats.

Welche besonderen Mittenvierecke ergeben sich?

Mittenvieleck

Konstruiere die Raute AUTO aus:

a) AT=6,U0=8 b) AT=17,54A=75°
¢) AT=58,AU=34.

Zeichne das Dreieck ABC mit A(0]0), B(11|0) und C(4|7).

Konstruiere die Raute AUGE: U auf [AB], G auf [BC] und E auf [AC].

Die Raute AUGE ist dem Dreieck ABC so einbeschrieben, dass < A gemeinsam
ist.

. Welche Besonderheiten hat eine Raute, bei der ein Winkel doppelt so grof ist wie

ein anderer?

| o]
—]
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Zeichne das gleichschenklige Trapez RUDI mit:

a) R(0|0), U(15|0), D(1216)  b) R(0|0), D(18]5), I(4|5)

¢) U(24|0), D(18|6), 1(6]6)

Fille vom Schnittpunkt der Diagonalen aus die Lote auf alle vier Seiten bzw. de-
ren Verlingerungen und verbinde die Lotfullpunkte. Welches besondere Viereck
entsteht?

Wiederhole bei diesem Viereck das Verfahren. Was fiir ein Viereck entsteht jetzt?

. Zeichne das gleichschenklige Dreieck TIP mit der Spitze 1.

Zeige: Fiir jeden Punkt B auf der Basis ist die Summe seiner Abstinde von den
Schenkeln dieselbe.
(Tip: Ergdnze TIP zur Raute!)

Zeichne ein gleichschenkliges Trapez ABCD und die Diagonalmitten M auf [AC]
N auf [BD]. Fille von C aus das Lot auf a, der LotfuBpunkt ist L. Begriinde:
a) LBNM ist ein Parallelogramm

b) LNDM ist ein Parallelogramm ¢) LBDM ist ein Trapez.

Fille vom Schnittpunkt der verlingerten Trapezschenkel das Lot auf die Grund-
seiten.
Welches Viereck bilden die Lotfullpunkte und die Schenkelmitten?

Zeichne ein Dreieck ABC mit a + b, die Seitenmitten M,, M, und M. sowie den

Hoéhenfullpunkt H, auf c.

Begriinde: Die Seitenmitten und der HohenfuBBpunkt bilden ein gleichschenkli-
ges Trapez.

. Zeichne zu einer Gerade die Parallelen im Abstand 2, 5 und 7 auf derselben Seite

der Gerade. Konstruiere eine Raute mit der Seitenlinge 6, deren Ecken auf den
vier Parallelen liegen.

Zeichne das Dreieck ABC mit A(0|0), B(8|0) und C(12]7).
Die Winkelhalbierende w, trifft [BC] in E. Das Lot von B auf w, trifft [AC] in L.
Was fiir ein Viereck ist ABEL? Begriindung!

Verlingere im Dreieck ABC ¢ tiber B und b iiber C hinaus.

Die beiden Geraden, die die Aulenwinkel bei B und C halbieren, schneiden sich
in D. Durch D geht eine Parallele zu a und schneidet die beiden Verlingerun-
gen.

Wo entstehen dabei gleichschenklige Dreiecke?

Zeichne einen konvexen Drachen und fiige ihm einen konvexen Drachen so an,
dass als Gesamtfigur ein Trapez entsteht.

Welchen Winkel bilden die aneinander stolenden Diagonalen?

Zerlegungen in den néchsten vier Aufgaben

»25.

Zerlege eine Raute in:
a) zwei Drachen, b) drei Drachen, ¢) vier konvexe Drachen,
d) vier Rauten, e) eine Raute und zwei Trapeze.

. Zerlege: a) einen konvexen Drachen in vier konvexe Drachen,

b) einen Windvogel in drei konvexe Drachen,
c) einen Windvogel in zwei Trapeze und einen Drachen.
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Zerlege ein gleichschenkliges Trapez:

a) In zwei gleichschenklige Trapeze,

b) in drei gleichschenklige Trapeze,

¢) in eine Raute und ein gleichschenkliges Trapez (wann geht’s nicht?),
d) in zwei konvexe Drachen und zwei gleichschenklige Trapeze,

e) in zwei Windvogel und zwei gleichschenklige Trapeze.

Zerlege ein Dreieck:
a) in drei Drachen, b) in drei Trapeze,
¢) in einen Drachen und zwei Trapeze.

Gegeben sind die Parallelen p und g.

a) U liegt auf p und V auf g. Konstruiere eine Raute mit den Ecken U und V, de-
ren restliche Ecken auf p und q liegen.

b) U und V liegen zwischen p und g. Konstruiere eine Raute mit allen Ecken auf
p und g, deren Diagonale durch U und V geht. Wann klappt’s nicht?

. Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden u, v, Punkt A auf u und Punkt F

zwischen u und v (zwischen A und F liegt keine Gerade).
Konstruiere ein Drachenviereck, von dem zwei Seiten auf u und v liegen, das die
Ecke A hat und eine Seite durch F hat.

Gegeben sind zwei sich schneidende Geraden f, g und ein Punkt P dazwischen.

Konstruiere: a) ein gleichschenkliges Dreieck, bei dem zwei Seiten auf f und g lie-

gen und eine dritte durch P geht.

b) einen Rhombus, bei dem zwei Seiten auf f und g liegen und eine dritte durch
P geht.

a) Gegeben sind ¢ und f. Wie grol} ist &?
b) Gegeben ist e. Was fiir ein Dreieck ist XYZ? (Siche Aufgabenbild)

bl &

A XN ST

Das Aufgabenbild zeigt, wie ein Trapez AEFD aus dem Quadrat ABCD entsteht.
Wie groB sind die Innenwinkel im Trapez?




«34. An einem Quadrat mit der Seitenldnge a hingen zwei gleichseitige Dreiecke mit
den Seitenldngen a, siche Aufgabenbild.
Zeige: Spitze E liegt auf der Gerade AF.
(Tip: Was muss fiir die Winkel ¢, f und p gelten?)

35. Zeichne die Raute HUGO und einen beliebigen Punkt P in ihr. Fille von P aus
die Lote auf die vier Seiten bzw. ihre Verldngerungen.
Zeige: Die Langendifferenz zweier Lote auf zwei Nachbarseiten ist gleich dem
Liangenunterschied der Lote auf die beiden anderen Seiten.




2. Kapitel

Der mathematische Lehrsatz




2.1 Der Aufbau eines mathematischen Lehrsatzes

Lehrsitze (kurz »Sitze«) kennen wir schon viele, zum Beispiel:

— Im Dreieck sind zwei Seiten zusammen immer ldnger als die dritte Seite.

— Dreiecke sind kongruent, wenn sie in allen Seiten iibereinstimmen.

— Jedes Parallelogramm ist ein punktsymmetrisches Viereck.

Ein Dreieck, dessen Ecken so auf einem Kreis liegen, dass eine Seite Kreisdurchmes-
ser ist, hat einen rechten Winkel.

In der Mathematik gehort es zum guten Ton, dass man zu jeder Behauptung auch die
Bedingungen nennt, unter denen sie gilt. Deshalb besteht jeder mathematische Satz ge-

W

2. Die Folgerung, die man aus der Voraussetzung zieht.

Oft erkennen wir Voraussetzung und Behauptung nicht auf Anhieb. Der Deutlichkeit

ohnlich aus zwei Teilen:

Die Bedingungen, die man zu Grunde legt.

Man nennt sie Voraussetzung des Satzes.

Sie heif3t Behauptung des Satzes.

halber zerlegen wir die vier Beispielsitze in Voraussetzung und Behauptung:

Satz

Yoraussetzung

Behauptung

Im Dreieck sind zwei
Seiten zusammen immer
linger als die dritte.

Drei Strecken bilden die
Seiten eines Dreiecks.

Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in allen Seiten
tibereinstimmen.

Dreiecke stimmen in al-
len Seiten uberein.

Jedes Parallelogramm ist
ein punktsymmetrisches
Viereck.

Zwei Seiten zusammen

sind ldnger als die dritte.

Die Dreiecke sind kon-
gruent.

Ein Viereck ist ein Paral-
lelogramm.

Das Viereck ist punkt-
symmetrisch.

Ein Dreieck, dessen Ek-
ken so auf einem Kreis
liegen, dass eine Seite
Kreisdurchmesser ist, hat
einen rechten Winkel.

Die Ecken eines Dreiecks
liegen so auf einem
Kreis, dass eine Seite

K reisdurchmesser ist.

Das Dreieck ist recht-
winklig.




e

NI,

Um Voraussetzung und Behauptung besser zu trennen formuliert man mathematische

Sitze hiufig in der Wenn-Dann-Form. Die Beispielsidtze wirken dann zwar etwas
schwerfillig, dafiir sind sie aber auch klarer:

— Wenn drei Strecken die Seiten eines Dreiecks bilden,
dann sind je zwei zusammen lédnger als die dritte.
— Wenn Dreiecke in allen Seiten iibereinstimmen,

dann sind sie kongruent.

— Wenn ein Viereck ein Parallelogramm ist,
dann ist es punktsymmetrisch.
— Wenn die Ecken eines Dreiecks so auf einem Kreis liegen, dass eine Seite Kreis-

durchmesser ist,

dann ist das Dreieck rechtwinklig.

Schreiben wir fiir die Voraussetzung ein A und ein B fiir die Behauptung, dann lautet
das Schema fiir einen mathematischen Satz:

Manchmal sagt man auch

‘ Wenn A, dann B |

oder noch kiirzer

Aus A folgt B J

A also B '

und schreibt dafiir symbolisch \i_p B

Auch im Alltag verwenden wir solche Sitze, allerdings sind Voraussetzung und Be-
hauptung manchmal sehr versteckt.

Satz, wie wir ithn sagen

Satz in der Wenn-Dann-Form

Alle Menschen sind
sterblich
Eisen rostet.

Bei Rot anhalten!

Weihnachtsgans nur auf
Vorbestellung

Vampire haben kein
Spiegelbild.

Wenn du ein Mensch bist,

dann bist du sterblich.

Wenn ein Gegenstand aus Eisen ist,

dann rostet er.

Wenn die Ampel auf Rot steht,

dann musst du anhalten.

Wenn man nicht vorbestellt,

dann bekommt man keine Weihnachtsgans.
Wenn ein Wesen ein Vampir ist,

dann hat es kein Spiegelbild.
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Jeder Satz, der eine Voraussetzung und eine Behauptung enthélt, ldsst sich auch anders
ausdriicken: Man vertauscht Voraussetzung und Behauptung und verneint die bei-
den:

Voraussetzung Behauptung
Du bist ein Mensch. l Du bist sterblich.
Verneinung
Du bist nicht sterblich. | — | Du bist kein Mensch.

in der Wenn-Dann-Fassung

Wenn du ein Mensch bist, ‘ dann bist du sterblich.

Verneinung

Y\

Wenn du nicht sterblich bist, L dann bist du kein Mensch.

ein anderes Beispiel

|
Wenn ein Wesen ‘ dann hat es
ein Vampir ist, kein Spiegelbild.

S

Verneinung
Wenn ein Wesen ein dann ist es
Spiegelbild hat. kein Vampir.

Damit haben wir ein allgemeines Gesetz kennen gelernt. In Kurzform lautet es:

A also B nicht B also nicht A

A= B | ist gleichwertig mit | B=A

wenn A, dann B wenn B nicht, dann A nicht

34




Mit B (sprich »B quer«) meint man die Verneinung der Aussage B. Der Satz B=A
heiBlt Kontraposition des Satzes A=>B. Dazu noch ein Beispiel :

Satz:

Wenn Dreiecke in allen ‘ dann sind sie '
Seiten tibereinstimmen, - kongruent.
|

Verneinung

Kontraposition:

Wenn Dreiecke nicht dann stimmen sie nicht

kongruent sind. in allen Seiten iiberein.
I

Haben Voraussetzung oder Behauptung mehrere Bestandteile, so ist die Kontraposition
verzwickter, weil man beim Verneinen einer zusammengesetzten Aussage sehr aufpas-
sen muss. Beispiel:

Satz Kontraposition

Wenn ich nicht gelernt habe und ausge- Wenn ich keine schlechte Note bekommen
fragt werde, dann bekomme ich eine habe, dann habe ich gelernt oder bin nicht
schlechte Note. ausgefragt worden.

Um diese beiden Sitze in Kurzform zu schreiben brauchen wir zwei neue Symbole. Fir
sund« schreiben wir » A «, fiir »oder« schreiben wir » v «. Das Ganze sicht dann so
aus:

ADAH& EV\\,

KAIN A ABEL
1 ROHEOAJULIA\

[z . i
| nicht gelernt | und 'jusgcl"ragt = | schlechte Note R R

N A A = S &
e

Kontraposition:

Satz:

keine schlechte Note | = ! gelerm—‘ oder

nicht ausgefragt

8 — N % A

== LG
VEL (LATEIMISCH]: )
— GDER e
S —

L
Lh




Aufgaben

5

4.

[ 1]
Ln

Gib Voraussetzung, Behauptung und Wenn-Dann-Form der folgenden Sitze an:
a) Jede Zahl mit der Quersumme 6 ist durch 3 teilbar.

b) Im Parallelogramm sind zwei Winkel gleich grof.

¢) Ein Viereck mit drei rechten Winkeln ist ein Rechteck.

d) Nebenwinkel ergdnzen sich zu 180°.

Gib Voraussetzung, Behauptung und Wenn-Dann-Form der folgenden Siitze an:
a) Bei Gefahr Notbremse ziehen.

b) Vorsicht! Bissiger Hund.

¢) Kein Geist wirft einen Schatten.

d) Kingurus brauchen keine Handtaschen.

Bilde die Kontraposition von:

a) Wenn ein Dreieck gleichschenklig ist, dann hat es zwei gleich groBe Winkel.
b) Wenn 2 die letzte Ziffer einer Zahl ist, dann ist es keine Quadratzahl.

¢) Wenn zwei Geraden ein gemeinsames Lot haben, dann sind sie parallel.

d) Wenn eine Zahl genau zwei Teiler hat, dann ist sie eine Primzahl.

Bilde die Kontraposition von:

a) Wenn die Sonne scheint, dann ist es hell.

b) Wenn du nicht sorgfiltig zeichnest, dann wird die Konstruktion ungenau.

¢) Wenn du mindestens 3 Richtige hast, dann gewinnst du im Lotto.

d) Wenn du hochstens drei Fehler im Diktat hast, dann kriegst du mindestens eine
2

Bilde die Kontraposition von:

a) Wenn ein Viereck vier gleich groBe Winkel und vier gleich lange Seiten hat,
dann ist es ein Quadrat.

b) Wenn eine Zahl durch 4 und durch 6 teilbar ist, dann ist sie durch 12 teilbar.

Bilde die Kontraposition von:

a) Wenn ein Parallelogramm einen Umkreis hat oder zwei gleich groBe benach-
barte Winkel, dann ist es ein Rechteck.

b) Wenn eine Zahl durch 111 oder 74 teilbar ist, dann ist sie durch 37 teilbar.

-k
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2.2 Wahre und falsche Sitze, Kehrsatz

Ein Satz kann wahr oder falsch sein. Beispiele:

_ Wenn der Tank leer ist, dann springt der Motor nicht an. (wahr)
— Jedes gleichseitige Dreieck hat mindestens zwei gleich grofie Winkel. (wahr)
— Wenn die Autobatterie leer ist, dann springt der Motor nicht an. (falsch)
— Ein Dreieck mit mindestens einem 60°-Winkel ist gleichschenklig. (falsch)

Um zu zeigen, dass ein Satz wahr ist, muss man ihn beweisen; um zu zeigen, dass
ein Satz falsch ist, geniigt es ein Gegenbeispiel zu finden. Ein Gegenbeispiel erfiillt
die Voraussetzung, nicht aber die Behauptung. Gegenbeispiele fiir die beiden falschen
Sitze sind:

— ein Auto mit leerer Batterie, dessen Motor anspringt, wenn man das Auto anschiebt,
— ein Dreieck mit den Winkeln 60°, 30° und 90°.

Diese Sachverhalte kann man sich auch mit Mengendiagrammen klar machen.

Wenn der Tank leer ist, Jedes gleichseitige Dreieck hat
dann springt der Motor nicht an. mindestens zwei gleich groBle Winkel.

k Autos — Y = Dreiecke

¢ ———Dreiecke mit mindestens
zwel gleichen Winkeln

L Autos, deren Motor nicht mnspringt

Auntos mit leerem Tank gleichssitige Dreiecke

Wenn der Akku leer ist, Ein Dreieck mit mindestens
dann springt der Motor nicht an. einem 60°-Winkel ist gleichschenklig.
= Autos - i - = Dreiecke
——— Autos, deren Motor nicht anspringt : | _\_, P '\I — gleichachenklige Dreiecke
: j ____! 1 Autos mit leerem Akku I I};‘: 3 ; [J_re:ieckf mit mindestens
N | einem B0°—=Winkel

Gegenbeispiel : Auto mit leerem Akku, Gegenbeispiel
dessen Motor beim Anschieben anspringt

Kiirzen wir die Aussagen genauso ab wie die Mengen, so gilt:

A=> B (wahr) ist gleichwertig mit A = B (A ist Teilmenge von B).
Der Satz B= A ist falsch, weil B keine Teilmenge von A ist. Alle Elemente (Autos,
Dreiecke), die zu B, aber nicht zu A gehdoren, sind Gegenbeispiele.

Der Satz »Wenn einer Lungenentziindung hat, dann hat er Fieber« ist wahr. Bei einem
wahren Satz A=> B nennen wir die Voraussetzung A eine hinreichende Bedingung fir B.
Lungenentziindung ist eine hinreichende Bedingung fiir Fieber. Es reich?, wenn man
weil, dass einer Lungenentziindung hat (also A gilt) um sicher zu sein, dass er auch
Fieber hat (also auch B gilt).

Der Satz A=> B (wenn Lungenentziindung, dann Fieber) hat die Kontraposition B=A
(wenn kein Fieber, dann keine Lungenentziindung).
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Also 1st Fieber notwendig dafiir, dass Lungenentziindung vorliegt, denn ohne Fieber

keine Lungenentziindung (wie es die Kontraposition sagt). Fieber (B) ist eine notwen-
dige Bedingung fiir Lungenentziindung (A). Allgemein sagt man:

B ist eine notwendige Bedingung fiir A, h
wenn aus der Ungiltigkeit von B (das ist B) die Ungultigkeit von A (A) folgt,
wenn also B=A wahr ist, was gleichwertig ist mit A= B.

e e
HINREICHEND
! 5 LIEGT DRIN,) =

\dst LiNK:‘L_é Qﬁ'—

H ist hinreichend fiir ‘\I

N st notwendig fir H
Bei jedem wahren Satz steht also

eine hinreichende Bedingung vor dem =

und eine notwendige Bedingung hinter dem =-.

Zur Verdeutlichung noch drei Beispiele:

Wenn jemand einen Regenbogen sieht, dann scheint hinter ihm die Sonne (R= S).

Der Regenbogen ist hinreichend fiir Sonnenschein.

Sonnenschein ist notwendig fiir einen Regenbogen.

Aber: Der Regenbogen ist nicht notwendig fiir Sonnenschein, denn die Sonne scheint ja
auch dann, wenn kein Regenbogen da ist; Sonnenschein ist nicht hinreichend fir
den Regenbogen, denn wenn die Sonne scheint, dann ist nicht immer auch ein
Regenbogen da.

Wenn eine Zahl durch 6 teilbar ist, dann ist sie auch durch 2 teilbar (T,=T,).

Die Teilbarkeit durch 6 ist hinreichend fiir die Teilbarkeit durch 2, die Teilbarkeit

durch 2 ist notwendig fiir die Teilbarkeit durch 6.

Aber: Die Teilbarkeit durch 6 ist nicht notwendig fiir die Teilbarkeit durch 2 (Gegen-
beispiel 10);
die Teilbarkeit durch 2 ist nicht hinreichend fiir die Teilbarkeit durch 6 (Gegen-
beispiel 10).

Wenn ein Viereck eine Raute ist, dann hat es zwei Symmetrieachsen (R= S).

Die Rauteneigenschaft ist hinreichend fiir zwei Symmetrieachsen, aber nicht notwendig
(Gegenbeispiel: Rechteck). Zwei Symmetrieachsen sind bei einem Viereck notwendig
fiir die Rauteneigenschaft, aber nicht hinreichend (Gegenbeispiel: Rechteck).
Vertauscht man in einem Satz Voraussetzung und Behauptung, so ergibt sich der Kehr-
satz, zum Beispiel:

Lad
oo

-,




|  Wenn der Tank dann springt der

b ‘i s > o \rn’ o
Satz leer ist, Motor nicht an. waht
=
/K\
Kel Wenn der Motor ‘ dann ist der teel
L] .t iy . . e, "_ :|‘ !
ehrsatz nicht anspringt, [ank leer. Mg

Satzz A — B Kehrsatz: B — A

Viele Wenn-Dann-Sitze haben falsche Kehrsiitze, aber nicht alle, zum Beispiel der hier:
= —

I dann erreicht die
Satz Wenn es Juni ist, Sonne in Rom den wahr

hochsten Stand.

N

[ — 1

Wenn die Sonne in

Kehrsatz Rom den hochsten dann ist es Juni. wahr
' Stand erreicht,

Sind beide, Satz und Kehrsatz, wahr, so sagt man:
A gilt genau dann, wenn B gilt.

A ist hinreichend und notwendig fir B

y - 5 P ¥,
B ist notwendig und hinreichend fiir A

Auch dafiir gibt es eine symbolische Kurzform: =50

Im Diagramm fallen die Mengen fiir A und B zusammen.

e
=
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Beispiel: Ein Viereck ist genau dann ein Quadrat, wenn es vier Symmetrieachsen hat.
Vier Symmetrieachsen sind bei einem Viereck hinreichend und notwendig fiir
die Quadrateigenschaft.

Dieser Abschnitt hat angefangen mit »Ein Satz kann wahr oder falsch sein ...«. Was

kann er denn sonst noch? Es gibt Siitze, von denen man (noch) nicht weil3, ob sie wahr

oder falsch sind, zum Beispiel dieser:

Jede gerade Zahl gréBer als 2 ist als Summe zweier Primzahlen darstellbar.
(Beispiel: 18 =7 + 11)

Chr. GOLDBACH (1690 bis 1764) hat diesen Zusammenhang 1742 vermutet. Seitdem
ist sein Satz weder bewiesen noch ein Gegenbeispiel gefunden worden.

Aufgaben

1. Entscheide bei den folgenden Sitzen, ob sie wahr oder falsch sind. Gib bei fal-
schen Sitzen ein Gegenbeispiel an.
a) Alle Schiiler sind fleif3ig.
b) Alle Viégel haben zwei Beine.
¢) Wenn die StraBle nass ist, dann hat es geregnet.
d) Bei Temperaturen unter 0 °C friert der Kénigsee zu.
e) Jede Langspielplatte hat 1024 Rillen.

[ o

Entscheide bei den folgenden Sitzen, ob sie wahr oder falsch sind. Gib bei fal-

schen Sitzen ein Gegenbeispiel an.

a) Wenn die Quersumme einer Zahl durch 7 teilbar ist, dann ist die Zahl durch 7
teilbar.

b) Wenn 2 die letzte Ziffer einer Zahl ist, dann ist es keine Quadratzahl.

¢) Jedes Viereck mit drei rechten Winkeln ist ein Trapez.

d) Wenn g + h und h .k, dann gilt: g + k.

*3. Zeichne zu den angegebenen Mengen die Mengendiagramme. Es gibt acht Wenn-
Dann-Sitze der Form A=B, A=B, B=A usw., also acht Mengendia-
gramme,

Entscheide bei jedem dieser Sitze, ob er wahr oder falsch ist, und gib gegebenen-
falls ein Gegenbeispiel sowie seine Lage im Mengendiagramm an.
Warum geniigt es eigentlich, wenn man vier dieser acht Sitze iiberpriift?
a) A = Menge der Primzahlen

B = Menge der Vielfachen von 6
b) A = Menge der Drachenvierecke

B = Menge der Parallelogramme
¢) A = Menge der Rauten

B = Menge der Vierecke mit vier gleich langen Seiten
d) A = Menge der Parallelogramme

B = Menge der Rechtecke
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Entscheide. ob A eine hinreichende, eine notwendige, eine hinreichende und not-
wendige oder eine weder hinreichende noch notwendige Bedingung fiir B ist.
a) A:= Das Viereck hat zwei parallele Seiten.
B := Das Viereck ist ein Parallelogramm.
b) A:= Das Dreieck hat drei gleich lange Seiten.
B := Das Dreieck hat einen 60°-Winkel.
¢) A:= Das Dreieck hat einen 31°-Winkel.
B := Das Dreieck ist stumpfwinklig.
d) A:= Die Raute hat einen 90°-Winkel.
B := Das Viereck ist ein Quadrat.

Gib fiir B je eine notwendige, eine hinreichende und eine notwendige und hinrei-
chende Bedingung an.

a) B:= Das Viereck ist ein Quadrat.

b) B:= Das Dreieck ist gleichschenklig.

¢) B:= Die Dreiecke ABC und DEF sind kongruent.

d) B:= Die Zahl ist durch 12 teilbar.

e) B:= Die Zahl ist nicht durch 6 teilbar.

Bilde von jedem Satz den Kehrsatz und entscheide bei beiden, ob sie wahr oder

falsch sind. Gib gegebenenfalls ein Gegenbeispiel an.

a) Jedes Viereck mit zwei Symmetrieachsen ist eine Raute.

b) Jede gerade Quadratzahl ist durch 4 teilbar.

¢) Jedes Viereck mit zueinander senkrechten Diagonalen ist ein Rechteck.

d) Jedes Dreieck mit zwei 60°-Winkeln ist gleichseitig.

e) Wenn drei Punkte auf einem Kreis liegen, dann bilden sie ein rechtwinkliges
Dreieck.

f) Wenn zwei Dreiecke punktsymmetrisch liegen, dann sind sie kongruent.

Bilde die Kontraposition und den Kehrsatz. Entscheide dann, ob der Satz wahr
ist oder der Kehrsatz war ist oder beide wahr sind.

a) Wenn es blitzt, dann donnert’s.

b) Wenn man in Urlaub geht, erholt man sich.

¢) Wenn der Sturm iibers Meer fegt, dann gehen die Wellen hoch.

d) Wenn man Gliick hat, gewinnt man im Lotto.

e) Wenn man in den Spiegel schaut, sieht man vorn und hinten vertauscht.
f) Wenn einer eine Reise tut, so kann er was erzdhlen. (M. Claudius)

g) Wenn zwei sich streiten, freut sich der dritte.

h) Wenn es dem Esel zu wohl wird, geht er aufs Eis.

i) Wenn sie nicht gestorben sind, dann leben sie heute noch.

) ——
J
WENN WANDA WENIGER WOLLWURSTE
WURGT, WERDEN WAMDAS WADEN J
Mﬁnm WEMNIGER '#ULEE/
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Bringe den Satz in die Wenn-Dann-Form, bilde die Kontraposition und den
Kehrsatz.

Entscheide, ob der Satz wahr ist oder der Kehrsatz wahr ist oder beide wahr
sind.

a) Wer dieses Kapitel studiert, schult sein logisches Denken.

b) Wer weniger als vier Fehler hat, bekommt Note eins.

¢) Bei klarer Nacht sind die Sterne sichtbar.

d) Hunde, die bellen, beilen nicht,

e) Was sich liebt, das neckt sich.

f) Wo Licht ist, ist auch Schatten.

g) Ohne FleiB kein Preis.

Wir spielen mit vier Karten. Jede hat auf einer Seite einen Buchstaben und auf

der andern eine natiirliche Zahl. Die Karten liegen so vor uns:

IN] [E] [&] [5]

a) Geobold stellt einen Satz auf:
Wenn auf einer Kartenseite ein Vokal steht.
dann steht auf der Riickseite eine gerade Zahl.
Du sollst nun méglichst wenig Karten wenden, um zu entscheiden. ob der Satz
wahr oder falsch ist.
Welche Karten musst du wenden?
b) Welche Karten muss man wenden, um den Kehrsatz von a) zu tiberpriifen?
¢) Welchen Satz iiberpriifst du, wenn du die Karten [E] und [8] wendest?

a) Eva: »Adam, wann besuchst du mich endlich?«
Adam: »Wenn ich zu dir radle, muss das Wetter schén sein.«
Nach einem prichtigen Tag:
Eva: »Adam, gestern war schones Wetter, aber du bist nicht gekommen.
Warum héltst du dein Versprechen nicht?«
Besteht Evas Vorwurf zu Recht?
b) Toni: »Bei Fohn habe ich immer scheuBliches Kopfweh.«
Tino: »Aber heute ist doch kein Féhn! Warum klagst du?«
Welchen Fehler macht Tino?

-




2.3 Der Beweis eines mathematischen Satzes

Bei mathematischen Aussagen unterscheidet man zwei Sorten:

Die eine Sorte sind Existenz-Aussagen vom Typ »es gibt ...«, zum Beispiel:

Es gibt Dreiecke, bei denen sich die Mittelsenkrechten auBerhalb des Dreiecks treffen.
Solche Existenz-Aussagen beweist man, indem man ein Beispiel vorzeigt. In unserem
Fall sehen wir das Beispiel im Bild, es ist der Beweis.

Die andere Sorte enthiilt die meisten mathematischen Sitze, es sind All-Aussagen vom
Typ »fiir alle ... gilt ...« oder vom Typ »wenn ..., dann ...«, zum Beispiel:

Fiir alle Dreiecke gilt: Die Summe der Innenwinkel betrigt 180°. Weil es unendlich
viele Dreiecke gibt, ist es unmdglich, diesen Satz zu beweisen, indem man auch noch so
viele Dreiecke vorzeigt. Es kdnnte ja immer noch andere Dreiecke geben, deren Innen-
winkel-Summe von 180° abweicht.

Die Mathematiker haben Methoden entwickelt, die einem die Richtigkeit von Sitzen
des Es-Gibt-Typs und des Wenn-Dann-Typs klar machen. Eine solche Methode heil3t
Beweis. Es gibt vier wichtige Beweisarten:

— Beweis durch Nachrechnen

— Widerspruchsbeweis

— Symmetriebeweis

— Kongruenzbeweis

Bei jedem Beweis unterscheidet man drei Teile:

1. Genaue Formulierung aller Voraussetzungen (Vor.)

2. Genaue Formulierung der Behauptung (Beh.)

3. Begriindung der Behauptung; man verwendet dabei die Voraussetzungen und schon
bekannte Sitze und Definitionen. (Bew.)

Das Beweisschema sieht dann ungefdhr so aus:

Die Schlussformel g.e.d. ist die Abkiirzung fiir
| den lateinischen Satz »guod erat demonstran-
dum«, sie heiBt auf deutsch »was zu beweisen
war«. Seit Euklid stellt man mit ihr erleichtert

..... (V2)
_____ (V3) usw.

Beha o S = :
Bovis V1, Satz, ...) fest, dass man den Beweis geschafft hat.
, .oer. (Definition, V2, ...)
..... g.e.d.

Von jedem Beweistyp fithren wir Beispiele vor.




Beweise durch Nachrechnen

Beispiel aus der Algebra

Satz:

Eine 3ziffrige Zahl ist durch 9 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 9 teilbar ist.

Vor.: a sei die Hundertziffer, b die Zehnerziffer und ¢ die Einerziffer der Zahl

100a + 10b + ¢ (V1)
die Quersumme (a + b + c) ist durch 9 teilbar (V2)
Beh.: 100a + 10b + ¢ ist durch 9 teilbar.
Bew.: 100a+ 10b+c=(a+b+c)+99a+9b (V1)

i e s R R
durch 9 durch 9
teilbar teilbar
(V2)

also gilt: 100a + 10b + ¢ ist durch 9 teilbar. g.e.d.

Beispiel aus der Geometrie

Satz:
Wenn die Ecken eines Dreiecks so auf einem Kreis liegen, dass eine Seite Kreisdurch-
messer ist, dann ist ihr Gegenwinkel gleich 90"

Zuerst zeichnen wir eine Uberlegungsfigur.

Vor.: AM=BM=CM

(V)

Beh.: 6+ &= 90°
Bew.: &« = 0, denn AMCA ist gleichschenklig (V)
p = & denn AMBC ist gleichschenklig (V)

o+ f+e+5=180° (Winkelsummensatz)
(6+e)+(e+d)=180°
e+d=90° w.zb.w.

Der Widerspruchsbeweis

In der Umgangssprache begriindet man seine Meinung oft mittels Kontraposition. Max
hat in Geschichte eine 6 geschrieben und der Vater schimpft: »Du hast nichts gelernt!
Wenn du ndmlich gelernt hittest, dann hattest du keine 6 geschrieben. «
Setzen wir fiir »Max schreibt eine 6« kurz S und fiir »Max lernt« kurz L, dann begriin-
det der Vater
seinen Satz S = L

mit der Kontraposition L=> S, die er fiir richtig hiilt.
Dabei haben wir stillschweigend den Satz verwendet, dass die doppelte Verneinung eine
Bejahung ist: L= L.
In der Mathematik nennt man dieses Verfahren Widerspruchsbeweis, sein Schema ist:

Zu beweisen ist die Behauptung A= B

| stattdessen beweist man die gleichwertige Kontraposition B = A
=
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Zwei Beispiele aus der Geometrie:
Satz:
Wenn zwei Geraden einer Ebene ein gemeinsames Lot haben, dann sind sie parallel.

Kontraposition: Wenn sich zwei Geraden einer Ebene schneiden, dann haben sie kein
gemeinsames Lot.

i 1
h L h
s
g = ;
1.
Vor.: 1 L gundl L h (A)
Beh.: g|h (B)
Bew.: Annahme: g und h schneiden sich in S (B)
also gilt: e+ 7+ o =180° (Winkelsumme im Dreieck EST)
e+ 1< 180° (o>0°
Es ist also unmoglich, dass e = 90° und zugleich 7 = 90° ist. (A)
Damit haben wir die Aussage A aus B gefolgert: B= A, was gleichwertig ist mit dem
Satz A= B.

Satz:
In jedem Viereck ist mindestens ein Winkel grofier oder gleich 90°.

Vor.: e, B, p, 0 sind Winkel eines Vierecks,

das heilit ¢ + g+ p + 6 = 360° (A)
Beh.: Mindestens ein Winkel ist groBBer oder gleich 90°. (B)
Bew.: Annahme: Jeder Winkel ist kleiner als 90°, das heil3t
o < 90°
A B <90°
A p<90° (B)
A6 < 90°

o+ B+ y+0<360°
Also ist die Winkelsumme nicht gleich 360° und damit konnen ¢, f, y und 6 nicht Win-
kel eines Vierecks sein. g.e.d.
Der Symmetriebeweis

Entdeckt man in einer Figur ein Symmetriezentrum oder eine Symmetrieachse, so wird
man beim Beweisen die Symmetrie-Eigenschaften ausniitzen.
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Beispiel zur Punktsymmetrie

Satz:

Zwei Geraden durch den Mittelpunkt eines Parallelogramms schneiden das Parallelo-
gramm so in vier Punkten, dass je zwei gegeniiberliegende Verbindungsstrecken gleich
lang sind.

Uberlegungsfigur

1)7 \C E
".... M- l".- 3
\G
/ gl
A" F ~B
Vor.: ABCD ist ein Parallelogramm (V1)
M ist Diagonalenschnittpunkt (V2)
M liegt auf HF (V3)
M liegt auf EG (V4)

Beh.: EH = GF und EF=GH

Bew.: M liegt auf der Mittelparallele von DC und AB (V1 und V2) [EG] ist Querstrecke
von AD und BC durch M (V4)
und wird damit von M halbiert.
Entsprechend gilt: HM = MF.
Also liegen E und G bzw. H und F symmetrisch beziiglich M. Deshalb sind die
Strecken [EH] und [GF] zueinander punktsymmetrisch und gleich lang.
Dasselbe gilt fiir [EF] und [GH].

Beispiel zur Achsensymmetrie

Satz:

Schneidet ein Kreis um die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks die Schenkel in zwei
Punkten, dann ist ihre Verbindungsstrecke parallel zur Basis.

Uberlegungsfigur
#C
i
= a] k e 2
~y II \E Vor.: AC=BC (V1)
: i \ D =B (V2)
A i ‘B Beh.: DE||AB

Bew.: CF ist Symmetrieachse des Dreiecks ABC und des Kreises k, folglich liegen die
Schnittpunkte D und E symmetrisch zur Achse CF.
Weil die Verbindungslinie zueinander symmetrischer Punkte senkrecht auf der
Achse steht, ist CF gemeinsames Lot von DE und AB.
Also sind DE und AB parallel.
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Der Kongruenzbeweis

In vielen Aufgaben muss man zeigen, dass zwei Strecken gleich lang oder zwei Winkel

gleich grof sind. Hier bewihrt sich der Kongruenzbeweis. Man sucht sich zwei Drei-

ecke, die dem Augenschein nach kongruent sind und die fraglichen Stiicke enthalten.

Mit den Kongruenzsitzen begriindet man die Kongruenz der Dreiecke und damit auch

die Kongruenz der Strecken und Winkel. Als Werkzeug sind die Kongruenzsatze uner-

lasslich, wir wiederholen sie deshalb:

SSS:  Wenn Dreiecke in allen Seiten iibereinstimmen, dann sind sie kongruent.

SWS: Wenn Dreiecke in zwei Seiten und dem Zwischenwinkel iibereinstimmen, dann
sind sie kongruent.

WSW: Wenn Dreiecke in einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iibereinstim-
men, dann sind sie kongruent.

SWW: Wenn Dreiecke in einer Seite, einem anliegenden und dem nicht anliegenden
Winkel iibereinstimmen, dann sind sie kongruent.

SsW: Wenn Dreiecke in zwei Seiten und dem Gegenwinkel der grofleren Seite tiber-
einstimmen, dann sind sie kongruent.

Schema fiir den Kongruenzbeweis

Uberlegungsfigur zeichnen (eventuell mit Hilfslinien, wesentliche Stiicke hervorhe-
ben)
] el (V1)

..... (V2) usw.

Beh.: ... 5
Bew. ... = (VN105)
i ae = (VL N S W
=  A...= A ... (Kongruenzsatz)
= ... q.e.d.
2 .

I. Beispiel

Satz:
Ein Parallelenpaar schneidet aus einem anderen Parallelenpaar gleich lange Strecken
aus.

Uberlegung: Zu zeigen ist AD = BC.
Durch die Hilfslinie AC entstehen die Dreiecke ABC und CDA, sie sind
anscheinend kongruent und haben die fraglichen Strecken als Seiten.

Uberlegungsfigur Vor.: g|h (\F 1)
/ G pla __ (V2)
= Beh.: AD = BC

g Bew.: AC = AC (beiden Dreiecken gemeinsam)
4BAC = <DCA (Z-Winkel, V1)
4<CAD = ACB (Z-Winkel, V2)

7 _ = AAVC = ACDA (WSW)

/p al also AD = BC g.e.d.




2. Beispiel

Satz:

In einem gleichschenkligen Dreieck sind zwei Hohen gleich lang.

Uberlegung: Es kénnen nur die Hohen h, und h, gemeint sein, weil h, offenbar langer
als h, und h, ist. Die Dreiecke AEC und BCF sind anscheinend kongruent
und enthalten die beiden Hohen.

Uberlegungsfigur Vor.: AC=BC (V1)
C h, L AC (V2)
h, 1L BC (V3)
Behis hy=hy
e AR Bew.: AC = BC (V1)
JACE=4FCB=y
h. by 4BFC = 4CEA =90 (V2, V3)
A B
= AAEC = 4BCF (SWW)
= h,=h, w.z.b.w.

Man kann freilich auch andere Dreiecke fiir einen Beweis dieses Satzes wiéhlen, zum
Beispiel die Dreiecke ABF und ABE:

Vor.: wie oben
Beh.: wie oben
Bew.: AB=AB

4BAF = 4EBA (V1, Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck)

4 AFB= 4AEB=90° (V2, V3) e

i (ALLE DREIECKE)

= AABF = AABE (SWW) -@LEchS;I::;Nr:uu ﬁ-‘

= h,=h, w.z.bw. :

it Lo b

\L_HS\

Zum Abschluss wartet Geobold mit einer Sensation auf.

Er beweist den Satz:

Uberlegung: M ist die Mitte von [AB], D ist der Schnittpunkt von w, und m.. D ist von
A und B gleich weit entfernt, weil die Dreiecke ADM und BMD kongru-
ent sind (SWS), fiir Geobold ist das V4.

Uberlegungsfigur Vor.: D ist Schnittpunkt von w, und m, (VI)
3 DE L CA (V2
DF L CB (V3)
DA = DB (V4)
Beh.1: CE=CF
Bew. 1: CD=CD

4ECD = ¢<DCF (VL, w,)
E4 AF 4DEC = <CFD =90° (V2, V3)
S = AEDC = ADFC (SWW)
D = CE=CF g.e.d.
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aullerdem folgt: DE = DF, das ist V5 fiir
Beh. 2.: AE = BF
2

Bew.2: DE = DF (V5)
DA = DB (V4)
4DEA = <BFD =90° (V2, V3)

= AAED = ABDF (SsW)
= AE =BF g.e.d.

Nach Beweis 1| gilt CE=CF, nach Beweis 2 gilt AE = BF, also ist
CE — AE = CF — BE. Das bedeutet aber, wie ein Blick auf die Uberlegungsfigur zeigt:
CA = CB, das heiBt, jedes Dreieck ist gleichschenklig.

Geobolds »Beweis« beweist nur eines: Schlampig gezeichnete Uberlegungsfiguren kon-
nen zu Trugschliissen fihren. Zeichne eine genaue Uberlegungsfigur und du wirst Geo-
bold auf die Schliche kommen. Er hat nur einen Fehler gemacht — mit Absicht!

Aufgaben
Beweise durch Nachrechnen

1. Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck. Die Winkelhalbierende W, bildet mit der
Seite a die Winkel g und @
Beweise: Der GroBenunterschied von g und o ist gleich dem GroBBenunterschied
von p und f.

it

Die Ecken des Vierecks MOPS liegen so auf einem Kreis, dass [MO] Kreisdurch-

messer 1st.

Beweise: Die Winkel PMS und POS sind gleich groB.

3. Die Ecken des Vierecks VIER liegen auf einem Kreis.

Beweise: Je zwei gegeniiberliegende Winkel ergeben zusammen 180° (7ip: Ver-
binde alle Ecken mit dem Kreismittelpunkt.)

4. Zeichne ein Dreieck ABC mit y = 90°. H, ist der HéhenfuB3punkt auf c. Die Hal-
bierende des Winkels H.CB schneidet ¢ in D.
Beweise: Das Dreieck ADC ist gleichschenklig. (Tip: Winkel!)

5. Zeichne ein Quadrat ABCD. Verlingere [AB] iiber B hinaus bis E mit AE = 3AB.
Verliangere [AD] iiber D hinaus bis F mit AF = 5AD.
Beweise: Die Fliche des Dreiecks AEF ist 7,5mal so grof3 wie die Quadratfliche.
6. Im Dreieck ABC ist y doppelt so groB wie f. Die Winkelhalbierende w, schneidet
c in D.
Beweise: Die Parallele zu a durch D halbiert den Winkel ADC.
e7. Beweise: Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die aus den beiden Endziffern gebil-
dete Zahl durch 4 teilbar 1st.
«8. Beweise: Die Differenz zweier aufeinander folgender Quadrate ist immer eine
ungerade Zahl.
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$9. Beweise: Die Differenz zweier aufeinander folgender Kubikzahlen ist immer eine
ungerade Zahl.

10. Beweise: Das Quadrat einer ungeraden Zahl ist immer um 1 gréfer als ein Viel-
faches von 8.

11. GLEICHEWINKEL

DL a) | Beweise
I o =E

)
\ D Beweise § =W

Beweise durch Widerspruch
12. Wenn ein Winkel im Dreieck 120° misst, dann ist das Dreieck nicht rechtwinklig.
13. Wenn die drei Winkel eines Dreiecks verschieden grof3 sind, dann ist das Dreieck

nicht gleichschenklig.

14. Wenn im Viereck ABCD o = 83° und § = 96° ist, dann ist ABCD kein Parallelo-
gramm.

*15. Wenn man ein Dreieck in zwei Teildreiecke zerlegt, dann sind nicht beide Teil-
dreiecke spitzwinklig.

*16. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade ist die kiirzeste Verbindung von Punkt
und Gerade.

*17. Ein Viereck mit verschieden langen Diagonalen ist kein Rechteck.

18. Ein Viereck mit mindestens drei verschieden groBen Winkeln ist kein Parallelo-
gramm.

2 19. Wenn die letzte Ziffer einer Zahl 2, 3, 7 oder 8 ist, dann ist es keine Quadratzahl.

Beweise durch Symmetrie
20. Das Lot vom Mittelpunkt eines Kreises auf eine Sehne halbiert diese.

21. Ein Dreieck ist gleichschenklig, wenn:
a) h,=w, b) h.=s, ¢) h,=m,.

22. Die Winkelhalbierenden der Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks treffen
sich auf der Symmetrieachse.

23. Zeichne ein Dreieck ABC mit b > ¢. Verldngere [AB] iiber A hinaus um b bis D. w
ist die Winkelhalbierende durch A im Dreieck DAC, sie schneidet BC in E.
Zeige: Das Dreieck DEC ist gleichschenklig.

24. Im Dreieck ABC liegt der Mittelpunkt von ¢ auf w,.
Zeige: w, = h..
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26.

Die Strecken [AB] und [CD] halbieren sich in M. Eine beliebige Gerade g durch
M schneidet AD in X und BC in Y.

Beweise mit Hilfe der Punktsymmetrie:

Die Dreiecke MCY und MDX sind kongruent.

Zeichne ein Parallelogramm ABCD und félle von A und C die Lote [AE] und
[CF] auf BD.
Zeige: ED = FB.

Beweise durch Kongruenz

27

28.
29.

30.

*31.

. 32.

39.

In einem gleichschenkligen Dreieck sind

a) zwei Seitenhalbierende gleich lang

b) zwei Winkelhalbierende gleich lang

¢) die Lote von der Basismitte auf die Schenkel gleich lang.

Formuliere und beweise vom Satz in Aufgabe 27. ¢) den Kehrsatz.

Verldngert man die Basis eines gleichschenkligen Dreiecks beiderseits um gleich
lange Strecken und verbindet man die Endpunkte mit der Spitze, so ergibt sich
wieder ein gleichschenkliges Dreieck.

Verbindet man die Seitenmitten eines gleichschenkligen Dreiecks, so entsteht wie-
der ein gleichschenkliges Dreieck.

Zeichne ein Dreieck ABC mit AC = BC. Verlingere beide Schenkel iiber die
Basisecken A und B hinaus gleich weit. Die Endpunkte sind D und E.
Beweise: a) AE = BD
b) DEBA ist ein Trapez.
Trigt man bei einem gleichseitigen Dreieck auf allen drei Seiten im selben Um-

laufsinn von den Ecken aus eine gleich lange Strecke ab, so ergeben die End-
punkte der drei Strecken wieder ein gleichseitiges Dreieck.

. Zeichnet man durch die Ecken eines Dreiecks die Parallelen zur Gegenseite, so

entsteht ein neues Dreieck, das aus vier kongruenten Teildreiecken besteht.

. Ein Dreieck ist gleichschenklig, falls

a) eine Winkelhalbierende zugleich auch Hohe ist
b) eine Hohe zugleich auch Seitenhalbierende ist.

. Die Schenkel eines Winkels schneiden auf jedem Lot der Winkelhalbierenden

eine Strecke aus, deren Mittelpunkt auf den Winkelhalbierenden liegt.

. Jedes Lot der Halbierenden eines Winkels schneidet auf den Schenkeln gleich

lange Strecken ab.

. Die Lote von einem Punkt der Winkelhalbierenden auf die beiden Schenkel sind

gleich lang.

. Fille von zwei Ecken eines Dreiecks die Lote auf die Seitenhalbierende, die durch

die dritte Ecke geht. Zeige, dass die Lote gleich lang sind.

In einem gleichschenkligen Trapez ABCD schneiden sich die Diagonalen in E.
Gib drei Paare kongruenter Dreiecke an und beweise jeweils die Kongruenz.
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40.

*41.

L 1]
F oy
ad

Zeichne einen Kreis k um M und einen Punkt A aullerhalb von k. Der Thaleskreis
tiber [MA] schneidet k in B und C.

Beweise: AB = AC.

Zeichne ein Quadrat ABCD und trage von den Ecken aus auf seinen Seiten im
selben Umlaufsinn Strecken gleicher Linge ab.
Beweise: Die vier so entstehenden Punkte bilden wieder ein Quadrat.

. In einem Quadrat ABCD liege P irgendwo auf [CD]. E sei der Endpunkt der Ver-

lingerung von [CB] iiber B hinaus um PD. W liege so auf [BC], dass AW den
Winkel BAP halbiert.

a) Zeichne das Ganze fiir AB = 6.

b) Zeige: <PAE =90°

c) Zeige: AE = EW

d) Zeige: AP =PD + BW.

. Zeichne ein Parallelogramm ABCD und durch A eine Gerade g, die das Paralle-

logramm nicht noch einmal schneidet. Fille von B, C und D die Lote auf g.
Beweise: Das ldngste Lot ist so lang wie die beiden andern zusammen.

. Zeichne ein Dreieck ABC und errichte nach auflen iiber den Seiten a und b die

gleichseitigen Dreiecke BDC und ACE.
Beweise: a) AD = BE
b) 4<(AD, BE) = 60°.

. Zeichne ein Parallelogramm und errichte Quadrate iiber allen Seiten nach aullen.

Beweise: Die Mittelpunkte der Quadrate bilden wieder ein Quadrat.

. Fille in einem Dreieck ABC die Lote von B und C auf die Winkelhalbierende w,,

die LotfuBpunkte sind B' und C".

Beweise: B’ und C’ sind vom Mittelpunkt M der Seite [BC] gleich weit entfernt.
Das Lot von ¢ durch C’ schneidet das Lot von b durch B’ in D.

Beweise: DB = DC..

. DREIZACK

C liegt auf [AB]. ACP und CBQ sind gleichseitige Dreiecke.
a) Beweise: AQ = BP (Tip: AP und BQ schneiden sich!)

b) Beweise: AP und BQ schneiden sich unter 60°.

¢) Beweise: ECK ist ein gleichseitiges Dreieck.

P_\
AE=EQ =9 3
PK=KB S = o
e "__,.--'
X’
— K
— =
E_-%
,/"/ \\\L
s
= = \
/ S
A C B
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Beweise durch ... Nachdenken

48.
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SEHNENHALBIERUNG .S
Beweise: k halbiert die Sehne [PS]. /
0
P
M* k
In einem Parallelogramm ABCD ist f = 120°, w, geht durch den Mittelpunkt M,

der Seite b.

Beweise: a) a ist halb so lang wie b.
b) AM, ist doppelt so grofi wie der Abstand von B und Seite d.
¢) [DB] ist eine Hohe des Parallelogramms.

WINKEL ABCD ist ein Quadrat. Beweise: <PMR = 90°.

) i .
Bl oW =
M,
[ ¥ 0
P :
A B

1

Zeichne ein Trapez, in dem die kiirzere Basis genauso lang ist wie die Schenkel

zusammen.

Beweise: Es gibt zwei Winkelhalbierende, die sich auf der kleineren Basis schnei-
den.

. In jedem Trapez gibt es zwei Paare zueinander senkrechter Winkelhalbierenden.

Zeichne ein Trapez ABCD mit den Grundseiten a und ¢, in dem o = 90° und
d = a + ¢ gilt. M ist der Mittelpunkt von b und der Punkt E liegt so auf der Seite
d, dass AE = c ist.

Beweise: a) EM L BC  b) EM=MC.

Zeichne ein Dreieck ABC mit y = 90° und die Winkelhalbierende von p* (Aullen-
winkel!). Das Dreieck A’B'C’ ist symmetrisch zu ABC beziiglich dieser Winkel-
halbierenden.
Beweise: Die Hohe auf der Hypotenuse des einen Dreiecks geht durch
den Mittelpunkt der Hypotenuse des andern Dreiecks.
PARALLANG
Beweise: a) [DE und [PQ] haben denselben Mittelpunkt M. ,
b) MM, halbiert den Winkel PM. Q.

D~_ B

PARALLANG

n
d
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Zeichne ein Dreieck ABC mit y = 90°.

Spiegle den HohenfuBBpunkt H, an a (Spiegelpunkt E) und an b (Spiegelpunkt D).

Beweise: a) Die Dreiecke AH.D und H_EC stimmen in den Winkeln iiberein.
b) D, E und H, liegen auf einem Kreis. (Mittelpunkt? Radius?)

. Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck ABC, die HéhenfuBBpunkte H, und H, und den

Mittelpunkt M..
Beweise: a) H,, H, und M, bilden ein gleichschenkliges Dreieck.
b) «HMH, + 2y = 180°,

- Zeichne ein Dreieck ABC und einen Punkt P im Innern des Dreiecks. Spiegle P

an den Seitenmitten und verbinde die Spiegelpunkte so mit A, B und C, dass ein
Sechseck entsteht.
Beweise: Das Sechseck ist punktsymmetrisch.

. Zeichne ein Rechteck ABCD und einen Punkt P im Innern. Spiegle P an den Sei-

ten und verbinde die Spiegelbilder zu einem Viereck.
Beweise: A, B, C und D sind die Seitenmitten des Vierecks.

. Zeichne ein Dreieck ABC und Quadrate {iber den Seiten (nach aulien): iiber [BC]

das Quadrat BLOC und iiber [AC] das Quadrat ACHT.
Beweise: OH | CM, und OH = 2CM,
Zeichne die Ecke U des Parallelogramms COUH.
Beweise: a) CU | AB

b) AL L BU und AL = BU

¢) AU | BT und AU = BT.

=




3. Kapitel

Kreise und Geraden




3.1 Der Kreis als geometrischer Ort

Ein Kreis ist definiert als Menge aller Punkte der Ebene, die von einem bestimmten
Punkt M die feste Entfernung r haben. M ist der Mittelpunkt und r der Radius des
Kreises. Einen Kreis bezeichnet man kurz mit k (M; r).

Die Definition sagt zweierlei:

I. Jeder Punkt P der Ebene mit PM =r liegt auf dem Kreis k (M; r).
2. Jeder Punkt auf dem Kreis k (M; r) erfiillt die Bedingung PM =r.

A
l/ “
f r o P e
t M“ ):\'.:\'1.]. = |P|PM

Y

—— " 3

Beide Bedingungen ergeben zusammen in symbolischer Kurzform
Pek(M;r) = PM=r.
Der Kreis ist ein geometrischer Ort. Allgemein definiert man

Definition

Die Menge aller Punkte, die eine Bedingung B erfiillen, heil3t geometrischer Ort zur
Bedingung B.

Diese Definition besagt:

Alle Punkte des geometrischen Orts erfiillen die Bedingung B, und umgekehrt:

Alle Punkte, die B erfiillen, gehoren zum geometrischen Ort.

Ist der geometrische Ort eine Gerade oder ein Kreis, dann nennen wir ihn auch Ortsli-
nie. Der Kreis k (M; r) ist also die Ortslinie zur Bedingung PM = r. Ausfiihrlicher: Der
Kreis k um M mit dem Radius r ist die Ortslinie der Punkte P, die von M die Entfer-
nung r haben. Symbolisch: k (M; 1) = {P|PM =r}.

Beachte: Der Kreis ist eine Linie (und nicht etwa eine Flidche)!
Die Kreisfliche ist der geometrische Ort der Punkte P, die von einem bestimmten Punkt
M héchstens die Entfernung r haben, kurz: {P|PM <r}.

Mit den Wortern »gleich, groBBer, mindestens und héchstens« lassen sich fiinf kreisfor-
mige geometrische Orter definieren, es sind die rot gezeichneten Figuren.

Kreisinneres Kreis Kreisfliche Kreisduferes
P|PM <r P|[PM=r P|PM=r P|PM>r P|PMzr
e - . " e
/ r _,f r \'\\-\ rlr r \\"
[ w [ m ) [ w )
g8 : o N /,.f S x A
PM ist kleiner alsr PM ist gleich r PM ist hiichstens r PM ist griiBer als r PM ist mindestens r
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Kompliziertere Figuren kénnen wir erzeugen, indem wir diese Bedingungen mit »und«
oder mit »oder« oder mit beiden kombinieren, dazu zwei Beispiele:

Im Bild links sehen wir die Menge aller Punkte, die von A mehr als 2 und von B hdchs-
tens 3 entfernt sind.

Im Bild rechts sehen wir die Menge aller Punkte, die von A weniger als 2 oder von B ge-
nau 3 entfernt sind.

plPA>2 A PB=3} = |P|PA=2{n{P|PB=3| plPA<2 v PB=3| = |P|PA<2{v|P|PB

Geraden als geometrische Orter haben wir schon kennen gelernt:

Der geometrische Ort aller Punkte, die von A und B gleich weit entfernt sind, ist die
Mittelsenkrechte my.

Ausfiihrlicher formuliert hei3t das:
1. Jeder Punkt auf m,, ist von A und B gleich weit entfernt und umgekehrt:
2. Jeder Punkt, der von A und B gleich weit entfernt ist, liegt auf m,s.

M .5

AE—4—3B

Beide Behauptungen beweisen wir.
1. Vor.: ﬂcgl auf mug
Beh.: SA=S5B

Bew.: MA = W (V)
MS = MS
ZBMS = <SMA = 90° (V)
— &Bfiﬂ = AASM (SWS)
= SA =SB q.e.d.

2. Vor.: SA=SB (V)
Beh.: S liegt auf myg.
Bew.: Nach Voraussetzung ist Dreieck SAB gleichschenklig, S ist die Spitze. Des-
halb liegt S auf der Symmetrieachse des Dreiecks SAB, das ist die Mittelsenk-
rechte m,y. g.e.d.

LN
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Der geometrische Ort der Punkte, die von einer Gerade g den Abstand d haben, ist das
Parallelenpaar im Abstand d von der Gerade g.

Die Geradenpunkte von g haben selber auch eine gemeinsame Eigenschaft: Thre Ab-
stinde von den beiden Parallelen sind gleich grol3.

Der geometrische Ort der Punkte, die von zwei Parallelen denselben Abstand haben, ist
die Mittelparallele m.

=i
Parallelenpaar e . d
— T m
_—F"F‘—-—-- -
d
e : bt d P
D
pldlp IPh d =
I L
=
—-__.J-"'---
=

Wenn sich zwei Geraden a und b schneiden, wo liegen dann die Punkte, die von a und
b denselben Abstand haben? Ein paar davon sehen wir im Bild.

Der geometrische Ort der Punkte, die von zwei sich schneidenden Geraden gleichen Ab-
stand haben, ist das Paar der Winkelhalbierenden.

Jeder dieser drei Sitze enthilt zwei Behauptungen. Wir beweisen den letzten Satz.

fw.J_ w, \—..

,u. TEQ SCHNEE | 1y




1. Vor.: W liegt auf einer Winkelhalbierenden w.
Beh.: WA = WB

Bew.: SW = SW A
JA=4B=90° .
4 WSA = 4 BSW (Vor.) il
= : = = e 5 =
— a:::-.;'\S'\_rE = ABSW (SWW) a
= WA=WB g.e.d.
2. Vor.: WA = WB

Beh.: 4WSA = {BSW
Bew.: SW = SW

WA = WB (Vor.)
4A=<4B=90°
= AASW = ABSW (SsW)
= 4WSA = <BSW g.e.d.
Aufgaben

1. Zeichne ein Quadrat mit der Seitenlidnge 5 und kennzeichne mit Farbe den geome-

o,

trischen Ort der Punkte, die von jeder Ecke héchstens die Entfernung 5 haben.

. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge 5 und kennzeichne mit

Farbe den geometrischen Ort der Punkte, die von jeder Ecke mindestens die Ent-
fernung 5 haben.

. PLURAL

Beschreibe die rot gezeichneten Figuren als geometrische Orter in Worten und in
Symbol-Schreibweise.

1) b
/ j

/ /.f-' \\ f: q \__Il
3 4y [ P \

L | | A M ¢ Y
VA M | |\ M I ==

.... A\ / ."'I LY -‘," j ,\.\ \ ! 9 ¢ ’,-/..-'

Zeichne die Punkte A(0|0), B(1|0) und C(2|0). Kennzeichne mit Farbe alle
Punkte, die von A mehr als 1,5 und von B hochstens 3 und von C mehr als 2,5 ent-
fernt sind.

Beschreibe diese Punktmenge mit Symbolen.

Zeichne die Punkte A(0|0), B(3|0) und C(1,5|0).

Kennzeichne mit Farbe folgende Punktmengen:

a) {P|PB<1} u [{P|PA <25} n {P|PC>3}]

b) [[P|PB<1} u {P |PA<25}] n {P|PC>3}
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6. Zeichne die Punkte A(0|0) und B(4,5|0). Kennzeichne mit Farbe alle Punkte, die
von A mindestens 1,5 und hochstens 3 und von B mehr als 4 entfernt sind. Wie
lautet die Symbol-Schreibweise fiir diese Punktmenge?

7. SINGULAR
Beschreibe die rot gezeichnete Figur als geometrischen Ort in Worten und Symbo-
len.

8. Was ist der geometrische Ort der Mittelpunkte von Kreisen mit Radius 4, die
durch einen gegebenen Punkt A gehen? Zeichne einige dieser Kreise.

«9, Was ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller gleich langen Sehnen in
einem Kreis? (Genaue Beschreibung!)

10. Zeichne die Punkte A und B mit AB = 4.
a) Zeichne vier Kreise, die durch A und B laufen.
b) Zeichne einen Kreis mit Radius 2,5 durch A und B.
¢) Wie groB ist der Radius des kleinsten Kreises durch A und B? Zeichne ihn.
d) Was ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise durch A und B?

11. Zeichne eine Strecke a mit der Linge 5.
Was ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Rechtecke mit der Seite a?

12. Zeichne einen Kreis mit Radius 3,5 und eine Sehne s. Was ist der geometrische
Ort der Mittelpunkte aller zu s parallelen Sehnen?

13. Zeichne die Punkte A und B mit AB = 6. Kennzeichne mit Farbe alle Punkte,
a) die nidher bei A als bei B liegen
b) deren Entfernung von B hdchstens so grof3 ist wie von A
¢) Beschreibe jede dieser Mengen symbolisch.

14. Kennzeichne mit Farbe die Menge der Punkte, die niher bei B als bei A liegen,
aber von C nicht weiter entfernt sind als von B.
a) A(=2(0), B(1/0), C(5/0)  b) A(—1]1), B2|1), C3|-1)

15. Zeichne eine Gerade g und einen Punkt P im Abstand 2.
Konstruiere alle Punkte, die von g den Abstand 3 und von P die Entfernung 6 ha-
ben.

*16. Zeichne eine Gerade g und einen Punkt P im Abstand d.
Konstruiere alle Punkte, die von g den Abstand 3 und von P die Entfernung 4 ha-
ben.
Fiir welche Werte von d gibt es keine, einen, zwei, drei oder vier solcher Punkte?

17. Zeichne zwei Geraden g und h, die sich schneiden.
Konstruiere alle Punkte, die von g den Abstand 3 und von h den Abstand 4 ha-
ben. '
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«20.

o21.

22

26.

Zeichne eine Gerade g und zwei Punkte P und Q auf derselben Seite von g. Kon-
struiere alle Punkte, die von g den Abstand 2 haben und von P und Q gleich weit
entfernt sind. Bei welcher Lage von P und Q gibt es keine bzw. unendlich viele
Losungen?

. Zeichne eine Strecke [AB] der Liinge 5 und konstruiere alle Punkte, fiir die es min-

destens einen Streckenpunkt gibt, der hochstens die Entfernung 2 hat.

Zeichne ein Dreieck mit den Seiten a=6,b=7 und ¢=9.
Konstruiere alle Punkte, die vom Dreieck mindestens die Entfernung 1,5 haben.

Zeichne die drei Geraden g, h und i so, dass sie sich in drei Punkten 15
schneiden. 00 15
(Schnittpunkte: (4|4), (11]4), (7]10)). 0
Konstruiere alle Punkte, die von jeder Gerade mindestens den Abstand

| haben.

Zeichne zwei Punkte A und B mit der Entfernung 5.
Bestimme den geometrischen Ort der Punkte C fiir den Fall, dass das Dreieck
ABC die Hohe h, = 6 hat.

. Zeichne zwei Parallelen im Abstand 2 und bestimme die Ortslinie der Mittel-

punkte aller Querstrecken.

Bestimme die Ortslinie der Mittelpunkte von Parallelogrammen mit AB =6 und
h, = 4.

. g und h schneiden sich in S. Wo liegen alle Punkte, die von g und h gleichen Ab-

stand und von S die Entfernung 2 haben?

Zeichne zwei Parallelen im Abstand 4 und eine dritte Gerade, die die Parallelen
schneidet.
Konstruiere alle Punkte, die von den drei Geraden denselben Abstand haben.
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3.2 Zwei Kreise

Die Lage zweier Kreise wird von der Entfernung z ihrer Mittelpunkte bestimmt, z heil3t
auch Zentrale der beiden Kreise, und je nach Bedarf meint man damit die Gerade
M;M,, die Strecke [M;M,] oder auch die Liange M,M,. Die Zentrale ist Symmetrieachse
der beiden Kreise. Schneiden sich die Kreise in zwei Punkten S und T, dann liegen
diese Schnittpunkte symmetrisch beziiglich der Zentrale. Die Verbindungsgerade ST
heifit Chordale der beiden Kreise. Chordale und Zentrale stehen aufeinander senkrecht
(Achsensymmetrie!).

% z Zentrale

Chordale

Zwei Kreise haben entweder keinen, einen oder zwei Punkte gemeinsam. Der fiir uns
wichtigste Fall ist der mit einem gemeinsamen Punkt. Wir sagen dann: Die Kreise be-
rithren sich. Dabei gibt es zwei Moglichkeiten: Beriithrung von auflen und Beriihrung
von innen.

Z=|r,—1r,| oder z=r1,+r; 1 gemeinsamer Punkt

Berithrung
M, Iy | r y
= 3 M ——-—'gn.—nM?
M, 1: ] I;
2
Berlthrung von innen Barithrung von auben
=1 - 1 £=Ty+ T

Verschieben wir den dulleren kleinen Kreis nach innen oder den inneren kleinen Kreis
nach auflen, dann gibt es jedesmal zwei Schnittpunkte. Hitten wir den kleinen Kreis je-
weils in die Gegenrichtung verschoben, dann hiitten sich die Kreise nicht mehr getrof-
fen.

It — 1| <z< o+ .}: gezm::msame Punktc.

Schnitt
M,/ M, I, M M, n, "
e | . Y] . i
T M. - o = M,

L= =Ty

¥ LN+ 1,
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Die komplizierten algebraischen Beziehungen zwischen den Radien und der Zentrale
entpuppen sich als Formen der Dreiecksungleichung. Wenn €s zwei Schnittpunkte gibt,
dann braucht man sich bloB die Dreiecksungleichung hinzuschreiben:

T, — | < MM, <1 +1;

Keinen gemeinsamen Punkt gibt es, wenn mindestens eines der Ungleichungszeichen
andersrum steht.

kein gemeinsamer Punkt Sonderfall: Konzentrische Kreise
M, I Ty
M, I & 1
M,
z<|ry —r, oder z>r1; +1; M.
=T, =1 ExTy+I;
=0

Zum Thema Kreisberithrung gibt es viele Aufgaben. Eine fiihren wir vor:

Gegeben sind zwei Kreise k; und k; mit den Radien r; =5 und r, =2 und MM, = 8.4
sowie ein Punkt P auf k;.

Konstruiere einen Kreis, der k; im Punkt P und k, beruhrt.

Uberlegungsfigur

Weil sich zwei Kreise von innen oder von auBien beriihren kénnen, missen wir mehrere
Fille unterscheiden. Wie die Uberlegungsfigur zeigt, gibt es in unserm Beispiel zwei
Fille, die Kreise k; und k,. Wir nehmen uns die Fille einzeln vor.

Zuerst suchen wir den Kreis k,, der beide Kreise von aullen beriihrt.
Lisungsidee: M, liegt auf alle Falle auf der Halbgeraden [M,P.




1.Planfigur

1

: I k,

Konstruktion ¥

M,

M, k k;
i .y Das Dreieck PM;B ist gleichschenklig,
> " /77 aber leider kennen wir M, und den Beriih-
X rungspunkt B nicht. Verldngern wir beide
Schenkel um r;, dann bekommen wir das
: M. |k gleichschenklige Dreieck HM;M,. M, ha-

ben wir schon und H ergibt sich, wenn

wir r; auf [PM, von P aus abtragen. M,

H liegt also auch auf der Mittelsenkrechte
von [HM,].

|

Jetzt suchen wir den Kreis k..

Lisungsidee: M, liegt auf der Halbgerade [PM, und auf der Mittelsenkrechte von
[GM,]. G ergibt sich, wenn wir r; von P aus auch wieder auf M,P abtra-
gen, jetzt aber in Gegenrichtung.

1
. iy
Konstruktion

M, k,

B 2.Planfigur
G k.
=

N i
\\.
M, |k i
FM, 1k,
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Vor allem im MaBwerk der gotischen (Kirchen-)Fenster gehéren Kreise, die sich schnei-
den oder beriihren, zu den unverkennbaren Stilelementen. MaBwerk ist eine Sammelbe-
zeichnung fiir rdumliche, steinerne, mit dem Zirkel »gemessene« Zierfiillungen zum
Beispiel in den Fensterrosen sowie Rad- und Spitzbogenfenstern. Die Grundformen des
MaBwerks sind Pisse und Fischblasen. Die folgenden Bilder zeigen einige einfache Bei-

spiele.

rweischweifig dreischweifig vierschweifig

DREIPASSE

s

: SPITZBOGEN
\ MIT FULLUNGEN

O AN




Aufgaben

T

0.

66

Der Kreis k; hat den Radius r, = 24, die Zentrale z hat die Linge 37.
Was weill man vom Radius r, des Kreises k,,

a) wenn k, den Kreis k, beriihrt,

b) wenn k, den Kreis k, in zwei Punkten schneidet,

¢) wenn k;, und k,; keinen gemeinsamen Punkt haben?

Von der Zentrale z = M,;M, zweier Kreise mit den Radien r, und r, ist bekannt:

a) z=10 b) z<|r, — 1, ¢) z=|r, — 1,

d) r, +t5,>z> 5 — 1 e) Z=1,+1; f) z>rn +r1;.

Beschreibe die Lage der Kreise moglichst genau.

Zeichne den Kreis k um M(7|7) mit Radius 5. 14

a) Der Kreis k; um M,(13]|11,5) beriihrt k. 0 0 16
Gib die méglichen Beriihrpunkte und Radien von k; an. 0

b) Der Kreis k, um M,(5]|8,5) beriihrt k.
Gib die méglichen Berithrpunkte und Radien von k, an.

Zeichne die Kreise k; um M (5|5) mit r;, =5 und k, um M,(11|13) mit 16
r,=25. 0 01
a) Konstruiere den kleinsten Kreis, der k, und k, auflen beriihrt. 0
b) Konstruiere den kleinsten Kreis, der k; und k, einschlieend beriihrt.

¢) Konstruiere einen Kreis mit r = 1,5, der k, und k, beriihrt.

Ln

Zeichne einen Kreis k um M(6|6) durch T(11|8.5). 12
Konstruiere die Kreise, die k in T berithren und durch 0 0 17
a) A(15/10,5) 0

b) B(13|9)
¢) C(14]2,5)
d) D(5]|2,5) gehen.

Zeichne die Kreise k; und k;, um M(6|6) mit r, = 2,5 und r, = 5 sowie den Punkt
P(7,5] 10).
Konstruiere die Kreise durch P, die k, und k, beriihren. Gib die Beriihrpunkte an.

. a) Zeichne den Kreis k; um O durch A(1]5,5) und den Kreis k, um 12

P(10|7) durch B(11,5|4). Konstruiere den Kreis k, der k; und k, au- 2 0 14
[Ben beriihrt und durch A geht. Wo beriihrt k den Kreis k,? 0

b) Zeichne den Kreis k; um O durch A(5]2,5) und den Kreis k, um 9
P(11]3), der bei 9,5 die x-Achse schneidet. Konstruiere den Kreisk, 1 0 16
der durch A geht, k; aullen und k; einschlieBend beriihrt. Wo beriih- l
ren sich k und k,?

Zeichne einen Kreis k mit Radius 3.

a) Konstruiere alle Mittelpunkte der Kreise mit Radius 1, die k beriihren.

b) P ist ein Punkt auf k. Konstruiere die Mittelpunkte der Kreise, die k in P be-
rithren.

Zeichne die Strecke [AB] der Liange 5.
a) Konstruiere alle Mittelpunkte der Kreise mit r = 2, die durch A laufen.
b) Konstruiere alle Mittelpunkte der Kreise mit r = 4, die durch A und B laufen.
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* 10.

11.

12.

14.

e 15.

16.

Zeichne einen Kreis k um M mit Radius 4 und einen Punkt P auf k. Der Punkt A

hat von P die Entfernung 3.

a) Konstruiere fiir MA = 6 den Kreis, der k in P beriihrt und durch A liuft.

b) Wo liegt A, wenn Aufgabe a) keine Losung hat?

¢) Konstruiere die Punkte A, fiir die der gesuchte Kreis den kleinstmoglichen Ra-
dius hat.

Zeichne die konzentrischen Kreise k, mit r; = 3 und k, mit r, = 5. Konstruiere alle
Mittelpunkte der Kreise, die k; und k; bertihren.

Zeichne den Kreis k; um M, mit r; = 4 und einen Kreispunkt P.

a) Konstruiere die Punkte A und B so, dass das Dreieck APB gleichschenklig ist,
die Basislinge AB = 12 und die Symmetrieachse M;P hat. M, liegt auf AB.

b) Konstruiere den Umkreis k, des Dreiecks APB.

¢) Konstruiere die Kreise mit Radius 3, die k, in A beriihren.

Zeichne einen Kreis k um M und einen Punkt P auBBerhalb von k. Der Thaleskreis
tiber [MP] schneidet k in S und T.
Begriinde: a) SP=PT

b) SP schneidet k in einem einzigen Punkt.

BOGENBILDER

Die Figuren a) bis d) sind aus Bdgen sich beriihrender Kreise zusammenge-
setzt.

Zeichne die Figuren ins Heft und markiere die Punkte, in denen sich zwei Bogen
treffen.

a) b)) c) ¥

Zeichne einen Kreis um M mit Radius 5 und einen Durchmesser [AB] sowie die
Kreise mit den Durchmessern [AM] und [MB]. Konstruiere die beiden Kreise, die
die drei gegebenen Kreise beriihren.

Uberlege dir die Konstruktionen in den Bildern zum MaBwerk auf Seite 65, be-
schreibe sie und konstruiere nach.
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¢ 17. Zeichne zwei gleich grof3e Kreise so, dass einer durch den Mittelpunkt des andern
geht.
Konstruiere in den Durchschnitt der Kreisflichen zwei gleich grofle Kreise, die
sich und die gegebenen Kreise beriihren.

*18. Zwei Kreise k; und k, beriihren sich in B. Eine Gerade durch B schneidet die
Kreise in S, und S,.
Zeige: M;S, | M,S,.

19. Zwei Kreise k, und k, schneiden sich in P und Q, [PK,] und [PK,] sind Durchmes-

Ser.

Zeige: Q liegt auf [K,K;].

«20. SAUL ist ein Parallelogramm mit dem Mittelpunkt M.
Zeige: Die Umkreise der Dreiecke SAM und ULM beriihren sich.
¢2]1. BIERDECKEL
Zeichne drei Kreise mit demselben Radius r, die sich in einem Punkt P schneiden.
Dabei entstehen noch drei weitere Schnittpunkte A, B und C.
Zeige: Auch A, B und C liegen auf einem Kreis mit Radius r.

| M =

3.3 Tangenten und Tangentenviereck
Eine Gerade kann einen Kreis in zwei Punkten schneiden, sie heiBBt dann Sekante; sie
kann aber auch den Kreis in nur einem Punkt treffen, sie heil3t dann Tangente. Trifft

sie den Kreis tiberhaupt nicht, dann nennt man sie Passante.

_Tangente

Passante

Der Abstand einer Gerade g vom Kreismittelpunkt M entscheidet, ob die Gerade Se-
kante, Tangente oder Passante ist. Von diesen Geraden ist die Tangente die Bedeutsam-
ste. Weil sie vom Mittelpunkt M den Abstand r hat, steht sie im Bertihrpunkt B senk-
recht auf dem Radius [BM]. Diese Eigenschaft verwenden wir zur
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Definition

Eine Gerade, die in einem Kreispunkt B senkrecht auf dem Radius [BM] steht, heil3t |
Tangente. B hei3t Beriihrpunkt.
Man sagt auch: Die Tangente beriihrt den Kreis. |

Jeder Punkt T der Tangente (auBer B!) ist von M weiter entfernt als B, liegt also auler-
halb des Kreises.

Passanten

digM)>r

Sekanten
cl[g,..‘-'l] <T

dit,M =r

Fiir Tangenten gibt es zwei wichtige Konstruktionen:

1. Konstruiere die Tangente in einem gegebenen Beriihrpunkt B.
Losungsidee: Die gesuchte Tangente ist das Lot in B auf BM.

2. Konstruiere die Tangenten durch einen gegebenen Punkt T auBerhalb des Kreises.
& Konstruktion 5
\\
=
N
"\. B 7
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Lésungsidee: Das Dreieck MTB, hat bei B, einen rechten Winkel. Deshalb liegt B,
auf dem Thaleskreis tiber [TM].

Weil das Viereck TB,MB, symmetrisch ist beziiglich der Achse TM, sind die Strecken
[TB,] und [TB,] gleich lang. Wir nennen sie Tangentenabschnitte. Die Sehne [B,B,] heift
Beriihrsehne, sie wird von der Zentrale TM senkrecht halbiert.

£, gleich lange

Tangentenabschnitte

Friiher haben wir den Inkreis eines Dreiecks kennen gelernt. Sein Mittelpunkt ist der
Schnittpunkt W der Winkelhalbierenden, fiir seinen Radius r gilt

r=d(W,a)=d(W,b)=(W,c).

Jetzt kdnnen wir auch sagen:
Der Inkreis ist derjenige Kreis, der alle Dreieckseiten von innen beriihrt.

Dementsprechend berithren die Ankreise jeweils eine Seite und zwei Verlingerungen.
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Allgemein definiert man den Inkreis eines (konvexen) Vielecks als den Kreis, der alle
Vieleckseiten von innen beriihrt. Im Gegensatz zum Dreieck hat nicht jedes Vieleck
einen Inkreis, was wir schon bei Vierecken sehen. Vierecke. die einen Inkreis haben, hei-
en Tangentenvierecke, weil ihre Seiten Tangenten am Inkreis sind. Deshalb schneiden
sich beim Tangentenviereck (und nur bei diesem) alle vier Winkelhalbierenden in genau
einem Punkt, nimlich dem Inkreis-Mittelpunkt.

Tangentenviereck

Mit den Tangentenabschnitten ist es uns moglich, ein Kriterium fiir Tangentenvierecke
zu finden; es steckt in dem

Satz:

Ein konvexes Viereck ist genau dann ein Tangentenviereck, wenn die Summen der Lingen
je zweier Gegenseiten gleich sind.

a+c=b+d

Wegen der Formulierung »genau dann« miissen wir zwei Behauptungen beweisen.
Vor.: ABCD ist ein_Tauge_ntem-'icreck.

Beh.: AB+CD=BC+ AD
Bew.: AB+CD=u+v+s+t

S S s also AB *(_D - BC +4 AD . N
BC+AD=v+stu+tt :

-

und jetzt die Gegenrichtung: ey
i

Inkreis %

':\kal‘!"ls"‘”'




Tangentenanbschnitte: T, 8, §, u

A — - B A — . i B

Vor.: Im konvexen Viereck ABCD gilt AB + CD = BC + AD

Beh.: ABCD hat einen Inkreis.

Bew.: Wenn es keinen Inkreis gibe, dann existierten mindestens zwei Kreise, von de-
nen jeder drei Viereckseiten (oder die Verlingerungen) beriihrte, aber die vierte
nicht, wie zum Beispiel im Bild. Wegen der Voraussetzung gilt

AB+CD=u+x+r+s+y+t
BC+AD=r1r+s+u+t

} also muss x + y = 0 sein.

Weil x und y Streckenldngen, also immer =0 sind, miissen sie einzeln gleich null
sein: x = 0 und y = 0. Das heil3t aber, E und F fallen zusammen, ebenso G und
H. Folglich gibt es nur einen Kreis, der dann aber alle vier Seiten beriihrt. Das
Viereck ist ein Tangentenviereck.

Aufgaben
1. Zeichne den Kreis um M(4|2) durch A(2|35).
Konstruiere die Tangenten in den Schnittpunkten von Kreis und x- 0 0 8
Achse.

Gib die Koordinaten des Tangenten-Schnittpunkts an.

2. Der Schnittwinkel von Kreis und Gerade ist der Winkel, den die Gerade 12
und die Tangente in einem Schnittpunkt bilden. Zeichne den Kreis k 0 0 14
um M(6|6) durch A(8,5|11). 0
a) Konstruiere den Schnittwinkel von k und AB mit B(1|6) und gib
seine GroBe auf 0,5° genau an.

b) Konstruiere die Sekanten durch den Kreispunkt C(11]|y.) mit
y. < 8,5, die k unter 45° schneiden.

¢) Welche Geraden durch den Kreispunkt D(x,|7) mit x; < 11 schnei-
den k unter 90° bzw. 0°?

3. Zeichne die Gerade AB mit A(7|2) und B(5|8). 9
a) Konstruiere einen Kreis mit r = 5, der AB in A unter 55° schneidet. 0012
b) Konstruiere einen Kreis durch A und B, der AB unter 45° schneidet. 0
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4. Der Schnittwinkel zweier Kreise ist der Winkel, den die Tangenten in einem
g

6.

Schnittpunkt bilden.
a) Zeichne den Kreis k;, um M,(5|5) durch A(8,5|3) und den Kreis k; 14
um M,(139) durch A. Konstruiere den Schnittwinkel von k; und 0 0 14

k, und gib seine Grofie auf 0,5° genau an. 0

b) Zeichne den Kreis k, um M;(5|6) durch A(99) und konstruiere 14
einen Kreis k, mit r = 2,5, der k; in A senkrecht schneidet. 0 013

0

e¢) Lose Aufgabe b) fiir den Schnittwinkel 60°, Zahlenkreuz wie b).
d) Zeichne den Kreis k, wie in Aufgabe a) und konstruiere einen Kreis k; um
M,(10|9,5), der k, senkrecht schneidet, Zahlenkreuz wie in a).

Unter welchem Winkel schneiden sich zwei Kreise, deren Radien in einem
Schnittpunkt den Winkel

a) 50°  b) 130°

¢) 90° d) 180° bilden?

Der Kreis k um M(5]2,5) geht durch den Ursprung. 15
Konstruiere die Tangenten durch P(15|—5). Wie lang ist die Beruhr- 1 0 17
sehne? i)

Welchen Winkel bilden die Tangenten? Wie lang sind die Tangentenab-
schnitte?

Zeichne die Gerade AB mit A(5|1) und B(3]|1,5). 9
Konstruiere den Kreis durch P(10|5,5), der AB in B berihrt. 0011

1
WINKELDRITTLER

Um 300 v. Chr. hat Archimedes ein Gerit zur Winkel-Dreiteilung erfunden.
Will man die Winkel ¢ dritteln, dann legt man die Kante a durch den Scheitel S
und verrutscht das Geriit so lange, bis der eine Schenkel des Winkels durch R
geht und der andere den Halbkreis k beriihrt.

. I X 4 :
Begriinde: ¢ = — @. Warum ist das keine Konstruktion?

3
Stelle durch Konstruieren fest, welche spitzen Winkel sich nicht dritteln lassen,
wenn a = 4r.
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9, Zeichne einen Kreis um M(6|8) mit r=35 und die Gerade PQ mit 14
P(9|2,5) und Q(17]8.,5). 0 020
a) Konstruiere die Tangenten, die parallel zu PQ sind. 0
b) Konstruiere Tangenten, die mit PQ einen Winkel von 53° bilden.
ec) Konstruiere Punkte so auf PQ, dass die Tangentenabschnitte die Linge 5 ha-
ben.
ed) Y ist ein Punkt der y-Achse. Zwei Kreistangenten durch Y bestimmen eine
Beriihrsehne der Linge 6. Konstruiere Y und die Beriihrsehne.

10. Gegeben ist ein Kreis k,, auf ihm ein Punkt P und eine Passante g.
Konstruiere einen Kreis k,, der k; in P und aullerdem g beriihrt.

e11. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seitenldnge 8.
Konstruiere drei kongruente Kreise, die sich beriihren und von denen jeder auBer-
dem noch
a) zwei Dreieckseiten beriihrt
b) eine Dreieckseite in der Mitte beriihrt.

*12. Zeichne ein Quadrat mit der Seitenldnge 8.
Konstruiere vier kongruente Kreise so, dass sich je drei Kreise berithren und jeder
aufferdem noch
a) zwei Quadratseiten beriihrt
b) eine Quadratseite in der Mitte beriihrt.

13. Zeichne einen Kreis k mit r = 2 und einen Punkt P, der vom Kreismittelpunkt die
Entfernung 5 hat.
Konstruiere durch P die beiden Kreistangenten t, und t,. Konstruiere die Kreise,
die t,, t, und k beriihren.

$14. Zeichne einen Kreis k um M mit r = 5 und eine Gerade g, die von M den Abstand

d = 0,5 hat.

a) Konstruiere die Kreise mit Radius 2, die g und k beriihren. (Achtung!)

b) Bei welchen Abstinden d ergeben sich 7, 6, 5 (1), 4, 2, 1, 0 Kreise mit Radius 2,
die g und k beriihren?

15. DEUTERATANG

Deute die zweite Tangentenkonstruktion (Konstruktion durch D an den Kreis).
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¢16. GEMEINSAME TANGENTEN
a) Das Bild zeigt die Konstruktion der duBeren Tangenten. Beschreibe 12
sie und fiihre sie durch fiir k, um M,(3|0) durch P;(2,5/1,5) und k, 0 0 13

um M,(8|5) durch P5(9,5(9,5). 2
Bestimme die Koordinaten der Beriihrpunkte.
a) duBere Tangenten
T T
M,
b) Das Bild zeigt die Konstruktion der inneren Tangenten. 18
Beschreibe sie und fiihre sie durch fir k; um M;(15|4) durch 0 0 I8
P,(16| 1) und k, um M,(5|14) durch P,(2]5). 0

Bestimme die Koordinaten der Beriihrpunkte.

¢) Konstruiere die inneren Tangenten der Kreise von Aufgabe a).

Konstruiere die dueren Tangenten der Kreise von Aufgabe b). Beriihrpunkte!

d) Wieviel Tangenten haben zwei Kreise mit r=3 und R =5 gemeinsam, wenn
die Zentrale [M,M,] die Liinge 11 oder 8 oder 4 oder 2 oder 1 hat?

e) Zwei Rider mit den Durchmessern 1 m und 0,6 m sind mit einem Treibriemen
verbunden. Die Radachsen haben einen Abstand von 1.4 m. Zeichne die An-
ordnung im MaBstab 1:20 fiir »offenen Trieb« (gleichlaufende Réder) und
»gekreuzten Trieb« (gegenlaufende Rider).
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17. Zwei gerade Bahnlinien mit einem Richtungsunterschied von 1607 sollen durch
einen Kreisbogen von 1200 m Radius so verbunden werden, dass die Bahnlinien
Tangenten am Kreisbogen sind.

Konstruiere einen Lageplan im Mafstab 1:10000.

18. Zeichne einen Kreis k um M mit r= 5.

a) Wo liegen die Mittelpunkte der Sehnen mit Linge 67

b) P hat von M die Entfernung 8.
Konstruiere eine Sekante durch P, aus der k eine Sehne der Linge 6 ausschnei-
det.

*19. Zeichne einen Kreis k; um M, mit r, = 2 und einen Kreis k, um M, mit r, = 4 so,

dass M,M, = 9 ist.

Konstruiere jene Tangenten an k;, aus denen k, Sehnen der Linge 5,5 ausschnei-

det.

20. Konstruiere ein Dreieck ABC mit Inkreisradius p = 2, von dem bekannt ist

-4

8) @=67c=8 b) =45 p=58 o) y=60Sh =55

21. Konstruiere ein Parallelogramm ABCD, das einen Inkreis mit Radius ¢ = 1,5 und
a) =45 b) AC =6 hat.

]
=]

Konstruiere ein Trapez ABCD mit Inkreis, bei dem die Basis a=7, &« = 60° und
h =35 ist.

23. Konstruiere ein Tangentenviereck ABCD mit Inkreisradius o = 2 sowie
a) f=75,a=5undb=45 b) d =6, a=105° f= 135"

24. Konstruiere ein Tangentenviereck ABCD mit
a) a=5,b=6 0= *}5“__1')' = 100° b) a=3, x=108° §=98° y=100°
c) a=4,b=5,c=7,AC=38 d) a=7,b=6,c=4, f=175%

25. Konstruiere einen Kreis durch zwei gegebene Punkte A und B, der eine vorgege-
bene Parallele zu AB beriihrt.

26. Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck ABC und konstruiere einen Halbkreis mit
dem Mittelpunkt auf ¢ so, dass a und b Tangenten sind.

*27. Gegeben sind ein Kreis k und zwei Punkte P und Q aullerhalb von k.
Konstruiere jene Tangenten, die von P und Q gleichen Abstand haben. (4 Losun-
gen!)

s 1%

28. Zeichne zwei Parallelen p und q im Abstand 6.

a) k; ist ein Kreis mit Radius 4, dessen Mittelpunkt auf p liegt. Konstruiere die
Kreise, die p und g berithren und deren Mittelpunkte auf k, liegen.

b) A liegt zwischen p und q im Abstand 2 von p.
Konstruiere die Kreise durch A, die p und q beriihren.

¢) Die Gerade a schneidet p unter 60°.
Konstruiere Kreise mit den Tangenten a, p und g.

d) p und g sind Tangenten am Kreis k.
Konstruiere Kreise, die k,, p und q beriihren.

e) Der Mittelpunkt des Kreises k; liegt nicht auf der Mittelparallele von p und q.
Konstruiere die Kreise, die k;, p und g beriihren.
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*29,

34.

%
o

36.

*37.

Zeichne eine Gerade g und konstruiere einen Kreis mit Radius 2, der g berithrt
und
a) von einem gegebenen Punkt P den Abstand 3 hat
(der Abstand Punkt—Kreis ist die kiirzeste Entfernung eines Kreispunkts von
dem Punkt)
b) dessen Mittelpunkt von einer gegebenen Gerade h den Abstand 3 hat.

Zeichne zwei sich schneidende Geraden g und h und markiere einen Punkt G auf
g. Konstruiere einen Kreis durch G mit Mittelpunkt auf g und der Tangente h.

Zeichne einen Kreis um M mit r = 2 und die Tangenten t, und t,, die sich in T un-
ter 50° schneiden.

Eine weitere Tangente t schneidet die Tangentenabschnitte von t; und t, in A und
B. Zeige:

a) Der Umfang des Dreiecks ABT ist immer gleich, egal, wie t liegt.

b) Der Winkel AMB hingt nicht von der Lage von t ab.

. Zeichne einen Kreis mit Radius 2.

a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, von denen aus die Tangentenab-
schnitte die Ldnge 3 haben.

b) Zeichne auBerdem die Passante p und konstruiere einen Punkt X auf p, von
dem aus die Tangentenabschnitte die Lange 3 haben.

Zeichne die Punkte P und Q mit der Entfernung 7. Konstruiere einen Kreis mit
r = 1,5 so, dass die Tangentenabschnitte von P aus die Léinge 3 und von Q aus
die Linge 4 haben

Zeichne einen Kreis k mit r = 2 und eine Passante p.
a) Konstruiere einen Kreis mit r= 1,5, der p und k beriihrt.
¢h) Markiere auf p einen Punkt A und konstruiere einen Kreis, der p in A und k
bertihrt.

Zeige:

a) Jeder konvexe Drachen hat einen Inkreis.

b) Jeder Windvogel hat einen Ankreis, das heil3t einen Kreis, der alle vier Seiten
(oder die Verldngerungen) beriihrt.

Zeichne das Viereck ABCD mit A(0|6), B(14|6), C(11,5|12) und 12
D(4,5]12). 0 014
a) Konstruiere 4 »Inkreise«, von denen jeder drei Viereckseiten (oder 0
die Verldngerungen) beriihrt.
(Die Mittelpunkte sollen nicht auBerhalb des Vierecks liegen).
b) Zeige: Fallen zwei solcher »Inkreise« zusammen, dann ist ABCD
ein Tangentenviereck.

Zeichne ein Parallelogramm, das sich in zwei Tangenten-Trapeze zerlegen lasst.

. UMFANG
Gegeben ist ein Dreieck mit seinem Inkreis. \

Der Umfang des Dreiecks sei u. . \
Zeige:u=2(x+y+2z).




39.

40.

41.

42,

*43,

44,

[ 1 1]
B
n
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GLEICHLANG

Gegeben ist ein Dreieck ABC mit seinem Inkreis.

Der Kreis um A mit Radius b schneidet ¢ in G, der Kreis um B mit Radius a
schneidet ¢ in H.

DOPPELACHT

B e
GLEICHLANG C | . —C
F“ 1 /H A
/\D / .
/,/. N : /./ ;
< AL 5
S H F G F B
DOPPELACHT

Zeichne zwei Kreise, die sich auBen beriihren, und eine Strecke [AC], die auf der
Tangente durch den Beriihrpunkt liegt. [AC] ist gemeinsame Seite der Dreiecke
ACD und ABC.
Die beiden Kreise sind die Inkreise dieser Dreiecke.
Zeige: a) ABCD ist ein Tangentenviereck.

b) Auch die Inkreise der Dreiecke ABD und BCD beriihren sich.

Zeichne einen Kreis um M und um ihn herum ein Tangententrapez.
Zeige: Yon M aus sieht man die Schenkel unter dem gleichen Winkel. Wie grof3
ist er?

Zeichne die Kreise k; um M, und k, um M,, die sich auBen in B beriihren, und
ithre gemeinsame Tangente t. Eine dullere gemeinsame Tangente w beriihrt k, in P
und k, in Q.
Zeige: a) Der Schnittpunkt A von t und w ist die Mitte von [PQ].

b) <PBQ = 4<M,AM, = 90°.

Zwei Kreise beriihren sich in B. Eine Sekante durch B schneidet die Kreise in S
und T. Zeige: Die Tangenten in S und T sind parallel.

WIEN

Zeichne zwei konzentrische Halbkreise. Die Tangente am kleinen Kreis in E
schneidet den groBBen Kreis in I und die Tangente durch N an den kleinen Kreis
beriihrt in W.

A S &) i BERLIN
Zeige: EI1 = WN. )

. BERLIN

Zwei Halbkreise beriihren sich von innen in B. Der Kreispunkt N liegt auf der
Mittelsenkrechte von [EL]. Durch die Mitte R von [EL] geht eine Gerade, die den
kleinen Halbkreis in I beriihrt.

Zeige: a) NR = RI b) B, I und N liegen auf einer Gerade.
(Tip: erst nach Wien, dann Halbkreis schieben bis Beriihrung!) .




4. Kapitel

Fasskreisbogen und Sehnenviereck
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4.1 Fasskreisbogen

Alle Punkte, von denen aus man eine Strecke [AB] unter einem 90°-Winkel sieht, liegen
auf dem Thaleskreis {iber [AB].

Py Sehwinkel 90
;_'\ 50° 50
s N - :
/ ) 50> 50°
Al B - -
' T'haleskreis / a0%7 LT
A B
2 “,[- Gosh N : [ e :
T
50° 50
502 507

Wo aber liegen alle Punkte, von denen aus man die Strecke [AB] zum Beispiel unter ei-
nem 50°-Winkel sieht? Wir konstruieren uns einige Punkte; wir achten darauf, dass
<A+ 4B = 180° — 50° = 130 ist. Die Punkte liegen dem Augenschein nach auf zwei
Kreisbégen mit der gemeinsamen Sehne [AB]. Die Vermutung stimmt, aber um sie zu
beweisen, miissen wir einen kleinen Umweg machen. Fiir den Beweis brauchen wir
noch zwei neue Begriffe. Im Bild sehen wir einen Kreis mit dem Mittelpunkt M, einen
Punkt U auf dem Umfang des Kreises und eine Sehne [AB].

U

M
U
Mittelpunts- ;.
. I 'df'i;llltll:ih \-“\:?\ . . /®\ ; f’(’d‘,
Al B \ e i £ S ;\ /
5 : \\\\

Der Winkel u = ¢ AMB heiBt Mittelpunktswinkel iiber der Sehne [AB],
der Winkel ¢ = ¢AUB heifst Umfangswinkel {iber der Sehne [AB].
Zwischen u und @ besteht ein einfacher Zusammenhang:

Mittelpunktswinkel-Satz:
Liegen Umfangs- und Mittelpunktswinkel auf derselben Seite einer Sehne [ABI, so ist der
Mittelpunktswinkel doppelt so grof wie der Umfangswinkel.
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Fiir den Beweis miissen wir drei Fille unterscheiden (Bilder!).
In allen drei Fillen erleichtern drei Hilfslinien den Beweis:

! Die erste Hilfslinie verbindet M und U. Dabei entstehen die beiden gleichschenkligen
Dreiecke AMU und BMU mit den Basiswinkeln & und .
Die beiden andern Hilfslinien sind v und w, sie gehen durch M, sind parallel zu den
Schenkeln des Umfangswinkels @ und bilden selber wieder den Winkel ¢. Bei M ent-
stehen auBerdem als Z-Winkel nochmals die Winkel ¢ und w.

In allen drei Féllen ergibt sich u =2¢.

M im Dreieck ABU
dea
U
P=g£
A =T
e W U
P
r i
M, M, E‘i p WEw-E
H iJ. el ey A 6]
r s WA ety ' ; i d
7 1 T v . 1
L Lp E ]
A B A B A B
v
. w
w o
Hegseew =2 (=2 =2
e H=<Lyp H=Lp H P

Wandert U auf dem Kreisbogen von A nach B, dann dndert sich der Mittelpunktswin-
kel u nicht, also auch nicht der Umfangswinkel ¢.

Was ist los, wenn U auf dem kleineren Kreisbogen liegt?

UM schneidet den Kreis in G. Die Winkel bei A und B sind beide gleich 90° (Thales).
Wegen der Winkelsumme im Dreieck gilt deshalb der

Satz:

Die Umfangswinkel auf verschiedenen Seiten einer Sehne ergéinzen sich za 180°,

G
FU+ <G = 180°

Al *B

U
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Und als Zusammenfassung formulieren wir den

Umfangswinkel-Satz:
Alle Umfangswinkel auf derselben Seite einer Sehne sind gleich grof.

f
*

fa
N

Den Kreisbogen, auf dem die Scheitel gleich groer Umfangswinkel liegen, nennen wir
Fasskreishogen tiber der Sehne zum Winkel ¢. (Er fasst ndmlich alle Scheitel der
Umfangswinkel zusammen.) Die Bogen-Endpunkte zdhlen wir nicht zum Fasskreis-
bogen.

Den Umfangswinkel-Satz kann man sich auch direkt klar machen:
In einem Kreis sind zwei Dreiecke mit gemeinsamer Seite [AB] so gezeichnet, dass U
und W auf demselben Bogen liegen. Zu zeigen ist: <U= 4 W.

JU W

Man dreht das Dreieck ABW um den Kreismittelpunkt, bis A'W’|| AU ist. Wegen der
Drehung sind die Bogen AA’, BB’ und WW’ gleich lang. Auch der Bogen UW’ hat diese
Lange, weil er zum Bogen M‘\ symmetrisch liegt beziiglich der Mittelsenkrechte von
[AU]. Also liegen auch B’ und W’ symmetrisch beziiglich der Mittelsenkrechte von [BU],
das ‘| BU. <U und ¥ W’ haben parallele Schenkel, sind also gleich groB.




Grundkonstruktion: Fasskreishogen

[+]

Gegeben ist die Strecke [AB] der Linge 5 und ¢ = 55°.

Gesucht ist ein Fasskreisbogen iiber [AB].

Losungsidee: Man konstruiert das gleichschenklige Dreieck ABM aus AB=15 und
<M =2¢ = 110°. Wegen der Winkelsumme im Dreieck sind die Basis-
winkel 90° — @ = 35°.

liber [ARB]

Planfigur
zum Winkel ¢ (spitz)
M ',
".‘\ i
= / liber [AB]
?:'--,‘_“
A B zum Winkel ¢ (stumpf)
(M3 | " .I\'I;-‘:Iau =
A% ~@ A {B
| -, &
AMI . ~ '-‘\'1: ____.-""

A B

Es gibt noch einen zweiten Fasskreisbogen, von dessen Punkt aus die Strecke [AB] un-
ter gleichem Winkel erscheint. Er liegt symmetrisch zum konstruierten Bogen beziiglich
AB.

rilfer der Fasskreisbogen

desto kleiner der Umfangswinkel

302

60°
700
80°
90°

160°

e
ok

83




[st @ stumpf, dann konstruiert man das Fasskreisbogen-Paar zum jetzt spitzen Supple-
mentwinkel 180° — @, nimmt aber die kiirzeren Bogen. Nach dem Umfangswinkel-Satz
sicht man von jedem Punkt des Fasskreisbogen-Paars die Strecke [AB] unter demselben
Winkel ¢. Liegen umgekehrt alle Punkte, von denen aus [AB] unter dem Winkel ¢ er-
scheint, auch auf diesem Fasskreisbogen-Paar? Sie tun’s tatsachlich, es gilt nimlich die
Umkehrung des Umfangswinkel-Satzes:

Satz:

Wenn man die Strecke [AB] von einem Punkt P aus unter dem Winkel ¢ sieht, dann liegt
P auf dem Fasskreishogen-Paar iiber [AB] zum Winkel ¢.

+ P auBerhalb

P innerhalb W

AuBenwinkel Y =g+e>yp AuBenwinkel p=g+c=y

Beweis durch Widerspruch:
Wir beweisen die Kontraposition des Satzes, sie lautet:

Wenn P nicht auf dem Fasskreisbogen-Paar iiber [AB] zum Winkel ¢ liegt, dann sieht
man von P aus die Strecke [AB] nicht unter dem Winkel ¢.

Der Beweis der Kontraposition fiir den Fall, dass PB den Kreisbogen schneidet, steht
im Bild.

Der Umfangswinkel-Satz und seine Umkehrung liefern einen neuen geometrischen
Ort:

Der geometrische Ort der Punkte, von denen aus eine Strecke unter dem Winkel ¢ er-
scheint, ist das Fasskreishogen-Paar iiber der Strecke zum Winkel g.

Wie finden Betrachter von Denkmaélern den richtigen Standort? Mit dem Umfangswin-
kel-Satz ist die Antwort schnell gefunden. Herr Knipsall zum Beispiel ist gerade dabei
das Goethe-Denkmal (von Elmar Dietz) in Miinchen zu fotografieren. Der Miinchner
Goethe steht auf einem etwa 1,70 m hohen Sockel und ist ungefihr 3,40 m grof3. Knip-
sall hilt seine Kamera in 1,80 m Augenhdhe. Der Offnungswinkel des Objektivs ist 50°.
Wo muss sich Knipsall hinstellen um Goethen (ohne Sockel) genau aufs Bild zu brin-
gen?

Lésungsidee: Der gesuchte Punkt ist der Schnittpunkt der Parallele zum Boden im Ab-
stand 1,80 m und des Fasskreisbogens zum Winkel 50° iiber Goethe.
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sondern so! Augenlinis ‘-"1')"__1_.
&
Wo ist der Sehwinkel am griBeen ? & |2
& ] !.—

* 2,96 m

Knipsalls Frau aber mochte Goethen unter moglichst groBem Winkel sehen. Thre
Augenhdohe ist 1,55 m. Wo muss sie sich hinstellen?

K
=R
e Planfigur
o .
&
L _
B Gl e s N M
I Augenlinie E
»’f’ |
.f'.
.‘{.J
o/
F¥
L | == a
= Augenlinie
AN = FM
TR

Losungsidee: Weil zum groBeren Winkel der kleinere Fasskreisbogen gehort, sucht
Frau Knipsall den kleinsten Fasskreisbogen iiber Goethe, der ihre Au-
genlinie gerade noch trifft. In der Planfigur erkennt sie, dass der Mittel-
punkt M des Fasskreisbogens
1. auf der Parallele durch N (Goethes Mittelpunkt) zur Augenlinie a,

2. auf dem Kreis um F mit Radius AN liegt.

o o]
L




[hrer malstabsgetreuen Konstruktion entnimmt Frau Knipsall, dass sie 73 cm

vom
Denkmal weggehen muss und Goethen dann unter einem Winkel von 67° sieht.

Konstruktion
K lm
e
UNFARBAR F I — —
ICH AUCH NOCH 1M FARKREISBOGEM ! ]
e e e
-
N -‘M 5
3
I (3
-a i a
A S

Sehnen-Tangenten-Winkel

Der Winkel 7 zwischen einer Sehne und der Tangente in einem Sehnen-Endpunkt heiBt
Sehnen-Tangenten-Winkel. Er ist halb so groB3 wie der zur Sehne gehérige Mittelpunkts-

: U : : ; ; : L
winkel p. Sowohl 7 als auch —- ergiinzen e zu 90°, also sind sie gleich groB: = :

2 2
Auch der Umfangswinkel ¢ ist halb so grof3 wie der Mittelpunktswinkel, also ist 7 =
@.
.
s
. -.;l-a-'f-&'-’.-.r.- ta

Zu diesem Schluss gelangt man direkt mit folgender Uberlegung:
Weil alle Umfangswinkel auf derselben Seite einer Sehne gleich groB3 sind (siehe voriges
Kapitel), konnen wir den Scheitel P des Umfangswinkels speziell so wihlen, dass BM
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Symmetrieachse von A und P ist. Wegen ihres gemeinsamen Lots sind PA u nd t paral-
lel. @ und e sind gleich groB3 (Achsensymmetrie!), ebenso « und 7 (Z-Winkel!), also
gilt: 7= @.

=]

Aufgaben

|. Zeichne als Uberlegungsfigur einen Kreis (Mittelpunkt M) mit Radius 4 und
einer Sehne [AB]. U und V sind Punkte auf dem Kreis; U und M liegen auf der-
selben Seite der Sehne, V liegt auf der anderen Seite. Bezeichne die Winkel
JAMB=u, <4AUB=¢, <4AVB=uy,
JBAM=a, 4MAU=¢, <MBU=n.
Berechne jeweils die restlichen Winkel, falls gilt:

a) u=120%¢e=15° b) ¢ =40° n=>75°
Q) x=20°7=20° ed) p=170° 7=15°
se) e=12°,n=3° of) £=0°n=230"

2. Zeichne auf einen Kreis mit Radius 4 die Punkte A, V, B und U so, dass gilt (Be-
zeichnungen wie oben):
a) u=150% e=15° b) ¢ =45° n=22,5°
¢) AB=6,n=230° d) AB=6, n=0°

3. WINKELGRADE?

U T
— o d) i
a) = b) ¥r - ¢
.-'f -‘\. _.'r' .L gt
| | { 1 g="7
I. 2 “':‘. : .; | | ..I =7
\ /2 g/ \ qp?
.91"\ /’H A = ~
e o - S .N
3
w=7? =
[ 7
pE
c) /_z ¥ \\D M R
\-_\ _,}f_.o ’_l.
o /
A - B 5




*4. Verbinde auf dem Zifferblatt einer Uhr die Punkte A(11) und B(3) sowie C(1) und
D(8).
Berechne den Schnittwinkel der Verbindungsgeraden. Zeichnung!

29
Ln

Andere Beweise des Umfangswinkel-Satzes

Zeichne die Uberlegungsfigur wie in Aufgabe 1.

a) Driicke die Winkel AMU und BMU mit € und # aus. Berechne damit u.
Wieso ist das der Beweis? (Fallunterscheidung!)

b) Die Gerade UM teilt ¢ in g, und u,. Berechne diese Teilwinkel mit Hilfe des
Aullenwinkel-Satzes fiir die Dreiecke AMU und BMU,
Wieso ist das der Beweis? (Fallunterscheidung!)

6. WINKELMUT

b)
.B,
U . E=T
2¢)
O =M
(€ NS
B,
d} I K
= =
\
MY
]E_.\.‘
| [, p= r
;
£) )
B/ =7
) P w="7
M £ / M
W )
3E - b.a 2 o
B
3
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$7. ZUSAMMENHANG?

= 10.

12.

d:' .I?] .-./. E‘[\, .L] — “-\\\
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3 ' K \8
f/ I S | 6/2\7
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/ R
1 \ /
ed) \P N ’
-// W =7 \_\- =
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Tk & -3 TR
LY /‘ '..
| ] g=7 6 T L)
—— =
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. Konstruiere tiber der Strecke [AB] der Linge 5 das Fasskreisbogen-Paar zum Um-

fangswinkel:

a) 60° b)) 90° ¢) 75°  d) 100°.

Fiir welchen Umfangswinkel liegen die Mittelpunkte des Fasskreisbogen-Paars
auf dem Fasskreisbogen-Paar? Zeichnung!

Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Basis c=6 und a = 5.
Verwandle dieses Dreieck unter Beibehaltung der Basis in ein anderes Dreieck,
bei dem der Winkel an der Spitze

a) halb so groB3 b) doppelt so grol3

ist wie der urspriingliche Winkel an der Spitze.

Konstruiere ein Dreieck ABC mit
a) c=5h.=6,y=30° b) a
¢) b=6,5=50%s,=5 d) a

ee) s, =4, f=50° p=100°

6,b=28, g=40°
6,h. =5, o =45°

5 und BC = 4 ist (B zwischen A

A, B und C liegen so auf einer Gerade, dass AB
und C).

Konstruiere alle Punkte, von denen aus man [AB] unter 60° und [BC] unter 30°
sieht.

. Ein Haus mit rechteckigem Grundriss ist 20 m lang und 15 m breit. Es soll so fo-

tografiert werden, dass zwei Seiten unter demselben Sehwinkel 30° aufs Bild kom-
men.
Konstruiere den Standort des Fotografen. Wie weit ist er von der Ecke entfernt?
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*15.

18.

19.

20.

22.

. RUCKWARTSEINSCHNEIDEN

Um den Standort S seines Schiffs auf der Karte festzulegen, misst der Kapitidn die
Winkel, unter denen er die Leuchttiirme A, B und C sieht.
Mach’s wie der Kapitin: Konstruiere S und gibt die Koordinaten an.

+5(217)
5% 634"
AL0I7)
CI1514]
.
e e

Zeichne ein Dreieck, in dem jeder Innenwinkel kleiner als 120° ist. Konstruiere
den Punkt P, von dem aus jede Seite unter gleichem Winkel erscheint.
Was ist los, wenn ein Innenwinkel gleich 120° oder gréBer ist?

Was kann man tber die Winkel eines Dreiecks sagen, bei dem eine Seite genauso
lang ist wie der Radius des Umkreises?

7. Konstruiere ein Viereck ABCD mit

a) a=6,d=4, BD=5,c=6,y=40° b) a=7,b=6BD=7,=80°8=110°
¢) a=6,b=>5, =280° 6=90° <ADB = 50°.

a) Im Innern eines Vierecks ABCD gebe es einen Punkt P, von dem aus alle vier
Seiten unter gleichem Winkel erscheinen., Wie grol} ist dieser Winkel, welcher
besondere Punkt ist das?

eb) Gibt es auch Vierecke, bei denen von einem Punkt P auBerhalb des Vierecks
alle Seiten unter 90° erscheinen? Welche besonderen Eigenschaften miissen
diese Vierecke haben?

Konstruiere eine Raute ABCD mit a =35 und o = 100°.
a) Konstruiere alle Punkte, von denen aus man alle Rautenseiten unter 20°

sieht.
sb) Kann man alle Rautenseiten von einem beliebigen Punkt aus unter 50° se-
hen?

Zeichne zwei gleich grofie Kreise, die sich in P und Q schneiden. Eine Gerade
durch Q schneidet die Kreise in A und B.
Zeige: APB ist ein gleichschenkliges Dreieck.

. Zwei Kreise k, und k, schneiden sich in A und D.

Eine Gerade durch D schneidet k; auBerdem in W und k, in U.
Zeige: Der Winkel WAU ist fiir jede solche Gerade derselbe.
VERWINKELT

Gegeben sind ein Dreieck ABC und sein Inkreis um W.

a) Berechne die Winkel EWR, RWI und EWI aus ¢, § und y.
b) Berechne die Winkel IRE, REI und EIR aus «, f und y.
¢) Kann das Dreieck ERI rechtwinklig sein? A




$23. SEKTANG
Zeichne die Figur und beweise: Der Schnittwinkel der Sekanten AB und PQ ist 50
grol wie der Schnittwinkel der beiden Kreise.

SEKTANG
A
W B TANGOFIL
IR
| AL
M, ! ?LS‘
i v : 4 NP
A
N ¥ '
g __
B}~
A Aa =

24. TANGOFIL
Zeichne einen Kreis k um M und eine Passante p. Das Lot n von p durch M
schneidet p in L.
Eine Sekante durch L schneidet k in A und U. Die Tangente in A schneidet p in
B und die Tangente in U schneidet p in V.
Beweise: AB = UV.

25. SEKANTENWINKEL
Beweise: Die halbe Differenz von @ und w ist gleich e. — Gilt das auch, wenn eine
Gerade in eine Tangente iibergeht, bzw. wenn beide Geraden Tangenten sind?

SEKANTENWINKEI (_{'5/‘ SEHTANG
/’/:-":
= %, C
-y - / /) \
o 2 S / / I'
/ S T S |
z// _.'"' o |
'y
| oy Fil \F
A A) ;"; ' - \
\ i) M:
ll_.-" / k
bt / /’ i \
- _ﬂ,"f—' % z \
iy e
A\
A N

26. SEHTANG
Zeichne ein Dreieck ABC und seinen Umkreis k. Ein weiterer Kreis k, beriihrt k
in A und die Dreieckseite a in F.
Zeige: AF=w,.

Geometrische Orter

*27. Zeichne eine Strecke [AB] der Lange 5.
Bestimme den geometrischen Ort der Punkte P, sodass die Dreiecke ABP spitz-
winklig sind.
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*28.

*29,

*31.
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Zeichne eine Strecke [AB] der Liange 10. Bestimme den geometrischen Ort der
Punkte P, sodass im Dreieck ABP kein Winkel gréBer als 80° ist.

Zeichne einen Kreis (Mittelpunkt M) mit Radius 3.5 und eine Sehne [AB] der
Linge 6.

W wandert auf dem lingeren Bogen. P liegt so auf AW, dass WB = WP und P au-
Berhalb des Kreises liegt. Auf welcher Linie wandert P, wenn W zwischen A und
P liegt?

. Zeichne einen Kreis mit Radius 5 und die Sehne [AB] der Linge 6. W wandert auf

dem groélleren Bogen.
Auf welcher Linie bewegt sich der Schnittpunkt P der Winkelhalbierenden des
Dreiecks ABW?

Zeichne einen Kreis mit Radius 4 und eine Sehne [AB] zum Mittelpunktswinkel
90°. [DC] ist ein Durchmesser, der AB nicht schneidet. T ist der Schnittpunkt der
Diagonalen im Viereck ABCD, S ist der Schnittpunkt der Geraden AD und
BC.

Auf welcher Linie laufen S und T, wenn sich der Durchmesser [DC] dreht?

. Zeichne einen Kreis mit Radius 4 und den Durchmesser [AB]. C wandert auf

einem der beiden Halbkreise.
a) Zeige: Die Winkelhalbierenden w, und w,. schneiden den Kreis in zwei festen
Punkten. ' '
b) Was ist der geometrische Ort der Mitten M, von [AC]?
¢) w;und w,. schneiden sich in P. Auf welcher Linie liuft P?
(Tipp: < APB = 9)

. Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit a = b und seinen Umkreis.

Ein Wanderpunkt W bestimmt mit C die Sehne s = [WC].

F ist FuBpunkt des Lots von A auf s. AF und BW schneiden sich in T.
a) Zeige: 4FWT = 4FWA.

b) Auf welcher Linie lduft T?

. RUTSCH

-

Ein rechtwinkliges Dreieck rutscht im KOSY.
a) Auf welcher Linie bewegt sich der Mittelpunkt H der Hypotenuse?
b) Auf welcher Linie bewegt sich die Ecke R?




Fiir Denksportler

235.
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-
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Zeichne einen Kreis k (Radius 4) mit einem einbeschriebenen gleichschenkligen
Dreieck ABC (a =b). w, schneidet k in U, w; schneidet k in K. R ist der Inkreis-
mittelpunkt im Dreieck ABC.
Zeige: RUCK ist eine Raute.

. Zeichne einen Kreis k (Radius 4) mit einem einbeschriebenen gleichschenkligen

Dreieck ABC (a = b). D liegt so auf k, dass [CD] die Strecke [AB] schneidet. E ist
FuBBpunkt des Lots von A auf DC. AE schneidet BD in F.

a) Auf welcher Linie wandert E, wenn D auf seinem Bogen lauft?

b) Beweise: CD ist Symmetrieachse von A und F.

¢) Auf welcher Linie wandert F?

. Zeichne um M einen Kreis k mit Radius 4. I ist ein beliebiger Punkt auf einer

Sehne [AU]. Die Sehne [BC] liegt auf der Mittelsenkrechte m von [Al] und hat den
Mittelpunkt £.

[UU] ist ein Durchmesser. Zeige:

a) I ist Hohenschnittpunkt im Dreieck CUB.

b) CIBU' ist ein Parallelogramm.

¢) Ul=2-MZ.

. Zeichne ein Dreieck ABC und seinen Umkreis k. w,, w; und w, schneiden k in U,

V und W.
Zeige: Die Winkelhalbierenden von AABC sind Héhen von AUVW.

. Zeichne ein gleichseitiges Dreieck ABC und seinen Umkreis k. D liegt so auf k,

dass BD die Seite [AC] schneidet. E liegt so auf [BD], dass DE = DC. Zeige:
a) Das Dreieck DEC ist gleichseitig.

b) EB = DA.

¢) AD + DC =DB.

. Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck ABC und seinen Umkreis k mit Mittelpunkt

M.

H ist Hohenschnittpunkt, M_ ist Mitte von [AB], [CF] ist Durchmesser.
CH schneidet AB in H. und k in K. [MM_ schneidet k in E. Zeige:

a) <ABK = <BAF = 4ABH

b) 4FCE = <ECK

¢) FK =2 M.H,

d) M. halbiert [FH].

e) CH=2 MM,

f) w, halbiert auch ¢ MCH.
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4.2 Sehnenviereck

Im Gegensatz zum Dreieck hat nicht jedes Viereck einen Umkreis. Vierecke, die einen
Umbkreis haben, heiBen Sehnenvierecke, weil ihre Seiten Sehnen im Umkreis sind. Des-
halb schneiden sich beim Sehnenviereck (und nur bei diesem) alle vier Mittelsenkrech-
ten in genau einem Punkt, nimlich dem Umkreis-Mittelpunkt.

Umkreis

Sehne

auygas
Sehne

Sehne

Der Umfangswinkel-Satz gibt uns die Méglichkeit, ein Kriterium (Erkennungsmerk-
mal) fiir Sehnenvierecke zu finden: es steckt in dem

Satz:

Ein Viereck ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn zwei Gegenwinkel supplementéir
sind.

Wegen der Formulierung »genau dann« miissen wir
zwel Behauptungen beweisen.

SR 5 Vor.: ABCD ist ein Sehnenviereck.
i Beh.: o +p=180°
n( \ Bew.: &« und y sind Umfangswinkel auf verschiedenen
. | | Seiten iiber derselben Sehne [DB], also sind «
\ ﬁ und y supplementir.
\k _fJB Ej)nd‘jeutId;e_(:eg:?nncluung.
= : or.: o+y=180

Beh.: ABCD ist ein Sehnenviereck.
Bew.: k ist der Umkreis des Dreiecks ABD. Deutet man
Sehnen-Tangenten-Viereck [DB] als Sehne und o als ljmf'amgswinkc!. dann
muss C wegen y = 180° — & auf der anderen Seite
von [DB] auf k liegen. (Fasskreisbogen!)

Tangentenvierecke haben also einen Inkreis, Sehnenvier-
ecke einen Umkreis. Gibt’s auch Vierecke mit In- und
Umkreis? Solche Vierecke heilen Sehnen-Tangenten-
Vierecke. Das einfachste Exemplar ist ein Quadrat.

An einem Beispiel zeigen wir eine Eigenschaft des Seh-
nen-Tangenten-Vierecks, die es uns erlaubt, auch unre-
gelmébBige Sehnen-Tangenten-Vierecke zu konstruie-
ren:

Die Kreistangenten in den Endpunkten zweier senkrechter Sehnen bilden ein Sehnen-
Tangenten-Viereck.
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In einen Kreis zeichnen wir die senkrechten Sehnen
[GK] und [VW]. Die Tangenten in den Endpunkten erge-
ben das Tangentenviereck SETA. Wir miissen nun zei-
gen, dass SETA auch ein Sehnenviereck ist. SETA ist ge-
nau dann ein Sehnenviereck, wenn zwei Gegenwinkel
supplementir sind, wenn also zum Beispiel & + & = 180°
ist.

JAWV=<4TVW=p und JAGK = 4SKG =y, weil
die Sehnen-Tangenten-Winkel an den Enden einer
Sehne achsensymmetrisch sind.

Im Viereck AWRG gilt:

a+f+p+90°=360° also «=270°—p-7.
Im Viereck EVRK gilt:

e+ (180° = B) + (180° — p) + 90° = 360°,
also e=f+yp—90°

Es ergibt sich
a+e=(270°— f—y) + (B +y—90°) = 180°.
Umgekehrt ldsst sich auch zeigen, dass in jedem Sehnen-Tangenten-Viereck die In-

kreis-Sehnen, die gegeniiberliegende Beriihrpunkte verbinden, aufeinander senkrecht
stehen.

Aufgaben

1. Konstruiere ein Sehnenviereck mit
a) b=7,a=90° f=80°%r=>5
b) b=3,c=4,d=2,y=060°
¢) a=8,b=c, AC=10, g = 80"

2. ABCD ist ein Sehnenviereck mit 9
a) A(1/2), B(8|1), C(8]9), $ADM = 45°; 0 09

konstruiere D. 0

b) A(1|1), B(8,5]5.,5), C(5|9), <BAD =70°; 9
konstruiere D. 0 09

0

¢) A(1]4,5), D(4,5|13), <BDA =45°; AC=12, r=6,5; konstruiere B 14
und C. Al

0

3. Zeige: Ein Viereck ABCD ist genau dann ein Sehnenviereck, wenn gilt:
4CAD = 4CBD

4. Zeige: Ein Sehnenviereck wird von seinen Diagonalen so in vier Teildreiecke zer-
legt, dass je zwei in den Winkeln iibereinstimmen.

5. Zeige: Jedes gleichschenklige Trapez ist ein Sehnenviereck.
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e17.
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a) Welche Parallelogramme sind Sehnenvierecke?
b) Welche Rauten sind Sehnenvierecke?
¢) Welche Trapeze sind Sehnenvierecke?

Beweise: Ein Drachen mit zwei rechten Winkeln ist ein Sehnendrachen.

. Beweise: Wenn in einem Sehnenviereck zwei Gegenseiten gleich lang sind, dann

ist es ein gleichschenkliges Trapez.

Zeichne ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit a =b.
Beweise: Das Viereck CH,HH, ist ein Sehnenviereck.

Zeichne ein beliebiges Viereck ABCD und seine vier Winkelhalbierenden.
Beweise: Die vier Winkelhalbierenden schlieBen ein Sehnenviereck ein.

Bei welchen besonderen Vierecken schrumpft dieses Sehnenviereck auf einen
Punkt zusammen?

Zeichne ein Sehnenviereck AUDE, sodass die Seite [EA] ein Durchmesser seines
Umkreises ist. ED und AU schneiden sich in N, die Diagonalen in R.
Zeige: Das Viereck RUND ist ein Sehnenviereck.

Zeichne ein bei C rechtwinkliges Dreieck ABC. Um seinen HohenfuBpunkt H,

dreht sich ein rechter Winkel, dessen Schenkel die Katheten in E und I schnei-

den.

a) Zeige: Der Mittelpunkt M der Strecke [EI] ist von C und H., gleich weit ent-
fernt.

b) Auf welcher Linie wandert M?

Zeichne ein Sehnenviereck MIAU. MI und UA schneiden sich in L, MU und 1A
in T. Zeige: Die Halbierenden von ¢ UTA und < ALI sind zueinander senkrecht.

Zeichne ein Dreieck ABC und den Umkreis k. h, schneidet k in U.
Zeige: b halbiert ¢ UCH. (Vergleiche < ACH, <ABU, 4 UCA.)

. a) Zeichne einen Kreis mit Radius 5 und konstruiere ein einbeschriebenes Qua-

drat (Seite a),
ein einbeschriebenes gleichseitiges Dreieck (Seite b) und
ein einbeschriebenes gleichseitiges Sechseck (Seite d).
b) Zeichne einen Kreis mit Radius 5 und ein Sehnenviereck ABCD mit den Sei-
ten a, b und d von Aufgabe a).
Zeige: 1. ABCD ist ein gleichschenkliges Trapez mit rechtwinkligen Diagona-
len.
2. Die Seitenmitten von ABCD bilden ein Quadrat.

Zeichne ein Sehnenviereck ABCD und seinen Umkreis (Mittelpunkt M). Die Dia-
gonalen schneiden sich in P.
Zeige: 4AMB + <DMC = ¢<APB + 4DPC.

Zeichne einen Kreis k und eine Sehne [AB]. Die Mittelsenkrechte von [AB] schnei-
det den kleineren Bogen AB in T. e

U und V sind beliebige Punkte auf dem gréferen Bogen AB.

Die Sehne [AB] schneidet TU in C und TV in D.

Zeige: UVDC ist ein Sehnenviereck.

(7ip: Vergleiche ¢BVD und ¢ CUA sowie <UAB und 4UVB.)
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«18. Zeichne ein Dreieck ABC und seinen Umbkreis k.
U ist ein beliebiger Punkt auf k; U und B liegen auf verschiedenen Seiten von
[AC].
Z ist der FuBpunkt des Lots von U auf AB,
G ist der Fullpunkt des Lots von U auf BC und
F ist der FuBpunkt des Lots von U auf CA.
Wenn du ordentlich gezeichnet hast, dann liegen Z, G und F auf einer Gerade, sie
heiit »Simson’sche Gerade«, nach Robert Simson (1687—-1768 englischer Mathe-
matiker).
Beweise: 1. FUAZ, FUGC und ZUGB sind Sehnenvierecke.
2. 4AUC =4ZUG=180°—§
3. 4GUC = 4ZUA = 4 AFZ = 4GFC
4. F liegt auf GZ.

*19. Beweise oder widerlege folgende Sitze:
| a) Wenn ein Trapez einen Inkreis hat, dann hat es auch einen Umkreis.
b) Wenn ein Trapez einen Umkreis hat, dann hat es auch einen Inkreis.
¢) Wenn ein Viereck ein Drachen ist, dann hat es einen Inkreis.
d) Wenn ein Drachen einen Umkreis hat, dann ist er ein Tangentenviereck.
e) Wenn ein Parallelogramm einen Inkreis hat, dann ist es eine Raute.
f) Wenn eine Raute einen Umkreis hat, dann ist sie ein Quadrat.
g) Wenn ein Tangentenviereck achsensymmetrisch ist, dann ist es ein Drachen.

52{}. Zeichne in einem beliebigen Dreieck ABC den Punkt A, auf a, B, auf b und C, auf

¢

Zeichne die Umkreise der Dreiecke AB,C,, BC,A, und CA,B,.

a) Beweise den Satz von A. Miquel (um 1840):
Die Kreise gehen alle durch einen Punkt P (Miquel’scher Punkt zu A, B, und
{_\I}-
(Die Sehnenvierecke AC,PB;, BA,PC, und CB,PA, helfen.)

b) Zeige: <PB,;A = 4¢PC,B= 4PA,C.

/cHuw DIE ALTEN BIENEN

| HABEM SECHSECKIG GEBAUT ) )

)
0

43 R illige Vieleck =l
egelmillige Vielecke \ ®

Wegen ihres dsthetischen Reizes haben die einfach kon-
struierbaren regelmifBigen Vielecke schon immer als
Zierfiguren in Ornamenten gedient. Die &ltesten Dar-
stellungen verwendeten vor allem Quadrate, Achtecke,
Sechzehnecke usw. Dann tauchten das Sechseck und
seine Abkémmlinge wie Zwolfeck und 24-Eck usw. auf,
bis es schlieBlich den Pythagoridern gelang, das regelma-
Bige Fiinfeck, Zehneck usw. zu konstruieren.
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_(1.:. / Bestimmungs— n-Eck

“ dreieck

Mathematisch beschreiben wir ein regelmifliges n-Eck
mit der

Definition

Ein n-Eck heil3t regelmiiBig,
wenn alle Seiten gleich lang und alle Winkel gleich
| grol} sind.

Ab n = 4 geniigt eine Bedingung allein nicht: Eine Raute
muss nicht lauter gleich grole Winkel haben und ein
Rechteck muss nicht lauter gleich lange Seiten haben.

Jedes regelmiBige n-Eck besteht aus n kongruenten
gleichschenkligen Dreiecken. Ein solches Dreieck nen-
nen wir Bestimmungsdreieck.

Begriindung: Je drei benachbarte Ecken haben einen
Umkreis (Mittelpunkt M), also gilt
AAMB = ABMC (SSS)
Verbindet man M mit der nichsten Ecke
(D), so entsteht das Dreieck CMD, es ist
wegen SWS kongruent zu den andern bei-
den Dreiecken. Diese Uberlegung ldsst
sich auf die andern Ecken fortsetzen.

Damit ist auch gezeigt, dass jedes regelméBige Vieleck
einen Umkreis und einen Inkreis hat (Inkreisradius =
Hohe auf der Basis des Bestimmungsdreiecks). Wegen
der kongruenten Bestimmungsdreiecke gilt

360° i

_— o —
Hy = n ° &y 180 My =

- 180°

Lisst man auch tiberschlagene n-Ecke zu, dann entste-
hen regelmifige Sternvielecke. Sie sind schon von Tho-
mas Bradwardine (1290 bis 1349), dem spiteren Erzbi-
schof von Canterbury, untersucht worden.

Es gibt zum Beispiel zwei verschiedene regelmiBige Achtecke. Beim iiblichen Achteck
verbindet man jede Ecke mit der ndchsten, beim Sternachteck mit der {iberiibernichsten
Ecke. Verbindet man dagegen jede Ecke mit der iibernichsten Ecke, so ergibt sich ein

Quadrat.

Allgemein gilt: Ein n-Eck ergibt sich genau dann, wenn man jede Ecke mit der k-ten
darauf folgenden Ecke verbindet und n und k teilerfremd sind. Die Verbindungen der
Ecken n und k liefert dasselbe n-Eck wie die Verbindung der Ecken n und n — k.
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Konstruktionen

Ein regelmiBiges Vieleck ist genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn der

Mittelpunktswinkel g, konstruierbar ist. Kann man ein n-Eck konstruieren, dann

klappt es auch bei einem mit der doppelten Eckenzahl (Winkel lassen sich ja verdop-

peln und halbieren). Am besten fangt man mit dem Umkreis an.

Quadrat (4er Serie): Man zeichnet zwei zueinander senkrechte Durchmesser ein. Die
Lote, die man vom Mittelpunkt M auf die Quadratseiten fillt, schneiden den
Kreis in den Ecken des Achtecks.

4er-Serie

Sechseck (3er Serie): Die Konstruktion ist noch einfacher. Eine Seite ist so lang wie der
Radius, weil das Bestimmungsdreieck gleichseitig ist. Das Sechseck ist die
Ausgangsfigur fiirs Dreieck (iibernichste Ecken verbinden) und fiirs Zwolf-
eck (Lote féllen).

Jer—Serie

Zehneck (Ser Serie):

o o AL

20

10 g
Ein 36°-Winkel ldsst sich mit Zirkel und Lineal konstruieren. Die Begriindung fiir die
Konstruktion folgt im nédchsten Jahr.

360°

Beim Zehneck hat das Bestimmungsdreieck den Mittelpunktswinkel u =

100




Konstruktion eines 36° -Winkels

!
| 3
2a .
' pC
//
3 e
f//
’/
/’/
2a e
-
o

369 |

o SR s W

+ a -

()

Das Zehneck ist die Ausgangsfigur fiirs 5- und 20-Eck.

':er-berle/\

ek,

n=10 >
"'\-;,_,_-—“'—-J

Lange Zeit hat man geglaubt, dass nur Vieleckserien mit n = 4 - 2, n = 3 - 2% und
n =.5- 2% konstruierbar seien, bis schlieBlich der deutsche Mathematiker Carl Friedrich
Gauss (Braunschweig 30.4. 1777 bis 23.2. 1855 Géttingen) im Jahr 1801 in seinen » Dis-
quisitiones arithmeticae« bewies, dass auch noch andere regelmidliige n-Ecke
konstruierbar sind. Fiir die Eckenzahl n muss gelten

n=2%p,; p;...pm. Wobei m und k natiirlich Zahlen einschlieBlich 0 sind

Pi» Pas .- sind lauter verschiedene sogenannte Fermat’sche Primzahlen (nach Pierre de
Fermat 1601—1665) der Bauart 2* + | mit i e N,

i L

0 3 Fermat'sche Primzahl
iy Fermat’sche Primzahl
2 T Fermat’sche Primzahl
3 257 Fermat’sche Primzahl
4 65537 Fermat'sche Primzahl
5 4294967297 = 641 - 6700417 keine Primzahl
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68,110,112, 15; 16; 17,20, ...

Konstruierbar sind demnach die n-Ecke mit n = 3, 4, 5,
L 130 14 [8.:19. 21, ...

Nicht konstruierbar sind die n-Ecke mit n=7, 9, 1

1825 konstruierten Pauker und Erdinger das 17-Eck.

1832 konstruierte Richelot das 257-Eck, und

Ende des letzten Jahrhunderts wagte sich Prof. Hermes an die Konstruktion des
65537-Ecks. Er brauchte 10 Jahre und beschrieb 250 Riesenseiten, diese schlummern
heute in einer Kiste im Mathematischen Institut der Universitdt Gottingen.

Bis heute (1989) kennt man keine weiteren Fermat'schen Primzahlen.

Enthilt n mehr als eine Fermat’sche Primzahl, dann kombiniert man die Mittelpunkts-
winkel geeignet, zum Beispiel n = 15

| a | 3a+ 5b f 7
—=—+—, also —=————<1=3a+5b
555 '3 15 15 - ;
wir wihlen a=2 und b= —1 i 20
1 2 Jii : = \ fzn /
= =< +t—31-360°, also 24°=2-72°—120° / \
3 3 / \ / \
= b S -
S / ,,/
\\\. '\ / ,/'
" _\\ '\-‘_\ I',f. / o
M \\‘\\‘ .'_f.f/,’/
“Q,‘._;'/
- - L3
o~ - Al -
- —
- ) 9 S
M ¥
& f ¥
_ \ 4 % Y |
o ! ) = i ; "
i ."I! Kox b a
i | .
S = - 1% g
L 7
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Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmiiliges Vieleck
(n-Eck) gemeint.

Welche Vielecke haben keine parallelen Seiten?

2. Bei welchen Vielecken schneiden sich Diagonalen im Mittelpunkt des Vielecks?

9.

Wie viele Diagonalen schneiden sich dann?

. a) Wie groB ist die Summe der Innenwinkel in einem Zwdolfeck?

b) Welches n-Eck hat die Winkelsumme 17 640°?
Wie grof3 ist ein Innenwinkel?

Wie grol} ist jeweils ein Innenwinkel im n-Eck?

a) n=3 b) n=4 ) n=>5 d) n=15 e) n=17

f) n=5I g) n=85 h) n= 255 i) n=257

Zeichne ein Fiinfeck, das nicht regelmaBig ist:

a) mit lauter gleich langen Seiten

b) mit lauter gleich groBlen Winkeln.

Wie grof} ist im n-Eck

a) ein Innenwinkel b) die Innenwinkelsumme

¢) die AuBenwinkelsumme d) ein Basiswinkel im Bestimmungsdreieck

e) der Winkel an der Spitze des Bestimmungsdreiecks (Zentriwinkel)?

. a) Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck?

b) In wie viele Dreiecke wird ein n-Eck durch die Diagonalen von einer Ecke aus
zerlegt?

a) Wie viele Symmetrieachsen hat ein n-Eck? Beschreibe die Lage der Achsen.
b) Welche n-Ecke sind punktsymmetrisch?

Welche Sitze sind falsch? (Gegenbeispiel!)

a) Fiir einen Innenwinkel & im Vieleck gilt: 60° < o < 120°.

b) Ein Vieleck ist genau dann regelmiBig, wenn es einen Umkreis und lauter
gleich lange Seiten hat.

¢) Ein Vieleck ist genau dann regelmiBig, wenn es einen Inkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

d) Ein Vieleck ist genau dann regelmdfBig, wenn es einen Umkreis und lauter
gleich grofle Winkel hat.

e) Ein n-Eck und ein k-Eck sind genau dann dhnlich, wenn n = k ist.

f) Zwei Vielecke sind kongruent, wenn sie denselben Umkreis haben.

. Wie viele Sternvielecke gibt es mit

a) IS b)16 ¢ 17 d) 18 e) 100 Ecken?

. Zeige: Ist p eine Primzahl, gibt es in einem Kreis (p — 1)/2 regelmillige p-Ecke.

. a) In welchem n-Eck gibt es 1 175 Diagonalen?

b) In welchem n-Eck ist ein Innenwinkel &, = 178,2°?

Konstruiere in einen Kreis mit r = 8 ein
a) Dreieck und Zwdlfeck b) Achteck
¢) Zehneck und Fiinfeck d) Fiinfzehneck.




*14.

16.

e17.

*18.
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Begriinde, warum das n-Eck konstruierbar ist:
a) n=192 b) n=512 e) n=_8§58993459%4
¢) n=1920 d) n= 17408

Das 51-Eck ldsst sich tiber das 17-Eck und das gleichseitige Dreieck konstruieren,
das 85-Eck Uber das 17-Eck und Fiinfeck. Gib jeweils die Gleichung fiir die Kon-
struktion des Mittelpunktswinkels an. (Keine Konstruktion!)

a) Konstruiere ein Achteck mit s = 5.
b) Konstruiere ein Zwolfeck mit s = 3.

» Konstruktion« des Siebenecks mit dem Einschiebelineal (nach Breidenbach)
Ein Einschiebelineal ist ein Lineal, auf dem man zwei Punkte markiert. Man legt
das Lineal so durch einen gegebenen Punkt, dass die beiden markierten Punkte
auf gegebenen Linien liegen (einschieben).
Das Siebeneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.
— Zeichne H(—4|6) und OH.
— Markiere auf einem Lineal R und S so, dass RS = 6 ist.
Einschiebung: Lege das Lineal so durch L(-4|2), dass R auf HO und S auf
der positiven x-Achse zu liegen kommen.
— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P
und Q (4|0) bilden eine Seite des Siebenecks.
Konstruiere nach diesem Verfahren ein Siebeneck.

» Konstruktion« des Neunecks mit dem Einschiebelineal (nach Breidenbach)
Das Neuneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.
— Zeichne den Kreispunkt H(2 |y > 0).
— Einschiebung: Passe die Strecke [RS] der Linge 8 so ein, dass R auf der y-
Achse, S auf der x-Achse und H auf RS zu liegen kommen.
— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P
und Q(4|0) bilden eine Seite des Neunecks.
Konstruiere nach diesem Verfahren ein Neuneck.




5. Kapitel

Flacheninhalt



5.1 Grundlagen

ldnm

la

L]

ldam’
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Streckenldnge 9

Streckenlinge 6

Flacheninhalt 24

a=6 -

Flacheninhalt 54

b=6

-a=9 g

Dekameter

ldam=10m
Ar

1a=100m"

10m -

Hektometer

|

lhm=10dam=100m

Hektar

[Tha=100a|
=10000m

100m -

Will man die Ldnge einer Strecke messen, so muss man
feststellen, wie oft eine vorgegebene Einheitsstrecke als
Lingeneinheit in der Strecke enthalten ist. Passt die Ein-
heitsstrecke zum Beispiel genau neunmal in die Strecke,
dann sagt man: Die Strecke hat die Linge 9. 9 ist die
MaBzahl beziiglich der gewihlten Lingeneinheit.
Nimmt man eine lingere Einheitsstrecke, dann hat die-
selbe Strecke eine kleinere Mafzahl.

Im Alltag haben bestimmte Einheitsstrecken Namen,
diese Namen dienen als Benennung bei der Lingenan-
gabe. Frither war der Mensch auch im wértlichen Sinn
das Mal} aller Dinge, die alten Lingeneinheiten wie
Fuli, Elle, Zoll, Spanne und Yard waren vom menschli-
chen Korper abgeleitet. Die heute verwendeten Mafein-
heiten stammen aus der Erdmessung. Am 7. April 1795
hat die franzosische Nationalversammlung beschlossen,
dass der 40millionste Teil des Erdumfangs als neue Ein-
heit der Langenmessung verwendet werden solle. Diese
Einheit nannte man 1 Meter und leitete davon die klei-
neren Einheiten | dm, 1 cm, | mm und die griBere Ein-
heit 1 km ab.

In der Geometrie geben wir Lingeneinheiten als Stre-
cken an. Weil wir keine Benennungen verwenden, haben
sie die Lange 1. Bei der Flichenmessung macht man'’s
genauso. Als Flidcheneinheit dient ein Quadrat mit der
Seitenldnge 1: das Einheitsquadrat. Will man den Inhalt
einer Fliche messen, dann muss man feststellen, wie oft
das Einheitsquadrat in ihr enthalten ist. Passt es zum
Beispiel genau 24mal in ein Rechteck, dann sagt man:
Das Rechteck hat den Flacheninhalt 24, 24 ist die MaB-
zahl beziiglich der gewéhlten Flicheneinheit. Wenn man
ein kleineres Einheitsquadrat nimmt, dann erhilt die-
selbe Flidche eine grofBere MaBzahl.

Meistens bezeichnet man den Flicheninhalt mit A. Fiir
ein Rechteck mit den Seitenldngen a und b gilt — wie wir
schon wissen:

Flicheninhalt des Rechtecks

a

In der Geometrie sind auch die Flicheninhalte reine
Zahlen. In der Wirklichkeit leitet man die Namen der
Flacheninhalte von den Lingeneinheiten ab. 1 m? ist
zum Beispiel der Flicheninhalt eines Quadrats mit der
Seitenldnge 1. Entsprechend sind in Gebrauch 1 dm?,
1 ecm?, 1 m? und 1 km?.




Achte auf die unterschiedlichen Umrechnungszahlen bei Langen- und Flacheneinhei-
ten:

1 km = 10 hm | km?= 100 hm? = 100 ha
| hm = 10 dam | ha = 100 dam? = 100 a
ldam = 10 m | a=100m?
Ilm=10dm 1 m? =100 dm?
ldm=10cm | dm? = 100 cm?
| cm = 10 mm | cm? = 100 mm?

Beispiel: 1 km = 1000 m, aber 1 km’ = 1000000 m®.

Bei komplizierteren Figuren macht es mehr Miihe, den Flicheninhalt zu bestimmen. Ei-
nige nahe liegende Eigenschaften des Flicheninhalts helfen uns dann weiter. Unmittel-
bar leuchtet ein:

| Kongruente Figuren haben den gleichen Flicheninhalt, kurz: sind flichengleich.

L

G

Umgekehrt stimmt’s meistens nicht:
Setzt man némlich Figuren aus paarweise kongruenten Teilen zusammen, so entstehen
flichengleiche Figuren, die im Allgemeinen nicht kongruent sind.

paarweise kongruente
Figuren

Gelingt es andrerseits, zwei Figuren in paarweise kongruente Teile zu zerlegen, so sind
sie flachengleich. Solche Figuren heillen zerlegungsgleich. Das Bild zeigt fiinf einfache
zerlegungsgleiche Figuren.

Statt Figuren zu zerschneiden, kann man sie auch geschickt erginzen. Es gilt ndmlich:
Zwei Figuren haben denselben Flicheninhalt, wenn sie sich beim Ergdnzen mit paar-
weise kongruenten Stiicken in kongruente Figuren verwandeln lassen. Die Ausgangsfi-
guren nennt man dann ergiinzungsgleich. In der Ebene sind zerlegungsgleiche Figuren
immer auch erginzungsgleich und umgekehrt.
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zerlegungsgleiche Figuren

erganzungsgleich
\ alap
A%: = rﬂi;\

paarweise

kongruente

ey Figuren

—

Y\ kongruent

Braucht man den Flicheninhalt komplizierterer Figuren, so zerlegt man diese in Teilfi-
guren, deren Flicheninhalt man berechnen kann, und verwendet die unmittelbar ein-
leuchtende Eigenschaft des Flacheninhalts:

Zerlegt man eine Figur in Teilfiguren, so ist der Inhalt der Figur gleich der Summe der
Inhalte der Teilfiguren.

Aufgaben

MASSVOLL
Berechne den Inhalt der schwarzen Flidchenstiicke.




Ln

2. MASSLOS

Rerechne den Inhalt der schwarzen Flachenstiicke, benutze den MaBstab 1.

Wie sndert sich der Flicheninhalt, wenn du die MaBstéabe 11 beziechungsweise 111

verwendest?

a) h) c)
! e)

d)

MaBstabe

6 |
—
11 e

m A

. SCHEREREI

Die Parallelogramme ABCD und ABEF sind flichengleich.
Beweise dies!

D C F ................ F D: FL]:' D C E ................ _'E;
al B o\ i ol
AB e g f'\B

FLACHENGLEICH
Begriinde: Die Figuren in a) sind flachengleich, die Figuren in b) sind flachen-
gleich und die Figuren in ¢) sind flachengleich.

a)

s simy

. QUADRATVOLLMACHT

Erginze F und + mit drei paarweise kongruenten Stiicken zu einem maglichst
kleinen Quadrat.
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$6. VIERDAZU

Ergéinze jede Figur mit jedesmal denselben vier Figuren zu einem méglichst klei-

nen Quadrat.

ILLAT

7. HALBSCHWER

a) Jemand will mit einem geraden Zaun sowohl seinen quadratischen Garten als

auch den kreisférmigen Teich darin halbieren. Hilf ihm!
b) Halbiere die graue Flache mit einem geraden Schnitt.

a)

b)

8. ERGANZUNGS-PARALLELOGRAMME

Beweise: Zieht man durch einen Punkt der Diagonale eines Parallelogramms die
Parallelen zu den Seiten, so sind die Parallelogramme, durch die die
Diagonale nicht geht — das sind die ERGANZUNGS-PARALLELO-

GRAMME - flichengleich.

9. QUADRATSUMMENQUADRAT

Zeige: Der Flicheninhalt des groBen Quadrats ist gleich der Summe der Flichen-
inhalte der kleinen Quadrate.
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10. ZERLEGEINDREI
Zeige: Die fiinf Figuren sind flichengleich, weil sie sich jeweils in dieselben drei
Teilflichen zerlegen lassen.

ZERLEGEINDREI

(168 = 1691

-

$11. 168 2 169
Geobold hat zwei zerlegungsgleiche Rechtecke gefunden, mit denen er beweist,
dass 8 - 21 = 13 . 13 ist.

e12. FUTSCH?
16 Puzzle-Steine fiillen — je nach Anordnung — ein und denselben quadratischen
Rahmen oder auch nicht.

Erst mit einer genauen Zeichnung (gut gespitzte Mine) wirst du den Schwindel in den
letzten beiden Aufgaben aufdecken.
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5.2 Flacheninhalt einfacher Figuren

ha . .ak 2
- a - I kongruent
ha A - — 9

dert.

Parallelogramm

Zur Bestimmung des Fldcheninhalts zeichnen wir ein
umbeschriebenes Rechteck, von dem eine Diagonale
mit der ldngeren Diagonale des Parallelogramms
ubereinstimmt. Damit ist das Parallelogramm durch
zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zu einem
Rechteck erginzt. Dieses Rechteck ergibt sich auch,
wenn wir ein kleineres Rechteck (rot) mit den beiden
rechtwinkligen Dreiecken erginzen. Folglich sind die
beiden roten Figuren, Parallelogramm und Rechteck,
flichengleich (Prinzip: Erginzungsgleichheit).

In den Bildern sehen wir: A = ah, = bh,.

Es ist egal, mit welcher Parallelogrammseite man
rechnet, man muss blof3 die zugehorige Hohe als zwei-
ten Faktor nehmen. Allgemein gilt fiir ein Parallelo-
gramm mit einer Seite g und der zugehérigen Héhe h:

Flacheninhalt des Parallelogramms

A=gh
B

Demnach dndert sich der Flicheninhalt eines Paralle-
logramms nicht, wenn man eine Seite festhilt und die
Gegenseite so verschiebt, dass die Hohe gleich bleibit.
Dieser Vorgang heilit Scherung des Parallelogramms.
Mit der Scherung ist es méglich, ein Parallelogramm
in ein flachengleiches Parallelogramm mit gewiinsch-
ten Eigenschaften umzuformen.

gescherte Parallelogramme sind fliichengleich

Als Anwendung verwandeln wir ein Quadrat mit der Seitenldnge g in ein flichenglei-
ches Rechteck, in dem eine Seite die vorgegebene Linge a hat.

Lisungsidee: Mit einer ersten Scherung fiihren wir das Quadrat iiber in ein Parallelo-
gramm mit der Hohe h = a. Mit einer zweiten Scherung verwandeln wir
das Parallelogramm in ein Rechteck, ohne dass sich dabei die Héhe én-




1.Scherung

)

]

o
; i

Ergebnis

Dreieck

Spiegelt man ein Dreieck am Mittelpunkt einer Seite, so bildet die Gesamtfigur ein Par-
allelogramm. Die Fliche des Dreiecks ist halb so gro wie die des Parallelogramms.
In den Bildern sehen wir:

7 bh, =—c¢h..

1 |
A Tilhli" 5

das Dreieck als halbes Parallelogramm

A =iah; = ich; A= jah,= ibhy A = 1bh, = jch,

Es ist egal, mit welcher Dreieckseite man rechnet, man muss blof die zugehorige Hohe
als Faktor nehmen. Allgemein gilt fiir ein Dreieck mit einer Seite g und der zugehorigen
Hohe h

das rechtwinklige Dreieck
als halbes Rechteck

Flicheninhalt des Dreiecks

A=igh

A=3ab
Weil ein rechtwinkliges Dreieck immer auch ein halbes Rechteck ist, hat es den Fli-

; 1 :
cheninhalt A = = ab. das ist das halbe Produkt der Katheten.




Der Flacheninhalt eines Dreiecks dndert sich nicht, wenn man eine Seite festhilt und
die Gegenecke auf einer Parallele im Abstand h verschiebt. Dieser Vorgang heil3t Sche-
rung des Dreiecks.

gescherte Dreiecke sind flachengleich

-

Flichenberechnung

In einem Beispiel berechnen wir den Flicheninhalt eines Vierecks, dessen Ecken auf
Gitterpunkten liegen: A(1|3), B(9]1), C(7|7), D(4]9).

| D T
R‘..a. Y I
EEE i S b
| TCNEEES
s ) ]
..... 6
A
e ™
G EEE I EEEEEES] -

I. Moglichkeit: Mit Rechtecken und rechtwinkligen Dreiecken ergiinzt man das Vier-
eck zu einem Rechteck.

"l\.-\J!t'[! AH]-.RH = A.-\m.— = AI-}..‘;(' = Ai. SET Ai' D A ADR

Bl i [ s
=88 =sd =00 6000 =30 3634
H
6.
B

2. Maglichkeit: Man zerlegt das (passend ergiinzte) Viereck in Rechtecke und recht-
winklige Dreiecke.

Asscp = Aarp + Auge + Arcur T Agcp — Agnc

! | fii 1
5356+ =8 0tdes B =s 6 2=
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Flichenverwandlung

Im nichsten Beispiel verwandeln wir ein Viereck in ein flichengleiches Dreieck, indem
wir eine Ecke durch Scherung beseitigen.

A o :fﬁl-\u:;u

()

\B B
Losungsidee und Losung: Man schert das Dreieck ACD so zum Dreieck ACF, dass F
auf BC liegt. Das Dreieck ABF und das Viereck ABCD ha-
ben denselben Flacheninhalt.
Schert man die Ecke D auf AB, dann ergibt sich ein anderes
Dreieck KBC.
Mit diesem Verfahren lisst sich jedes Vieleck in ein flichengleiches Vieleck mit weniger
Ecken verwandeln.

Trapez

Schert man eine der beiden oberen Trapezecken parallel zu einer Diagonale auf die an-
dere Grundseite, so ergibt sich ein flichengleiches Dreieck mit gleicher Héhe, siehe
Bild. Weil EACD ein Parallelogramm ist, gilt EB =a +c.

Flicheninhalt des Trapezes

A=3(a+c)h

Aufgaben
Parallelogramm
I. Berechne den Fliacheninhalt eines Parallelogramms, von dem bekannt ist:
| 7
a) a=3 h,=44 I))h=24~h-_n'—'=la
~ 18
¢) ¢c=3,875h,=2 31
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Ein Parallelogramm hat den Flacheninhalt 144.
a) Berechne a, wenn h, = 16. b) Berechne h,, wenn b = 7,2.

In einem Parallelogramm ist: a = 4,83, h, =24, b= 3.6.

Berechne h;,.

Eine Raute mit der Seitenlinge 8 hat den Flicheninhalt 56. Wie lang ist die

Hohe?

BEWEIS?

Zeige: Das Parallelogramm und das Rechteck sind zerlegungsgleich. Begriinde
damit die Formel A = gh. Zeichne dann ein Parallelogramm, bei dem der
Beweis nicht klappt.

g
(3 |
g @ 9 N
@
5
1
L ©)
(2 § : h
@
5

MITTENVIERECK

a) Begriinde: Das Parallelogramm ZICK ist halb so groll wie das Dreieck ALT.
b) Begriinde: Das Parallelogramm REIZ ist halb so grof3 wie das Dreieck HAT.
¢) Begriinde: Das Mittenviereck RECK ist halb so grol3 wie das Viereck HALT.

. GELENKPARALLELOGRAMM

Uber der Seite a = 10 lassen sich beliebig viele Parallelogramme mit b = 6 zeich-
nen.
Zwischen welchen Grenzen liegen die Flicheninhalte? Zeichne das grél3te Paral-

lelogramm.
\E

10

. Zeichne das Parallelogramm ABCD mit A(4|1), B(11|1) und D(8|7) 8

und konstruiere ein flichengleiches Parallelogramm ABC’D’ mit 0019
a) 4BAD’ =90° b) 4BAD’=120° 0
¢) BD'=10 d) BC'=10




9. Zeichne ein Parallelogramm ABCD mit a =10, b= 8 und BD = 6.
Konstruiere ein flichengleiches Parallelogramm ABC’'D’ (Mittelpunkt M), bei
dem
a) <D'BC' =30° b) 4AMB =90° ¢) <AMB = 75° ist.
¢10. QUADRADRE
ABCD und STUYV sind kongruente Quadrate. C ist Mittelpunkt von STUYV,
STUYV dreht sich um C.
a) Begriinde: Im Innern von ABCD liegt hichstens eine Ecke von STUV.
b) Begriinde: Die Schnittfliche beider Quadrate hat immer denselben Inhalt, un-
abhidngig von der Lage von STUV; vergleiche ithn mit dem der
Quadrate.
D c
)
skl
A B
Dreieck
11. Begriinde die Dreiecks-Flichen-Formel, indem du den Inhalt eines a) spitzwinkli-
gen, b) stumpfwinkligen Dreiecks als Summe (bzw. Differenz) rechtwinkliger
Dreiecke darstellt.
12. Berechne die fehlenden Stiicke
a b ‘ h, | hy | A
a) 10 TN e
b) 16 | 24 18
c) 9 | 12 36
d) 12 |15 | 96
1 . A L o) h,,
13. Zeige: In jedem Dreieck gilt S e
14. Im Dreieck ABC liegt Punkt Q auf ¢ so, dass [AQ] dreimal so lang ist wie [QB].

a) Wie vielmal so groB ist der Inhalt von Dreieck AQC wie der Inhalt von Dreieck
QBC?

b) Berechne den Inhalt von Dreieck AQC, wenn man auBerdem weil3, dass c= 16
und h, = 8 ist.
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19.

20.

°21.
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. a) Beweise: Ist s der halbe Dreiecksumfang und g der Inkreisradius, dann gilt
fiir den Flicheninhalt A des Dreiecks A = ps.
b) Beweise: Ist u der Umfang eines Tangentenvielecks und g der Inkreisradius,
|

dann gilt fiir den Fldacheninhalt A des Tagentenvielecks A =— pu.

E ist ein beliebiger Punkt auf der Diagonale [BD] eines Parallelogramms ABCD.
ZEigE’.' A.‘Lt'—.]j = ."“'!.[.:('“.

. I ist ein beliebiger Punkt im Innern eines Parallelogramms ABCD.

|
o A‘,\Bf'l)-

P

Zeige: Aspr T Acpr = Ager + Apay =

. Zeichne ein Dreieck ABC und alle Seitenhalbierenden, die sich in S schneiden.

a) Zeige: Jede Seitenhalbierende zerlegt das Dreieck in zwei gleich grolle Teil-
dreiecke.
b) Es entstehen sechs Dreiecke mit gemeinsamer Ecke S, die das Dreieck ABC
ausfiillen, ohne sich zu iiberlappen.
Zeige: Alle sechs Dreiecke sind fldchengleich.
Konstruiere ins Innere von Dreieck ABC mit A(l|4), B(10]|1) und 14
C(10|13) den Punkt P so, dass [PA], [PB] und [PC] das Dreieck in fli- 0 0 11
chengleiche Teildreiecke zerlegen. 0

Zeichne ein Quadrat ABCD mit a = 2 und verldngere die Seiten aufs Doppelte,
sodass wieder ein Quadrat entsteht. (Warum ausgerechnet wieder ein Quadrat?)
Wie vielmal so groB ist das neue Quadrat verglichen mit dem alten?

SIEBEN

A’A = AC, B'B=BA, C'C=CB. Zeige: Aypgc =7 Auxsc-

c

. Zeichne Quadrate, deren Ecken auf Gitterpunkten liegen, mit den Flicheninhal-

ten 1,2, 4,5, 8,9, 10 und 13.

. In einem Rechteck mit den Seiten a und b bilden die Winkelhalbierenden ein

Quadrat.

: I :
Zeige: Das Quadrat hat den Flicheninhalt A = - (@a—b).

24. Zeichne ein Dreieck ABC mit a=7, b=8 und ¢= 10.

Konstruiere ein ﬂiichcnglii::hcs Dreieck ABC' mit
a) 4CAB=60° b)BC' =9 o) he=4 d)sge=5 ¢ a=V




¢25. Verwandle das Dreieck ABC mit a=4, b=5 und ¢=6 in ein flichengleiches
Dreieck mit demselben Winkel « und der neuen Seite ¢’ = 7.

26. QUADRATE
Zeichne und berechne den Inhalt der schwarzen Fliachenstiicke.

a) b) L;
*27. Verwandle das Dreieck ABC mit a=6, b=28 und ¢=7 in ein flichengleiches
Dreieck mit a’= 10 und ¢’ = 5.

28. STEANDAL
Zeichne und berechne den Inhalt der schwarzen Fliachenstiicke.

a)

EINBESCHRIEBEN

c

¢29. EINBESCHRIEBEN
a) Konstruiere die Figur.
b) Wie oft hat das Dreieck UVW flichenmiBig im Dreieck ABC Platz?

A ¥ B
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230. DREIVIERTELTAKT

Im Dreieck ABC sind die Seitenhalbierenden gezeichnet. Durch die Endpunkte
B, M, einer Seitenhalbierenden gehen die Geraden, die parallel sind zu den beiden

anderen Seitenhalbierenden: sie schneiden sich in D.

a) Zeige: Die Seiten im Dreieck BDM, sind so lang wie die Seitenhalbierenden

b) Zeige: Der Flicheninhalt von Dreieck BDM, ist gleich 75% des Flichenin-

im Dreieck ABC.

halts von Dreieck ABC.

Trapez

31. Berechne vom Trapez (a| c) die fehlenden Stiicke

a g " h A
a) 10 T 157.5
B (32| 6 | 1
| >
3
c) i Sa 6 | 90
d) ‘ Tc C 100

32. Im Trapez (a||c) ist: a=22,c=16,d =12 und 4§ = 90°.
Berechne den Flicheninhalt.

33. Trapezflichen
Berechne die Fliacheninhalte. 3 b)
b — b
L A=z :
(45°
T
A= A
135° c)
) A=?
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34. Beweise: Trapeze mit gleicher Mittellinie und gleicher Hohe sind flichengleich.

35. Zeichne ein Trapez und spiegle es am Mittelpunkt eines Schenkels. Bestatige die
Trapezflichenformel durch Betrachtung der Gesamtfigur.

36. a) Konstruiere ein Tangententrapez ABCD mit A(1|1), B(11,5]1), b=17,35,
d=6,5und h=6.
b) Konstruiere den Inkreis (Koordinaten des Mittelpunkts?) und gib den Radius
r sowie die Ldnge von ¢ ohne Messung an.
¢) Berechne den Flicheninhalt des Trapezes auf zweierlei Arten.
«37. In einem Tangententrapez (aj/c) ist b +d = 16 und 2,5 der Inkreisradius.
Berechne den Flicheninhalt.
«38. Verwandle ein Trapez in ein flichengleiches gleichschenkliges Trapez mit dersel-
ben Grundseite und Hdohe.

39, Zeichne ein Trapez ABCD und konstruiere ein Parallelogramm mit demselben
Flicheninhalt, demselben Winkel « und derselben Grundseite.

40. Zeichne irgendein Trapez ABCD mit a = 10.
a) Verwandle das Trapez in ein flichengleiches Rechteck.
¢b) Verwandle das Trapez in ein flichengleiches Rechteck mit einer Seitenldnge 7.

Halbierungen
41. Zeichne das Viereck VIER mit V(1|1), I(11,5|1), E(8|8) und R(3,5]5), 9
die Diagonale [IR] und ihren Mittelpunkt M. 0012

a) Begriinde Ay + Agw - % AVIER- .
b) Zeichne durch M die Parallele p zur Diagonale [EV]. p schneidet [IV]
in S und [EI]in T.
Begriinde: Die Geraden ES und VT halbieren die Vierecksfliche
(»von einer Ecke aus«).
¢) Zeichne das Viereck VIER noch mal und halbiere jetzt die Flache von R aus.
Welchen Flicheninhalt hat es?

42. Zeichne das Viereck BREI mit B(7,5|1), R(12| 1), E(1|5) und I(19). 10
Konstruiere die Gerade h durch den Mittelpunkt M, von [EI], die die 0 0 16
Flache halbiert. 0

(Tipp: Verwandle BREI in ein flichengleiches Viereck mit M, als Ecke und scher
dich um R.)

43. Zeichne das Parallelogramm ABCD mit A(1|3), B(9|1), C(14|6) und 8
0

D(6]8). 00 15
a) Konstruiere die Gerade g, die ABCD von D aus halbiert. 0
b) Konstruiere die Gerade h, die ABCD von P(113) aus halbiert.
¢) Konstruiere die Gerade u, die ABCD vom Ursprung aus halbiert.
44, Zeichne das Dreieck ABC mit A(4|1), B(12|1) und C(6|7). 7
a) Konstruiere die Gerade g, die ABC von B aus halbiert, 0013
eb) Konstruiere die Gerade h, die ABC von P(8|5) aus halbiert. 0




45. Zeichne das Trapez TRAP mit T(1|4), R(7[4), A(10|10) und P(7|10). 11
a) Konstruiere die Gerade p, die TRAP von P aus halbiert. 00 11
b) Konstruiere die Gerade g, die TRAP von Q(3,5|4) aus halbiert. 0
ec¢) Konstruiere die Gerade s, die TRAP von S(4|7) aus halbiert.

Berechnungen
$46. FLACHENFLACHSEN
Berechne die gesuchten Stiicke.
)
b) : B

(8]

e ]
(]




1)
(9l

(6116)

(12|7)

(1L

47. In einem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete dreimal so lang wie die andere.
Verdoppelt man die kiirzere und nimmt man den dritten Teil der lingeren Ka-
thete, so verkleinert sich der Flicheninhalt um 18.

Berechne die Liangen der Katheten.

48. Die Diagonale e einer Raute ist um 5 kiirzer als die andere Diagonale f.
VergroBert man e um 12 und verkleinert man f um 8§, so dndert sich der Flichen-

inhalt nicht.
Berechne e. f und den Flicheninhalt A.




49,

124

[n einem Trapez mit den Grundseiten a und c ist a dreimal so lang wie c. Die
Hohe h ist halb so lang wie c. AuBerdem ist das Trapez flichengleich einem
Rechteck mit den Seitenldngen 4,5 und 72.

Berechne a, ¢ und h.

In einem Trapez ist eine Grundseite 3,5mal, die andere 2,5mal so lang wie die
Hohe. Verkiirzt man beide Grundseiten um 2 und verlingert man die Hohe um 2,
so nimmt der Flacheninhalt um 18 zu.

Berechne die Langen von Grundseiten und Héhe.




6. Kapitel

Geraden und Ebenen im Raum




Bisher haben wir Planimetrie getrieben, das heiBt, wir haben uns mit Figuren in der
Ebene beschiftigt. Jetzt gehen wir hinaus in den Raum und untersuchen dort Figuren
und Korper, das heil3t, wir treiben Raumgeometrie (Stereometrie).

QUADER IM SCHRAGEILD

Grundlegende Zusammenhinge entdecken wir schon an einem so einfachen Kérper wie
dem Quader. Um eine rdumliche Vorstellung zu bekommen, veranschaulichen wir auch
den Quader in einer Planfigur. In der Ebene (Tafel, Heft) ist es zwar méglich, Figuren
in wahrer Grol3e zu zeichnen, nicht aber Kérper. Deswegen behelfen wir uns mit einem
einfachen Verfahren, das brauchbare Planfiguren von Quadern liefert:

Wir zeichnen die vordere Fliche als Rechteck und
die nach hinten fiihrenden Kanten parallel und gleich lang.
ZweckmaiBigerweise legt man alle Ecken auf Gitterpunkte.

N

T
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Eine solche Planfigur heif3t Schrigbild des Quaders. Sie wirkt noch rdumlicher, wenn
man die unsichtbaren (verdeckten) Kanten strichelt oder diinner zeichnet.

Zeichnet man alle zwolf Kanten gleich dick und als durchgehende Linien, dann lisst
das Bild zwei rdumliche Deutungen zu.

Beim Schrigbild eines Wiirfels ist die Vorderflache ein Quadrat. Zu lange nach hinten
fithrende Kanten geben ein schiefes Bild vom Wiirfel. In Wirklichkeit siecht man Qua-
der und Wiirfel nicht so wie im Schrigbild. Im Normalbild dagegen wirken Korper viel
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natiirlicher. Normalbilder sind aber etwas schwieriger zu zeichnen als Schrigbilder —
wie man sie zeichnet, erfahren wir spiter.

VERSCHIEDENE WURFEL
IM SCHRAGRILD IM NORMALBILD
. \-tm'_-\\‘ v [
NS N |
| VORBN | s
WURFEL IM SCHRAGBILD @
NICHT S0 SONDERN SO ! @
iibliche Bezeichnungen beim Quader

Die einfachsten Punktemengen im Raum sind Geraden und Ebenen. Thre grundlegen-
den Eigenschaften iiberlegen wir uns am Quader.
Ubliche Bezeichnungen: Die Seiten der Quaderflichen heillen Kanten, zum Beispiel
[AB], [HD], ...
Die Diagonalen der Quaderflichen heillen Flichendiagonalen,
zum Beispiel [AF], [ED], ...
Die Verbindungsstrecken zweier Ecken, die durchs Innere des
Quaders gehen, heillen Raumdiagonalen,
zum Beispiel [EC], [DF], ...

5]
-1




Gerade—Gerade

Auch im Raum ist eine Gerade durch zwei Punkte festgelegt. So ist zum Beispiel GH
die Verlingerung einer Kante, BG die Verldngerung einer Fliachendiagonale und DF
die Verldngerung einer Raumdiagonale.

Wie in der Ebene kénnen sich auch im Raum zwei Geraden schneiden: GH und BG
schneiden sich in G.

Die Parallelitdt im Raum ist komplizierter als in der Ebene. In der Ebene sind zwei Ge-
raden schon parallel, wenn sie ein gemeinsames Lot haben. Zwei Geraden im Raum
nennen wir parallel, wenn sie mindestens zwei gemeinsame Lote haben.

l
WINDSCHIEFER R

1
IUFLUCHTSORT B

Im Gegensatz zur Ebene gibt es im Raum auch noch Geraden, die sich weder schneiden
noch parallel sind. Solche Geraden heiflen windschief. Das Bild zeigt zwei windschiefe
Geraden und ihr gemeinsames Lot. Am Bild wird uns auch klar, warum wir im Raum
mindestens zwei gemeinsame Lote brauchen, um zwei Geraden als Parallelen festzule-
gen.
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Wenn man eine Glasscheibe in drei Punkten unterstiitzt, dann wackelt sie nicht, son-
dern liegt fest auf. Fassen wir eine Glasscheibe als Ebene auf, so erkennen wir:

Eine Ebene im Raum ist durch drei Punkte festgelegt, die nicht auf einer Gerade lie-
gen.

Wenn aber die drei Punkte auf einer Gerade liegen, dann kann sich die Ebene um diese
Gerade drehen — genauso wie eine Tiir, die an drei Négeln hiingt. Eine solche Ebene
liegt nicht eindeutig fest.

Statt durch drei Punkte kann man eine Ebene auch anders festlegen:

— durch eine Gerade und einen Punkt, der nicht auf der Gerade liegt,

— durch zwei Geraden, die sich schneiden,

— durch zwei Parallelen.

BESTIMMUNGSSTUCKE EINER EBENE

3 PUNKTE

'y

47

E(4,B,C)
= < '

PUNKT UND GERADE

E(B,AC) =E(B,g)

2 GERADEN

a) die sich schneiden bl die parallel sind

i

L

E{AC, BC) =Elg,hl ElAC,p)= Elg,pl

In jedem dieser drei Fille erkennen wir wieder drei Punkte, die die Ebene bestimmen.
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Die Bestimmungsstiicke einer Ebene finden sich auch in der symbolischen Schreib-
weise, zum Beispiel E(A, B, C) oder E(B, g) oder E(g, h). Wenn klar ist, welche Ebene
gemeint ist, dann geniigt ein lateinischer GroB3buchstabe, zum Beispiel Ebene E oder
Ebene F oder ... Wir zeigen das an einigen besonderen Flichen.

FLACHEN BEIM QUADER

Der Quader hat:

— 6 Seitenflachen (jede enthilt 4 Kanten) zum Beispiel
E(B, C, F) = E(B, C, G) = E(BC, G) = E(BC, CG) = E(BC, GF)

— 6 Diagonalflichen (jede enthdlt 2 Raumdiagonalen) zum Beispiel
E(B, C, H) = E(BC, EH) = E(BE, CH) = E(BH, CE)

— 8 Eckfldchen (jede enthélt 3 Flichendiagonalen)
zum Beispiel E(B, G, E)

Alle Seitenflichen bilden zusammen die Oberfliche des Quaders. Die Seitenfliche, auf
der der Quader steht, hei3t auch Grundfliche — ihr gegeniiber liegt die Deckfliche.
Ebene—Ebene

Zwei Ebenen schneiden sich entweder in einer Gerade, oder sie sind parallel. So schnei-
den sich beim Quader die Diagonalflichen E(A, B, G) und E(E, B, C) in der Raumdia-
gonale HB, symbolisch: E(A, B, G) n E(E, B, G) = HB.
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Die Parallelitidt zweier Ebenen H und K erkennt man zum Beispiel daran, dass es zu ei-
ner Geradenkreuzung (g, h) in H eine Geradenkreuzung (g/, ') in K gibt, sodass g’ par-
allel zu g und h’ parallel zu h ist. Die Eckflichen E(A, F, H) und E(B, G, D) sind par-
allel, weil BG parallel AH und BD parallel FH ist.

LAGE YON EBENEN

SCHNITT \\gﬂ,,mtg”adﬂ von Hound K PARALLELITAT

&
\ o

Gerade—Ebene

Zwischen Gerade und Ebene gibt es drei Lagebeziehungen:

— Die Gerade liegt in der Ebene (g < E).
Eine Gerade liegt schon dann ganz in einer Ebene,
wenn sie wenigstens zwei Punkte mit ihr gemeinsam hat.

— Die Gerade ist parallel zur Ebene (g| E).
Eine Gerade g heil3t parallel zu einer Ebene E, wenn es in E eine Gerade f gibt, die
parallel ist zu g. Eine Gerade, die in einer Ebene liegt, ist damit auch parallel zu die-
ser Ebene.

— Die Gerade schneidet die Ebene in einem Punkt (g n E = {S}).

MEHR ALS EIN GEMEINSAMER PUNKT KEIN GEMEINSAMER PUNKT

Drinliegen: gCE und Parallelitit: g|E Parallelitit: g|E

LAGE YVON GERADE UND EBENE

GENAU EIN GEMEINSAMER PUNKT

Schnitt: gnE =[8]




Beim Schnitt von Gerade und Ebene gibt es einen wichtigen Sonderfall:
Die Gerade steht senkrecht auf der Ebene, das heildt, sie ist ein Lot der Ebene.
Wann ist eine Gerade Lot einer Ebene?

Definition

Eine Gerade |, die die Ebene E in einem Punkt schneidet, hei3t Lot der Ebene, wenn
es in E zwei verschiedene Geraden g und h gibt, die | senkrecht schneidet.
Der Schnittpunkt heillt LotfuBlpunkt.

Ist I ein Lot der Ebene E, dann schreiben wir: 1 L E.

Die Gerade g allein reicht zur Definition des Lots noch nicht, wie wir im Bild sehen.
Denn zur Gerade g gibt es unendlich viele Lote p,, die selber wieder eine Ebene P bil-
den. Die Lote q; der zweiten Gerade h bilden auch wieder eine Ebene Q. Die Schnittge-
rade der beiden Ebenen P und Q ist Lot | der Ebene E.

Man kann zeigen: Ein solches Lot steht sogar auf allen Geraden senkrecht, die in der
Ebene liegen und durch den LotfuBpunkt gehen.
Jede Parallele zu einem Lot ist auch wieder ein Lot,
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Zwei Ebenen sind genau dann parallel, wenn sie ein gemeinsames Lot haben. Die Lot-
strecken sind alle gleich lang, ihre Lange heif3t Abstand der beiden Ebenen.

Enthiilt eine Ebene F ein Lot I; einer anderen Ebene E, dann heilit F Lotebene von E. E
ist dann auch Lotebene von F, weil sie das Lot I enthilt.

PARALLELE EBENEN LOTEBENEN /

= e o
\‘Aﬁﬂmﬂk Lat /
| ElfF =1LE uwmdlLF ]’ 1 1 | I
| A ;
3 [eln < .'.' iab —_—
HH“\;”#’f‘ " | . <

|

Abstand
1= diEF)

Beispiele fiir die moglichen Lagen von Gerade und Ebene finden wir wieder am Qua-

der:

— die Raumdiagonale [DF] liegt in der Diagonalfliche E(F, E, D),

— die Flichendiagonale [CF] ist parallel zur Seitenfliche E(A, D, H),

— die Raumdiagonale [AG] schneidet die Diagonalfliche E(F, E, D) im Mittelpunkt M
des Quaders.

Die Kante [AE] ist ein Lot der Seitenfliche E(A, B, C), weil sie auf AB und AD senk-
recht steht. Sie steht deshalb auch senkrecht auf der Flichendiagonale [AC].




T T,

Wir verwenden diese Lagebeziehungen, um Strecken oder Winkel in einem Kérper in

wahrer Grobe zu konstruieren — dazu jetzt ein Beispiel:

Im Quader ABCDEFGH ist AB=4, BC=6 und CG =6.

T ist Mittelpunkt der Seitenfliche BCGF und U ist der Mittelpunkt der Kante [HG].
Konstruiere das Dreieck TUE in wahrer GroBe.

PLANFIGUREN
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Zur Konstruktion eines Dreiecks braucht man drei Bestimmungsstiicke. Wir beschaffen

sie uns durch Uberlegen oder durch Hilfskonstruktionen.
[n einer Planfigur tragen wir die gegebenen Punkte und Lingen ein.

o
F T :
| ™ Ergebr

U

Hf.
=

Losungsidee: [EU] ist Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck HEU.
[UT] ist Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck GUT, in dem die Kathete
[GT] die halbe Diagonale des Rechtecks BCFG ist.
[ET] beschaffen wir uns iibers rechtwinklige Dreieck EST.
(ST 1st parallel zum Lot FG der Ebene E(A, B, E)!)
Die Kathete [ES] ist Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck FES.
Mit diesen drei Seiten konstruiert man das Dreieck TUE.




rer GroBe mit Umgebung

Auch im Quader sehen wir das Dreieck TUE in wahrer GroBe, wenn wir den Quader so
drehen, dass unser Blick senkrecht aufs Dreieck TUE fillt, das heillt, dass der Seh-
strahl ein Lot der Ebene ist, in der das Dreieck TUE liegt.

Aufgaben

UMRISSE
Der Umriss eines Quaders ist im Allgemeinen ein Sechseck.

Erginze die Umrisse mit sichtbaren (durchgezogenen) und unsichtbaren (gestri-

chelten) Linien zu einem Quaderbild.
Zeichne fiir jeden Umriss die beiden moglichen Ansichten.

: CO
d)

b)

sl

Ln




2. Der Umriss eines Quaders ist im Allgemeinen ein Sechseck.
a) Welche Besonderheit(en) hat das Umriss-Sechseck eines Quaders?
b) Welchen besonderen Umriss hat ein Wiirfel, wenn sich beim Betrachten zwei
Gegenecken decken?
¢) Welche geometrischen Figuren kénnen Umrisse von Quadern sein?

3. Wie viele Seitenfldchen eines undurchsichtigen Quaders kann man je nach Blick-
richtung sehen?

4. Wie viele Kanten eines undurchsichtigen Quaders kann man je nach Blickrich-
tung sehen?

5. Wie viele Ecken eines undurchsichtigen Quaders kann man je nach Blickrichtung
sehen?

*6. QUADERSCHNITTE

Das Bild zeigt zerschnittene Quader.
a) Wie viel Schnitte sind es jeweils?
b) Wie viel kongruente Teilquader entstehen?

~J

ANSICHTSACHE(N)

Zeichne eine Figur ab (diinner Strich!). Hebe dann die sichtbaren Kanten hervor
(dicker Strich, Farbe!), sodass eine Ansicht des Korpers entsteht. Es gibt jeweils
zwei Ansichten, je nachdem wie man die Figur rdumlich deutet.

Anleitung: Fang an mit dem Umriss, denn der ist immer sichtbar. Geh von einer
Umrissecke auf einer Kante nach innen: Die Kante ist sichtbar und ebenso alle
weiteren Kanten, die von einer sichtbaren Ecke ausgehen.

Schneiden sich zwei sichtbare Kanten konkaver Kérper (nur in der Zeichen-
ebene!), dann verdeckt bei dieser Schnittstelle eine Kante die andere. eine Kante

wird dort also unsichtbar. DK TAEDER

SECHSFLACH ACHTFLACH
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8. UMBAU
Lege einen der vier oberen Quader so auf einen andern, dass Kante auf Kante
liegt, und zeichne das Bild nur mit sichtbaren Kanten.
9. EULER
Zeichne ab und die verdeckten Kanten ein.
Jeder Korper hat F Flachen, K Kanten und E Ecken.
Berechne fiir jeden Kérper E + F — K und staune!
a)
i “‘E b) a % %
d) : :: e) :% E @ g)
$10. WURFELANSICHTEN

Beschreibe, wie du das Drahtmodell eines Wiirfels anschauen musst, um es zu se-
hen wie im Bild links.

Zeichne die Figuren ab und strichle die Kanten, die bei einem Holzwiirfel ver-
deckt wiren.

n d}
a] b} .% : l




11.

12,

13.

LINKS-RECHTS-WURFEL

Die iiblichen Wiirfel sind nach der Siebener-Regel beschriftet: Die Summe der

Augen auf gegentiberliegenden Seiten ist 7.

Von diesen Wiirfeln gibt es zwei Sorten:

den Rechts-Wiirfel (RW) und den Links-Wiirfel (LW).

a) Welche Augenzahlen haben die beiden Wiirfel unten, links hinten und rechts
hinten?

b) Welche Wiirfel sind Rechts-Wiirfel?

¢) Ein Wiirfel steht auf einem andern.
Wie groB ist die Summe der Augen in den aufeinander liegenden Flichen,
(1) wenn es zwei Rechts-Wiirfel sind?
(2) wenn der untere ein Links-Wiirfel ist?

=
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et
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&
LI ®
Vv |e ")
l‘.
DREHAXN
Zeichne den Korper ab und drehe ihn in Gedanken
a) um die x-Achse b) um die y-Achse

¢) um die z-Achse

mit den Winkeln 90°, —90° und 180°.
Zeichne die Bilder des gedrehten Korpers.
ACHSE?

Bei einer Vierteldrehung (90°) oder Halbdrehung (180°) geht ein Wiirfel in sich

iiber, wenn die Drehachse durch die Mitten von Gegenflichen geht. Wir bezeich-
nen die Drehachse mit der Augenzahl einer durchsto3enen Fliche.

Um welche Achse muss man den Wiirfel drehen, damit sich die Stellungen a), b)
und c¢) ergeben?
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14. AUGEN?
Zeichne den Wiirfel, nachdem er sich gedreht hat.

-"'| $0% 160° c)
a) b) <
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- O T el ® L b @

.a"/ < ) < ® -a:-{;
J@W‘_mﬁ‘ . &
d) 9 D= |
L = -
- O ®° O 4= - v =
s = *« = *« =
o [ //a [ //g e (}]
O : e
15. AUGEN-ACHSEN-WINKEL?

Nach einer Drehung sieht der Rechtswiirfel A so aus wie B.
Bestimme die fehlende Augenzahl und gib Drehachse und Drehwinkel an.

a) A - B b) a - B
S- - - W _ S- - &
o = = - "“~3,/’/; : '“*-m//
L )
(0 o .i
L )
16. LAGEN
a) Welche der eingezeichneten Geraden sind parallel zu BC bzw. windschief zu
BC?
b) Welche der eingezeichneten Geraden sind parallel zu BD bzw. windschief zu
BD?
17. Verwende die Bezeichnungen der Aufgabe LAGEN.
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a) Bezeichne die Ebene, die durch A, B und C geht, auf 10 verschiedene Arten.

b) Wie viele Verbindungsgeraden gibt es zwischen C. F, E und B?

¢) Wie viel verschiedene Ebenen gibt es, die jeweils drei der Punkte A. B. C und
H enthalten?

d) Welche Ebenen sind senkrecht zur Grundfliche, welche dazu parallel?




18. Zeichne ins Schrigbild eines Quaders ABCDEFGH die Mittelpunkte L und M

19.

von Grund- und Deckfliche sowie den Mittelpunkt N von [HG] ein.

a) Begriinde: BD||MF, AE | ML, BC| MN.

b) Gib drei Punkte an, die keine Ebene festlegen. (Mehrere Moglichkeiten!)

¢) Begriinde: E(A, B, F)| E(H, D, C), E(M, L, N)| E(B, C, F).

d) Entscheide, ob die Ebenen parallel sind, oder gib die Schnittgerade an:
E(A,C,G) und E(D,H, F), E(A, M, N) und E(E, H, D), E(F, L, H) und
E(N, G, C), E(G, F, L) und E(A, M, D).

MITTELPUNKTE
Gegeben ist der Wiirfel ABCDEFGH. K, L und N sind Kanten-Mittelpunkte, M
ist Mittelpunkt des Vierecks BCGF.

a) Begriinde: GC ist Lot von E(L, N, F).
b) Begriinde: Alle Raumdiagonalen schneiden sich in einem Punkt: der Wiirfel-
mitte I.

¢) Gib zwei Lote der Ebene E(B, F, D) an.

d) Entscheide, ob die Gerade parallel zur Ebene ist, oder gib den Schnittpunkt
an:
E(A, B, H) und GC, E(D, C, F) und BG, E(A, B, F) und LM, E(A, B, M) und
DH, E(B, F, N) und KD, E(B, C, M) und FG, E(A, B, G) und FD, E(D, C, F)
und KN.

e) Begriinde: GM liegt in E(B, C, F).

f) In welcher Gerade schneiden sich E(A, B, G) und E(A, D, H), E(B, C, H) und
E(A, F, G)?

. Skizziere drei verschiedene Ebenen, die keine, eine, zwei oder drei Schnittgeraden

haben.

. Je drei Eckpunkte eines Quaders ABCDEFGH legen eine Ebene fest.

Wie viel (verschiedene) Ebenen gibt es?

. a) Die Geraden g und h sind windschief, | ist ihr gemeinsames Lot und L der

Mittelpunkt der Lotstrecke. Fiir die Ebene E gilt: Le Eund | L E.
Wie liegen g und h zur Ebene?

b) Die Geraden AB und CD sind parallel, der Punkt G liegt nicht in
E(A, B, D).
Bestimme die Schnittmenge von E(A, B, D) und E(D, C, G).

¢) Die Geraden g, h und k schneiden sich in S, liegen aber nicht in einer Ebene.
A ist ein von S verschiedener Punkt auf h.
Bestimme die Schnittmenge von E(g, A) und E(h, k).
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3. Der Wiirfel ABCDEFGH hat die Kantenlinge a=6. K und L sind Kanten-Mit-
telpunkte, M ist Mittelpunkt des Vierecks BCGF, siehe Aufgabe Mittelpunkte.
Konstruiere in wahrer Grélle:

a) Viereck BFGH b) Dreieck EFC ¢) Dreieck ACM

d) Dreieck KLM e) Winkel BMD f) Viereck ACNL.

Im Quader ABCDEFGH ist AB=6, BC =4 und BF=8. L liegt so auf [AD], dass
AL =1, und K liegt so auf [CG], dass CK = 6. M ist Mittelpunkt der Deckfliche
EFGH, P ist Mittelpunkt von [AE], Q ist Mittelpunkt von [CG].

Konstruiere in wahrer GréBe:

a) Dreieck BCG b) Dreieck BFD ¢) Dreieck FKM

d) Dreieck LKM e) Dreieck DKM f) Dreieck HLK

g) Viereck ECKM h) Viereck DBFM i) Viereck PCQE.

5. WAHRE GROSSE im Wiirfel ABCDEFGH mit der Kantenldnge 6.

a) S, T, U und V sind Kantenmitten.
Zeige: E(A, B, U)||E(G, H, S).
Konstruiere den Abstand von E(A, B, U) und E(G, H, S) und das Viereck
ABUYV in wahrer GréBe.

—G
F / v
sf- b
T 7C
na
=

b) U und W sind Kantenmitten. Zeige: BUWE ist ein Trapez.
Konstruiere BUWE in wahrer GroBe.

H---_




c¢) P, Q, R, S, Uund W sind Kantenmitten.
Zeige: PSQRUW ist ein regelméfliges Sechseck.
Konstruiere PSQRUW in wahrer Grol3e.
Wie viel solcher regelmifBigen Sechsecke gibt’s im Wiirfel?

d) I und J sind die Mitten von Deck- und Grundfliche.

Zeige: Es schneiden sich Al und EJ sowie BI und FJ
(Schnittpunkte Y und X).

Konstruiere das Viereck ABXY in wahrer Grolle.

e) Verbindet man die Mitten angrenzender Quadrate, so ergibt sich ein regelm-
Biges Achtflach.
Zeichne die Figur ab und die verdeckten Kanten ein.
Konstruiere eine der acht Fldchen in wahrer GréQe.
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f) Verbindet man die Mitten angrenzender Kanten, so ergibt sich ein regelmani-
ger Wiirfelstumpf.
Zeichne die Figur ab und die verdeckten Kanten ein.
Von welcher Art sind die Vielecke, die seine Oberfliche ausmachen?
Konstruiere den Abstand gegeniiberliegender Dreiecke (vom Stumpf) in wah-
rer Grolle.

e
(WELCHER stEN LEGTY)
M HOCHSTEN L




7. Kapitel

Das gerade Prisma




7.1 Definition und Eigenschaften

Schneidet man von einem Quader ein Stiick so ab, dass die Schnittebene parallel ist zu
einer Kante k, so entstehen zwei neue Kérper, sie heiBen gerade Prismen. Sie haben fol-

gende Eigenschaften:

ERZEUGUNG VON PRISMEN

Am Quader

GERADE PRISMEN

Bezeichnungen

— Grund- und Deckfliche sind kongruente Vielecke in parallelen Ebenen. Entspre-
chende Kanten sind parallel. Solche Vielecke nennt man auch parallel-kongruent.
— Die Seitenkanten stehen senkrecht auf Grund- und Deckfliche. sie sind deshalb par-

allel und gleich lang.
— Die Seitenfldchen sind Rechtecke.

GRUND- UND DECKFLACHI

gind parallel-kongruent

PRISMA!
Definition

nur kongruent nur parallel

kein Prisma! kein Prisma!

Ein gerades n-seitiges Prisma ist ein Korper, der begrenzt ist von n Rechtecken (Sei- |

tenflichen) und von zwei parallel-kongruenten n-Ecken (Grund- und Deckfl dache) in

verschiedenen Ebenen.
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Alle Seitenflichen bilden zusammen den Mantel M des Prismas.

Mantel. Grund- und Deckfliche bilden zusammen die Oberfliche S des Prismas.

Der Abstand von Grund- und Deckfliche heilit Hohe h des Prismas; h ist auch die
Léinge einer Seitenkante.

EIGENSCHAFTEN DES GERADEN FRISMAS

entsprechende Kanten sind parallel und gleick
AB||||DE| und AB
BC||{EF| und BC = EF
AC|[|DF| und AC = DF

Seitenkanten sind parallel und gleich lang:
AD{||BE|||{CF} und AD =BE=CF=h

Ein Quader ist demnach ein vierseitiges gerades Prisma. In unserm Beispiel haben wir
ihn in ein dreiseitiges und ein fiinfseitiges gerades Prisma zerschnitten. 45 vierseitige
Prismen (aber keine Quader!) in einer wenig tiblichen Anordnung sehen wir auf dem
zweiten Umschlagbild dieses Buchs.

Von einem allgemeinen Prisma verlangt man nur, dass Grund- und Deckfliche parallel-
kongruent sind. Die Seitenkanten miissen nicht senkrecht auf Grund- und Deckfliche
stehen, wohl aber immer noch parallel und gleich lang sein. Die Seitenflichen sind
dann meistens Parallelogramme und keine Rechtecke mehr. Jedes nicht gerade Prisma
heiBt schiefes Prisma. Ein schiefes vierseitiges Prisma mit einem Parallelogramm als
Grundfliche nennt man Spat (Das) oder Parallelflach (das) oder Parallelepiped
(das).

Es gibt konvexe und konkave Vielecke — auch als Grundflichen in Prismen. Dement-
sprechend unterscheiden wir zwischen konvexen und konkaven Prismen.

Im Folgenden behandeln wir noch gerade konvexe Prismen; der Kiirze halber nennen
wir sie einfach Prismen.

B

GERADE
PRISMEN

SCHIEFE

PRISMEN
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Eine Planfigur eines n-seitigen Prismas fertigt man so an:

® Zeichne ein n-Eck als Deckfliche.

® Zeichne von jedem Eckpunkt aus parallel gleich lange Strecken nach unten.

® Verbinde die unteren Strecken-Endpunkte so, dass die Grundfliche entsteht. (Auf
Sichtbarkeit achten: verdeckte Kanten stricheln!)

F

C

A

Prisma-Planfigur

Schneidet man ein Prisma langs geeigneter Kanten so auf, dass sich die Oberfliche in
der Ebene ausbreiten lasst, so entsteht ein Netz des Prismas. Das Bild zeigt zwel mogli-
che Netze des Prismas, das wir am Anfang von einem Quader abgeschnitten haben. Die
Deckfliche ist deshalb ein bei D rechtwinkliges Dreieck.
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Aufgaben

In den Aufgaben sind alle Prismen gerade und konvex.

th

6.

10.

Wie viele Ecken, Kanten und Flédchen hat

a) ein dreiseitiges Prisma

b) ein fiinfseitiges Prisma

¢) ein n-seitiges Prisma?

Uberpriife die Beziehung, die Euler gefunden hat:

et+f=k+2,

e ist die Anzahl der Ecken, f die der Flichen und k die Anzahl der Kanten.

Geobold behauptet, er habe ein Prisma mit

a) 53 Kanten

b) 53 Ecken

¢) 53 Flachen gesehen.

In welchen Fillen hat er geschwindelt? Begriindung!
Was fiir ein Prisma hat

a) 10 Flachen b) 6 rechteckige Flichen

¢) 24 Ecken d) 24 Kanten?

. Im dreiseitigen Prisma ABCDEF ist gegeben: B(='% AC=35, BE=4,

4ACB = 120°, Q liegt so auf [FC], dass CQ = 0,75 CF.
Konstruiere €< DQB und gib seine Grole auf Grad genau an.

Im dreiseitigen Prisma ABCDEF ist AB =6, RE=5 CA=8undAD=7.Qist
die Mitte von [AD].

Bestimme durch Konstruktion die GroBle der Winkel <BDC, € BQC und ¢ BAC.
Zeige: Fiir den Inhalt S der Oberfliache eines geraden Prismas gilt S = 2G + uh.
G ist der Inhalt der Grundfliche, u ist der Umfang der Grundfliche und h ist die
Hohe des Prismas.

Ein sechskantiger Bleistift ist 16 cm lang, die Seitenldnge des regelmédl3igen Sechs-
ecks ist 4 mm. Wie groB} ist die Mantelfliche?

Ein Stiick Kise hat die Form eines Prismas. Die Grundfléche ist ein rechtwinkli-
ges Dreieck mit den Kathetenlingen 3 cm und 4 cm, die Hypotenuse ist 5 cm
lang.

Wie viel cm? Einwickelpapier braucht man mindestens fiir den Kise, wenn er
2,5 cm hoch ist?

Die Grundfliche eines geraden Prismas ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit
den Kathetenlingen AB =4 und AC = 3.

a) Konstruiere das Netz des Prismas, wenn die Hohe h =7 ist.

b) Berechne die Seitenlinge BC aus dem Oberflicheninhalt S = 96 des Prismas.

Die Grundfliche eines geraden Prismas mit S =72 ist die Raute ABCD mit
AB =25 und AC =4,

a) Berechne die Hohe h des Prismas, wenn BD = 3 ist.

b) Konstruiere das Netz des Prismas.
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11.

SAULE

Der Querschnitt der Sdule ist symmetrisch.

a) Zeichne das Netz, wenn die Sdule die Héhe 10 hat.
b) Berechne den Inhalt S der Oberfliche.

3

. Im Wiirfel ABCDEFGH mit der Kantenlinge 8 sind U, V, W und X der Reihe

nach die Mitten von [AD], [BC], [FG] und [EH].

Zeichne ein Schrigbild des Spats ABVUXWGH.

Konstruiere sein Netz und berechne den Inhalt seiner Oberfliche S. (Verwende
nidherungsweise: AX = 8,9).

- Im Spat von Aufgabe 12. sind P, Q, R und S der Reihe nach die Mitten von [WX],

[HG], [UV] und [AB].
Zeichne ein Schrigbild des Spats ASRUPWGQ und sein Netz.

Netze fiir Fortgeschrittene

= 14.

REKLAMATIONEN
Geobold verkauft Wiirfelnetze. Bei welchen bekommt er Reklamationen?




2 15. Zeichne alle nicht kongruenten Wiirfelnetze.

16. Auf die Quadrate eines Wiirfelnetzes sind Buchstaben gedruckt. Falte in Gedan-

17.

18.

ken das Netz so zum Wiirfel, dass die Buchstaben sichtbar bleiben, und lege den
Wiirfel so hin, dass B oben und C links liegt.

Welcher Buchstabe ist dann rechts, welcher ist vorn?

Zeichne den Buchstaben der Vorderseite so, wie man ihn sieht.

a)

b)
E AlB
AlB|C|D E(C|D
b F

TAUCHWURFEL

Ein Wiirfel war zur Hilfte in Tusche eingetaucht. In den Netzen siehst du jeweils
ein schwarzes Quadrat, es war ganz eingetaucht.

Zeichne die Netze ab und die restlichen gefirbten Flichenteile ein.

a) h) c)

(1§ s ) f) g)

by = i) P k)

Wir bezeichnen die sechs Seitenflichen eines Wiirfels nach ihrer Lage:
O(ben), U(nten), R(echts), L(inks), V(orn) und H(inten).
Erginze die Beschriftung. Wie viele Moglichkeiten gibt es jeweils?

o, e

d)
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19. UMLAUF

Zeichne die gestrichelte Linie in ein Wiirfelnetz.
(Bezeichnungen wie in Aufgabe 18.)

- In einer quaderférmigen Schachtel ABCDEFGH mit

AB = AE =2 und BC = 4 sitzt eine Spinne in S und ihr Opfer in O.

Auf welchem Weg muss sich die Spinne anschleichen, um ihr Opfer zu erreichen?

Zeichne verschiedene Netze und suche den kiirzesten Weg.

Wie lang ist er (auf Zehntel gerundet)?

a) S ist die Mitte von [AB], O ist die Mitte von [GH].

b) S ist die Mitte von [AB], O = H.

¢) S liegt im Viereck ABFE 0,5 von [AB] und | von [AE] entfernt, O ist die Mitte
im Viereck EFGH.

. TURMSPITZE

Im pyramidenférmigen Dach eines Kirchturms sitzt eine Spinne in der Mitte S
des Dreiecks ADE und ihr Opfer in der Mitte O des Dreiecks BCE.

Wie lang ist der kiirzeste Weg von S zu O?

Zeichne verschiedene Netze und suche darin den kiirzesten Weg.




7.2 Volumen

Bei der Raummessung macht man’s wie bei der Flichenmessung. Als Raumeinheit
dient ein Wiirfel mit der Seitenlidnge 1: der Einheitswiirfel. Will man den Rauminhalt
(das Volumen) eines Kdorpers messen, S0 muss man feststellen, wie oft der Einheitswiir-
fel im Korper enthalten ist. Passt er zum Beispiel genau 3 - 4 - 6mal in einen Quader,
dann sagt man: Der Quader hat das Volumen 72 (=3-4-6). 72 ist die Malizahl beziig-
lich der gewiihlten Raumeinheit. Gewdhnlich bezeichnet man das Volumen mit V. Fir
einen Quader mit den Kantenldngen a, b und c gilt — wie wir schon wissen

Quadervolumen:
Volumen des Quaders 45081
V =abc
)
= ) J// i - _--/

Einheitswiirfel

In der Geometrie sind Volumina reine Zahlen. In der Wirklichkeit gibt man den Raum-
einheiten Namen, die man von den Lingeneinheiten ableitet: Zum Beispiel ist 1 Kubik-
meter = | m* das Volumen eines Wiirfels mit der Kantenldnge 1 m. Entsprechend sind
in Gebrauch 1dm?, 1 cm® und | mm’.
Achte auf die Umrechnungszahl 1 000: 1 m®=1000dm’ (= 10001)

1 dm? = 1000 ecm’

I em?® = 1000 mm?

Bei komplizierteren Kérpern ist es schwieriger, das Volumen zu berechnen. Eine nahe-
liegende Eigenschaft des Rauminhalts hilft uns dann weiter:

Zerlegung in dreiseitige Prismen

Zerlegt man einen Korper in Teilkorper, so ist sein Vo-
lumen gleich der Summe der Volumina der Teilkorper. e \\




Volumen des geraden Prismas

Jedes Prisma lésst sich in dreiseitige Prismen zerlegen. Deshalb suchen wir eine Formel
fiirs Volumen dreiseitiger Prismen. Sie ist recht einfach, wenn die Grundfliche ein
rechtwinkliges Dreieck ist. Ein solches Prisma kann als halber Quader aufgefasst wer-

den, sein Volumen ist V - abh. Kiirzt man mit G den Inhalt —- ab der Prismengrund-

,_} [

fliche ab, so ist V= Gh.

C;l

r
-

Quadervolumen: abh

Prismavolumen: abh=Gh V=Gh+Gh =[G+ G,Jh =Gh

Jedes dreiseitige Prisma ldsst sich in zwei dreiseitige Prismen zerlegen, die rechtwink-
lige Dreiecke als Grundflichen haben, siehe Bild.
Ist ein gerades Prisma in n dreiseitige Prismen zerlegt, so gilt:

N=Vi+ Vst .. +NV,
=€nh+Gh+ o +Gh
=(G; + G, + ... + G,)h = Gh.

Wir merken uns

Volumen des Prismas

V = Gh

Diese Formel gilt auch fiirs schiefe Prisma. Dabei ist h der Abstand der Ebenen, in de-
nen Grund- und Deckfliche liegen.

gescherte Prismen sind volumengleich




Aufgaben

1. Berechne die fehlenden Stiicke eines geraden Prismas

Inhalt G der | Umfang u der | Hoheh | VolumenV Inhalt S der
Grundfliche | Grundfliche Oberflache
:_1_) 2,5 12,5 8 |
b) -I8 36 90
-c) _ 0,24 . 2.4 6 vy
d) _ | o7 0077 | 127
e) 0,3 | 0,7 6,27

2. Ein gerades Prisma hat als Grundflidche ein gleichschenklig-rechtwinkliges Drei-
eck mit einer Kathetenlinge 4. Die Hohe des Prismas ist 6. Berechne das Volu-
men.

3. Bei der Herstellung einer Steinsdule wird von der zunichst quadratischen Quer-
schnittsfliche (Seitenlinge a = 20 cm) an jeder Ecke ein gleichschenklig-rechtwin-
kliges Dreieck (Kathetenlinge b = 4 cm) weggeschliffen.

Berechne das Volumen der entstehenden achtkantigen Sdule mit der Hoéhe
h = 80 cm.

4. Das Profil eines 50 km langen Kanals ist ein gleichschenkliges Trapez, die Grund-
seiten sind 6 m und 8 m lang, die Hohe ist 2 m.
a) Wie viel Kubikmeter Wasser enthilt der volle Kanal?
b) Wie viel Wasser flieBt in einer Minute an einem Fischer vorbei, wenn die Stro-
mungsgeschwindigkeit 0,5 m/s betrigt?

3. HAUS

Berechne das Dachvolumen und das Volumen des gesamten umbauten Raums.

6. Ein dreiseitiges Glasprisma hat als Grundfliche ein gleichschenklig-rechtwinkli-
ges Dreieck. Die Hohe und die Katheten sind 8 cm lang. Die Dichte von Glas ist
2,21 g/cm?.

Berechne die Masse.




T

10.

VASE

Eine Tonvase hat als Grundfliche eine Raute. die Diagonalen haben die Lingen
AC =20 cm und BD = 10 cm. Die Diagonalen der inneren Rauten sind 17 c¢cm und
8 cm lang.
Der Boden ist 2 em dick und die Vase ist 15 cm hoch.
a) Wie viel cm® Wasser sind in der Vase, wenn sie bis 2 cm unter den Rand geftillt
ist?
b) Wie viel cm® Ton waren zur Herstellung notig?
2 c
@

B

LiA

_— |

SCHWIMMBECKEN

Ein Schwimmbecken hat die Gestalt eines vierseitigen Prismas. Wie viel Kubik-
meter fasst es, wenn es randvoll ist?

Der Quader ABCDEFGH hat die Kantenlinge AB =5, BC = 4 und AE=17.

Der Punkt K liegt so auf [BF], dass BK = 4 ist. Eine Ebene durch EK, die senk-

recht auf dem Rechteck ABFE steht, zerlegt den Quader in zwei Korper.

a) Fertige eine Skizze an.

b) Berechne die Volumina der beiden entstehenden Prismen.

c¢) Berechne die Inhalte der Oberflichen von Quader und Prismen (verwende ni-
herungsweise EK = 5,8).

TREPPE

Wie viel m’® Beton braucht man zum GieBen der Treppe?




11. Im Quader von Aufgabe 9. liegt L so auf [AE], dass LE = 2,5 ist. M ist der Mittel-

»]2.

punkt von [BF]. Eine Ebene durch LM, die senkrecht auf dem Rechteck ABFE

steht, zerlegt den Quader in zwel Korper.

a) Fertige eine Skizze an.

b) Berechne die Inhalte der beiden Prismenoberflichen (verwende ndherungs-
weise LM = 5.1).

¢) Berechne das Verhiltnis der Volumina der beiden Prismen.

d) Wohin miisste der Punkt M auf [BF] verlegt werden, damit beide Prismen den-
selben Rauminhalt haben?

Ein dreiseitiges Prisma hat als Grundfléiche ein Dreieck mit den Seitenldngen 3, 4
und 5. Es soll durch drei geradlinige Schnitte in sechs volumengleiche dreiseitige
Prismen zerlegt werden, jeder Schnitt geht durch eine Ecke.

Wie muss man schneiden? Begriindung!




8. Kapitel
Schrigbild




8.1 Parallelprojektion

Parallelprojektion eines Wiirfels in eine waagrechte Ebene

Schiefe Projektion

e Schrigbild
Schrigbild

1 ILDEBENE

BILDEBENE

Wiirfel-Grundfliche parallel zur Bildebene Wiirfel in allgemeiner Lage

Normalbild Normalbild

Senkrechte Projektion

159




Beleuchtet man einen Kérper mit parallelem Licht (zum Beispiel mit Sonnenlicht), so
heiflt der Schatten, der auf eine ebene Fliche {Bl]dcbcrm fallt, Parallelprojektion des
Korpers. Dabei wird jeder Punkt des Korpers auf einen Schattenpunkt in der Ebene ab-
gebildet. Mit Parallelprojektion bezeichnet man sowohl die Abbildung als auch das ent-

stehende Schattenbild.

Definition:

Eine Abbildung eines Korpers in eine Ebene heil3t Parallelprojektion, wenn die Ge-
raden, die Urbild- und Bildpunkt verbinden, parallel sind. Diese Verbindungsgera-
den heillien Projektionsgeraden.

Stehen die Projektionsgeraden senkrecht auf der Bildebene, so nennen wir die Abbil-
dung Normalprojektion oder senkrechte Parallelprojektion oder urthn;_,omle Parallel-
projektion, das Bild heiBt dann Normalbild. Andernfalls nennen wir die Abbildung
schiefe Parallelprojektion, das Bild heilit dann Schrigbild.

Aus der Definition der Parallelprojektion lassen sich einige wichtige Zusammenhinge
ableiten. Sie helfen uns beim Zeichnen von Schrig- und Normalbildern.

(1) B, C.
7 ; B. (3) A -‘T\
- A.B.]|IC.D] alse [AB||[CD] -
A ol \G/
& (2) _
5 e
A
g /0 A, / D, -
53? Cs 6\ 4\
= & \/
L <

\: @\ AB.J|E aso A,B,=AB
s - A B, i also A BH.=

(1) Strecken werden im Allgemeinen auf Strecken abgebildet. Liegt die Strecke in der
Projektionsrichtung, dann wird sie zu einem Punkt.
Begriindung: Die Projektionsgeraden durch A;B, bilden eine Ebene (Projektions-
ebene), die die Bildebene in der Geraden AB schneidet.

2) Sind zwei Strecken parallel, dann sind auch ihre Bilder parallel.
Begriindung: Die Projektionsebenen durch A,B, beziehungsweise durch C,D, sind
parallel. Sie schneiden deshalb aus der Bildebene parallele Geraden
aus.

(3) Aus jeder Strecke, die zur Bildebene parallel ist, wird eine gleich lange Bildstrecke.
Begriindung: Man legt durch A B, eine Ebene F parallel zur Bildebene E. Die Pro-
5Lk[!0llxehtﬁl‘lﬂ durch AyB, schneidet die parallelen Ebenen E und F in
den Parallelen AjB, und AB. Weil auch B,B und A A parallele Pro-
jektionsgeraden sind, ist A,ABB, ein Parallelogramm und daher
AB = A B,.
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(4) und (5) G

AN

<
EbenelA.B.C.)|E also AAB.C.= AABC
(4) Jeder Winkel, der zur Bildebene parallel ist, wird auf einen gleich grofien Winkel ab-
gebildet.

Begriindung: Der Winkel B,A,C, ist so grol wie der Winkel BAC, weil die Dreiecke
AyB,C, und ABC kongruent sind (SSS).

(5) Jede Figur, die zur Bildebene parallel ist, wird auf eine kongruente Figur abgebildet.
Begriindung: Weil alle Streckenlingen und WinkelgroBen unverindert bleiben,
sind Figur und parallele Bildfigur kongruent.

(6) B.

(6) Ist eine Strecke [A,B,] n-mal so lang wie eine dazu parallele Strecke [C,Dyl, so ist
auch die Bildstrecke |[AB] n-mal so lang wie die (dazu parallele) Bildstrecke [CD].
Begriindung: fiir n = 2: Wir erginzen C,DB;A, mit dem Punkt X, zu einem Paral-

lelogramm. Darin ist M, der Diagonalen-Schnittpunkt und D;M, die
Mittelparallele. Das Bild des Parallelogramms ist wegen (2) das Par-
allelogramm CXBA. Das Bild von DyM, lduft durch M parallel zu
BX. ist also Mittelparallele in CXBA. Deshalb ist AB = 2CD.
Den Fall n # 2 kann man auf den Sonderfall n = 2 zuriickfiihren. Der
Beweis ist aber ziemlich langwierig.

Sind die Strecken nicht parallel, dann gilt (6) nicht.




(1) bis (6) sind die Eigenschaften jeder Projektion. Speziell fiir die senkrechte Projektion
gilt:
(7) Jeder rechte Winkel, von dem ein Schenkel (oder beide) parallel zur Bildebene ist,

wird auf einen rechten Winkel abgebildet (auller der andere Schenkel liegt in Projek-
tionsrichtung).

Begriindung: Liegt der rechte Winkel A,S,B, schon parallel zur Bildebene E, dann
wird er wegen (4) auf den rechten Winkel ASB abgebildet. Dreht man
den Winkel um den zu E parallelen Schenkel [S,A,, so bleibt er ein
rechter und sein Bild dndert sich nicht, weil der andere Schenkel
[S;B in der Projektionsebene S,SB liegt.

Dreht man den Winkel schlieBlich so weit, bis der zweite Schenkel in
Projektionsrichtung liegt, so wird aus diesem Schenkel ein Punkt
und das Bild des rechten Winkels verkiimmert zur Halbgerade [SA].

Aus (7) folgt sofort, dass das Bild eines Rechtecks. von dem eine Seite parallel ist zur
Bildebene, wieder ein Rechteck (oder eine Strecke) ist.

Damit ein Rechteck mit einer zur Bildebene parallelen Seite als Rechteck abgebildet
wird, muss die Projektionsrichtung nicht einmal senkrecht zur Bildebene sein, es ge-
nugt sogar, dass sie senkrecht zu dieser Seite ist.
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8.2 Konstruktion von Schrigbildern

Ein Schrigbild ist das Bild eines Korpers bei schiefer Parallelprojektion. Seine Gestalt
hingt nur von der Projektionsrichtung ab. Diese Richtung ldsst sich zum Beispiel mit
zwei Winkeln festlegen. Welche Rolle sie spielen, erkennt man am besten, wenn man
eine Strecke abbildet, die senkrecht auf der Bildebene steht.

Als Auftreffwinkel T (7 + 90°) bezeichnen wir den Winkel zwischen einer Projektionsge-
rade und dem Bild dieser senkrechten Strecke.

A

0°<¢=90°

r heiBt auch Winkel zwischen Projektionsgerade und Bildebene. Allgemein versteht
man unter dem Winkel ¢ zwischen einer Gerade g und einer Ebene E den Winkel zwi-
schen der Gerade g und ihrer senkrechten Projektion g’ in dieser Ebene. Je nach Grofle
des Auftreffwinkels ist die Bildstrecke linger, kiirzer oder genauso lang wie das Origi-
nal. Der Quotient Bildstreckenlinge/Originallinge heiit Verzerrung v. Fiir 7= 45 ist
v = 1, fiir < 45° ist v > 1, das heiBt, das Bild ist linger als das Original und fir
7> 45° ist v < 1, das heiBt, das Bild ist kiirzer als das Original.

Winkel zwischen Gerade und Ebene

p =<X{g.E = <lg.g)

A
"f"""""j‘_ R o 0°=w+<360°

Als Frontwinkel @ bezeichnen wir den Winkel zwischen dem Bild und einer beliebig
festgelegten Richtung in der Bildebene. Der Frontwinkel hat keinen Einfluss auf die
Verzerrung v.

Die Wahl von v und w ist beliebig. Sind v und @ (mit zugehoriger Bezugsrichtung) be-
kannt, so liegt das Schrigbild fest.
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Gewdhnlich projiziert man in eine waagrechte oder lotrechte Ebene. In der Bildserie
rechts sehen wir einen Wiirfel und sein Schriigbild (Schatten) in einer waagrechten
Ebene. Schau die Bilder genau an und mach dir die Wirkung von o und 7 aufs Schrig-
bild klar.

Sechskantrohr in Militirprojektion
{v=1)

Eine von vielen méglichen Projektionen in eine waagrechte Ebene ist die Militarprojek-
tion: Der Grundriss erscheint in wahrer GroBe, der Frontwinkel  ist 90°. Die Verzer-
rung v ist an sich beliebig wihlbar, doch nimmt man oft den Wert 1 (also 7 = 45°). denn
dann sieht man auch die Héhen in wahrer Gréf3e. Im Schrigbild sehen wir ein Sechs-
kantrohr, dessen dufBere Seitenflichen Quadrate sind. Die Militirprojektion findet man
in Architekturzeichnungen und in manchen Stadtplinen.

Miinchner
Residenz mit
Hofgarten
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uberall ist v = 0.5

Die schrige Projektion in eine senkrechte Ebene heif3t Kavalierprojektion: In wahrer
Grolle erscheint alles, was parallel ist zur (senkrechten) Bildebene — dafiir ist der
Grundriss verzerrt. Wir vereinbaren: Der Frontwinkel » hat den Wert 0. wenn das Licht
genau von rechts einfillt, der Schatten also waagrecht nach links fillt. Andere Projek-
tionen sehen wir in der Tabelle. Die Schrigbilder, die wir in der Schule zeichnen. beru-
hen meistens auf dieser Kavalierprojektion.

¥
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Schrigbild-Zeichnung

Wir stellen uns vor, dass der Korper auf einer waag-
rechten Unterlage steht und in eine lotrechte Bild-
ebene E projiziert wird. Im Beispiel sehen wir ein
Haus und seinen Schatten auf einer senkrechten
Wand. Betrachten wir diese Anordnung genau von
vorn (Frontsicht), dann sehen wir den Schatten und
die Hausfront, also Héhe und Breite des Hauses, in
wahrer Grolle; dieses Bild heiBt Aufriss,

Betrachten wir die Anordnung genau von oben
(Draufsicht), dann sehen wir die Bildebene E als Ge-
rade, den Hausschatten als Strecke darin und den
Grundriss des Hauses in wahrer Grofe.

o —
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GEGEBEN ] /\

GESUCHT|  Schrigbilder fiir v =0,5

Im néchsten Beispiel haben wir einem Haus noch einen schiefen Balken verpasst; er
soll uns als optische Stitze helfen, leichter zwischen Vorder- und Hinterseite zu unter-
scheiden. Jede Strecke, die parallel ist zur Bildebene, erscheint in der Bildebene als
gleich lange Strecke. Deshalb suchen wir uns im Grundriss eine solche Strecke. zum
Beispiel [AB], und zeichnen sie dort, wo genug Platz ist fiirs Schréigbild, am besten ge-
nau unterm Grundriss. Wir nennen sie Bezugstrecke, weil wir auf ihr das Schrigbild
aufbauen und weil sie einen Schenkel des Frontwinkels festlegt.

Zuerst zeichnen wir das Schrigbild des Grundrisses. Die Bilder aller Strecken. die
senkrecht zur Bildebene liegen — der Grundriss zeigt sie in wahrer GréBe —, bilden mit
der Bezugstrecke [AB] den Winkel w. AuBerdem sind sie aufs v-fache verkiirzt. Auf den
schrigen Grundriss setzen wir jetzt das (gerade) Haus. Von jedem Punkt, der nicht in
der Grundrissebene liegt, miissen wir wissen, wie hoch er iiber ihr liegt. Seine Hohe
entnehmen wir dem Aufriss; wir tragen sie in wahrer GroBe senkrecht zur Bezugstrecke
am zugehorigen Grundrisspunkt an, weil sie ja parallel zur Bildebene E ist.

Hans Holbein

der Jiingere:

Die Gesandten (1533).
Ausschnitt. Die untere
Bildmitte zeigt ein unge-
wdhnliches Schrigbild.
Schaut man von einer
bestimmten Stelle, so
entzerrt es sich zu einem
Totenkopf. Was der
Totenkopf ausdriicken
soll, ist unbekannt, Ist er
ein Hinweis aufs Jen-
seits?




Nachdem man das Schrigbild mit sehr diinnen Linien gezeichnet hat, hebt man die
sichtbaren Kanten deutlich hervor, um dem Schattenbild eine rdumliche Wirkung zu
geben. Der Umriss ist immer sichtbar, ihn zeichnen wir zuerst als dicke Linie. Dann
iiberlegen wir, welche Kanten sichtbar sind und zeichnen sie dick. Obacht: Jedes
Schrigbild erlaubt zwei riumliche Deutungen. Je nachdem, welcher Grundrisspunkt
dem Auge am nichsten ist, gilt die eine oder andere Deutung. (Ubrigens: Nicht alle
Strecken im Schrigbild-Grundriss sind auch Kanten der Grundi‘!d{,hc im fertigen

Haus!)

Ergebnis

s

Ergebnis
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Im zweiten Beispiel haben wir dasselbe Haus auf der Grundrissebene um 37° gedreht.
Der Grundriss zeigt diesen Drehwinkel in wahrer Grofe. Weil sich dabei an den Hé-
hen nichts dndert, brauchen wir keinen neuen Aufriss. Wir konstruieren das Schrigbild
des gedrehten Hauses mit den Werten fiir v und w von vorhin.

Zuerst legen wir im Grundriss die Bezugstrecke [AB] fest: Sie ist wieder parallel zur
Bildebene E, geht durch den untersten Grundrisspunkt und ist so lang, wie das Haus
vor der Bildebene breit erscheint (Abstand der duBeren Lote). Auf [AB] loten wir die
Grundrisspunkte.

Dann zeichnen wir [AB] samt LotfuBpunkten so weit unter den Grundriss, dass das
Haus noch Platz hat, also nicht mit dem Giebel in den Grundriss rutscht. Wir verkiir-
zen die Lote im Grundriss aufs v-fache und tragen sie in Richtung w am zugehdrigen
Lotfullpunkt der Bezugstrecke [AB] an. So entsteht der Grundriss im Schrigbild. Der
Rest ist wie gehabt.

£ IN Fir die w-Werte 45° und 225° entstehen jetzt zwei
= I by grundverschiedene Schrigbilder. Das liegt daran,
A dass wir das Haus gedreht haben. Auch hier gibt
N \ A es zwei rdumliche Deutungen. Der Umriss ist im-
o N o~ mer sichtbar. Die restlichen Kanten, die man im
) o L e einen Fall sieht, sind im andern verdeckt und um-
| gekehrt.
A ‘ . ]-3
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8.3 Normalbild o)
/N‘Jrnml:-,illl \a_

Breite in wahrer Gribe

Ein Normalbild entsteht bei senkrechter Projektion in die Bild- | r )
ebene. Dabei ist v =0, also 7= 90°, w ist nicht sinnvoll definier- f - i
bar. Wegen v = 0 schrumpft jede Kante, die senkrecht zur Bild- l ® =
ebene ist, auf einen Punkt. Deshalb drehen wir den Korper so, f
dass moglichst wenige Kanten senkrecht zur Bildebene sind. [ ® |

.\p\"'w
e
o
\.‘..\«""" e #
o
o
I‘-\
Bestimmung von Tiefenverzerrung W,
e und Hohenverzerrung W, fiir @ =307

= 30°
t=10
Tiefe

Hohe h=10

Normalbild-Zeichnung

Wir stellen uns vor, dass der Korper auf einer waagrechten Unterlage steht. w ist der
Winkel zwischen einer Projektionsgerade und der waagrechten Unterlage. Die Bild-
ebene steht senkrecht auf der vorgegebenen Blickrichtung (= Projektionsrichtung). Die
Breiten sind parallel zur Bildebene und erscheinen deshalb darin in wahrer GroB3e:
b’ = b. Die Hohen und Tiefen verkiirzen sich: h' = h:v,, t'=t-v. v, und v, hingen vom
Winkel @ ab, sieche Bild.

In der Tabelle sind einige Werte fiir ¢, v, und v, zusammengestellt.

(1) 0 30 =57 ! 45 =53 | 60 B0
B = | = T == |

Ve |f R DS L e ~0.7 0,5 = 0,87 1

Vi | 1 ~0,87 | 08 ~0.7 06 | 05 0
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Zuerst legt man die Bezugstrecke [AB] im Grundriss fest. Von [AB] aus trigt man die
mit v, verklirzten Tiefen senkrecht nach oben (oder bei Bedarf nach unten) ab. Auf die
Grundrisspunkte stellt man die mit v, verkiirzten zugehdrigen Héhen. Auch fiirs Nor-

malbild gibt es zwei raumliche Deutungen, siche Bild.

GEGEBEN| | / A\

5
5 ]
1 } -
& GESUCHT| Normalbild fiir p=30
’(,'
N,
1
H:l -
Y
o b
= , 4
. ',
\ \
. . L
B %,
‘1‘ ™ b -
i
5, \\ i 16
\'\_ i
r"’- )
A B
IS
4
b |

abtragen senkrecht nach oben

Ergebnis

abtragen senkrecht nach unten
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Normalbilder wirken natiirlicher als Schrigbilder.

Sechskantrohr im Schriighild (w=30% v=0,66) Sechskantrohr im Normalbild (p=20°)

> il m;c;‘:ﬂrl <-_ \I'l
SCHREEKBIj)J 7 SCHRAGBILDER — “— _/

HKGNNER MEHMEN [ =
MORMALBIL 1)




Aufgaben

1.

AUGSBURGER
RATHAUS

TRAUMKUCHE

174

ANSICHTEN

Welche Ansichten sind im Schrigbild, welche im Normalbild gezeichnet?

Stelle bei den Schrigbildern fest, ob sie durch Militiir- oder Kavalierprojektion
entstanden sind.
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ST. ETIENNE, i,  KIRCHE UL
CAEN -

2. Die Bilder zu den Aufgaben 25.e) und f) im Kapitel 6 zeigen ein regelmiBiges
Achtflach und einen Wiirfelstumpf; beide sind in einem Wiirfel eingebaut.
Zeichne die beiden Koérper (ohne Wiirfel) in Grund- und Aufriss.

(Die Rissebenen sind parallel zu Seitenflachen des Wiirfels.)

3. WOHNRAUM

Das Bild zeigt den Grundriss einer 2,50 m hohen Wohnung. Zeichne die Wohnung

in Militdrprojektion fiir v=0,5. Die Bezugstrecken sind links oben und rechts
oben angedeutet.

Vi 1m 15
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HAUS

Die Tiir hat die Breite 2. Alle Fenster (mit Laden) sind kongruent.

a) Bestimme durch Messung Breite und Hohe von Tiir und Fenstern (ohne Li-
den).

b) Bestimme durch Messung die Héhe (mit und ohne Dach), Breite und Tiefe des
Hauses. Der Aufriss ist symmetrisch.

¢) Zeichne den Grundriss.

d) Zeichne das Haus in Militdrprojektion fiir v=1, v=0.5 und verwende
I =2 0,5 cm. Lege die Bezugstrecke parallel zur Diagonale des Grundriss-Recht-
ecks.

e) Zeichne ein Netz des Dachs und berechne niherungsweise den Inhalt der
Dachfliche.

EINHEITSWURFEL

Schrighild ot Mormalbild

\% : < >
51 e |

W

Breite

5. SOMAWURFEL

176

Setzt man kongruente Wiirfel Fliche an Fliche so zusammen, dass kein Quader
entsteht, so gibt es bei drei Wiirfeln nur eine Maglichkeit, bei vier Wiirfeln sechs
Mdoglichkeiten.

= | § ) £

=]

Erstaunlicherweise lassen sich diese sieben Somateile zu einem Wiirfel (Kanten-

linge?) zusammenbauen.

a) Zeichne die Somateile in Grund- und Aufriss.

b) Zeichne die Somawiirfel im Schriigbild, verwende S2.

¢) Zeichne die Somateile in Militarprojektion mit v= 1 oder v = 0,6. (Drehung
siehe Bild, Bezugstrecke auf Gitterlinie)

d) Zeichne die Somateile im Normalbild, verwende N2.




SOMASOFA

Auch das Somasofa ist aus den sieben Somateilen von Aufgabe 5. zusammenge-
setzt.

Zeichne es (ohne verdeckte Kanten) im

a) Schriigbild mit beiden rdumlichen Deutungen, verwendet S1.

b) Normalbild mit beiden rdumlichen Deutungen, verwende N1.

¢7. WURFELSCHNITTE
Von einem Wiirfel der Kantenlinge 4 ist ein Stiick abgeschnitten. Grund- und

Aufriss zeigen den Restkorper. (Aufriss oben).
a) Zeichne den Wiirfelrest im Schrigbild (wie S1, Kanten doppelt so lang).
b) Zeichne den Wiirfelrest im Normalbild (wie N1, Kanten doppelt so lang).
¢) Konstruiere die ebenen Schnittflichen in wahrer Grofe.

a) b) c) d) e) f)

e =

g) : h) i)

SCHRAGNORMAL
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8. SCHRAGNORMAL
Gegeben sind der Grundriss eines Wiirfels und die Bezugstrecke.
a) Zeichne den Wiirfel im Schrigbild mit v = 0,5 und o = 45°.
b) Zeichne den Wiirfel im Normalbild mit v, = 0,5 und v, = 0,87. Wenn du sorg-
faltig zeichnest, wirst du feststellen, dass er in der Hohe geringfiigig von un-
serm Standardwiirfel abweicht. Wie grof3 ist die Abweichung?

B




10.

e11.
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o T

ABCD istein  /[||\
Quadrat

PYRAMIDENSCHNITT

a) Zeichne die Pyramide mit Schnittfliche in Normalbild.
(Stelle zwei passende »Normalwiirfel« aufeinander und dann die Pyramide
hinein!)

b) Zeichne die Schnittfliche DAXY in wahrer Gréle.

¢) Zeichne von beiden Teilkorpern ein Netz, verwende | £ 2 cm.

Eine Pyramide hat als Grundflidche ein regelmifBiges Sechseck der Seitenlinge 4.
Die Spitze liegt 10 Einheiten senkrecht {iber der Sechseckmitte.

Zeichne die Pyramide

a) im Schrigbild mit v = 0,5 und w = 30°

b) im Normalbild mit v,= 0,6 und v, = 0,8.

STELLA OCTANGULA

STELLA OCTANGULA

a) Zeichne in einem Wiirfel die drei Flachendiagonalen von einer Ecke aus und
verbinde ihre Endpunkte. Es entsteht ein regelmifBiges Tetraeder (Vierflach).
Es gibt zwei Moglichkeiten; zeichne sie getrennt im Schrig- und im Normal-
bild.

b) Zeichne in ein und demselben Wiirfel beide Tetraeder von a). Sie durchdrin-
gen sich und bilden einen achtzackigen rdumlichen Stern. Zeichne ihn nur mit
sichtbaren Kanten im Schrig- und Normalbild.
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12. ZELTDACH

Das Bild zeigt ein Haus mit einem Zeltdach. Die Spitze liegt senkrecht iiberm

Mittelpunkt des Grundriss-Rechtecks.

a) Warum ist das ein Schrigbild?

b) Wie tief und wie hoch (mit Dach) ist das Haus, wenn es 10 m breit ist und
v=10,5 ist?

¢) Welche Dreieckshiéhe im Dach erscheint in wahrer Grofle? Warum?

d) Zeichne das Haus mit seiner schmalen Seite in wahrer GréBe.

e) Zeichne das Haus so, dass Grundriss und Hohe in wahrer GroBe erscheinen.
Die Bezugstrecke bildet 45° mit einer Gitterlinie.

Breite

. ZWOLFFACH

Zeichne die Normalbilder ab. Setze jeweils auf den Wiirfel ein pyramidenférmi-
ges Zeltdach: Die Spitze liegt halb so hoch iiberm Quadratmittelpunkt, wie der
Wiirfel hoch ist.
Verpasse auch den restlichen Seitenfldchen solche Pyramiden: ein Zwdélfflach ent-
steht.
a) Warum sind die Wiirfelkanten nicht mehr Kanten im Zwdlfflach?
Grenze das Zwdolfflach deutlich mit Farbe vom Wiirfel ab.
b) Zeichne das Zwolfflach im Grundriss, sodass der Wiirfel als Quadrat er-
scheint.

- e R ¢) Bestimme die Anzahl e der Ecken, f der
/ Flichen und k der Kanten und bestitige
die Euler-Beziehung: e + f=k + 2.
d) Was fiir eine besondere Form haben die
Seitenflachen?
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*14. VERDACHT

PULTDACH SATTELDACH WALMDACH SATTELDACH

Grund- und Aufriss zeigen einige Dachformen. Setze das Dach jedesmal auf
einen Wiirfel und zeichne das Ganze nur mit sichtbaren Kanten im Schrig- oder
Normalbild mit jeweils beiden rdumlichen Deutungen. (Wenn nichts vermerkt ist,
liegen in den Normalbildern alle Ecken auf Gitterpunkten.)

Fiir die ersten sechs Dacher wihle man die Wiirfelkanten doppelt so lang wie bei
S1 oder NI.

RHOMBENDACH KREUZDACH

UBERECK-

T N TR

Wihle fiir die letzten drei Dicher die Wiirfelkanten dreimal so lang.

Mansard Giebeldach (wie S2 oder N2)

Kriippelwalmdach (wie S2 oder N2)

Faltdach (wie S1 oder NI, im Normalbild liegen zwei Ecken nicht auf Gitter-
punkten).

= FALTDACH
KRUPPEL-

WALMDACH
MANSARD- [
GIEBELDACH




e 15, a)

b)

Verbinde die Punkte (1]5), (8|1), (15]5), (15]13), (8]17), (1]13) und (8/|9) so
miteinander, dass ein Wiirfel-Normalbild entsteht, und strichle die verdeckten
Kanten. Nimm 1 £ 1 cm.

Zeichne diinn in jede Seitenfldche eine kantenparallele Mittellinie so ein, dass
sie windschief ist zur Mittellinie einer angrenzenden Seitenflache. Eine Mittel-
linie ist ungefihr 8 lang. Zeichne diinn mit andrer Farbe eine Strecke der
Lange 5 so in jede Mittellinie, dass die Endpunkte von den Kanten gleichen
Abstand haben.

Verbinde jeden Streckenendpunkt mit den ndchstgelegenen vier Streckenend-
punkten angrenzender Seitenflachen: Es entsteht das Normalbild eines beinah
regelmédBigen Zwanzigflachs. Hebe die sichtbaren Kanten deutlich hervor.

Eschers Trick:

Zwei Deutungen in einem Bild.

> SCHONEN GRUB VON “‘“--a ﬁ\ \

OSCAR REUTERSVARD \{ﬁ
AUS STOCKHOLM !

WANN ICH SEINEN KORPER IN GRUND- I|
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9. Kapitel

Vektoren




Verschiebt man eine Strecke [AB] parallel, dann bestimmen Strecke [AB] und Bild-
strecke [A'B’] ein Parallelogramm.

Wenn man ein Fiinfeck ABCDE verschiebt, dann bewegt sich jeder Punkt gleich weit in
dieselbe Richtung. »gleich weit in dieselbe Richtung« lisst sich auch mit einem Pfeil fest-
legen: Die Pfeilrichtung sagt, wohin es geht, und die Pfeillinge sagt, wie weit es geht.

A Y
= Y

Alle Pfeile, die gleich lang sind, und in die gleiche Richtung zeigen, also gleichgerichtet
sind, beschreiben dieselbe Verschiebung. Als Sammelbegriff fiir eine Menge aller gleich
langen und gleich gerichteten Pfeile verwendet man die Bezeichnung Vektor. Jeder Pfeil
der Menge heilit Reprisentant des Vektors. Oft nennt man auch die Pfeile kurz und
biindig Vektoren. Das ist so dhnlich wie bei den Briichen, wo zum Beispiel die Zahl mit

. ; . o il | 2
dem Wert 0,5 durch unendlich viele Reprisentanten wie —- oder o oder ... dargestellt

wird.

Bezeichnungen: Reprisentant und Vektor kennzeichnet man mit Anfangs- und End-
punkt und einem Pfeil dartiber oder nur mit einem kleinen Buchstaben
und einem Pfeil dariiber.

Fiir Verschiebungen gilt der sofort einleuchtende

Satz:

Fiithrt man zwei Verschiebungen v und w nacheinander

aus, so gibt es eine Verschiebung s, die dasselbe leistet.

| o

o
2
I
0

Auf den Beweis verzichten wir. Dieser Satz dient zur
Definition der Summe zweier Vektoren:

Definition:

Fiihrt die Verschiebung § zum selben Ergebnis wie die Nacheinanderausfiihrung der
Verschiebungen v und w, so nennt man § den Summenvektor von Vv und W und
schreibt: S=v+ W

Bei der Vektoraddition verwendet man dasselbe Pluszeichen wie bei der Zahlenaddi-
tion, weil beide dieselben GesetzmiBigkeiten haben.
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(E) Eindeutige Existenz:

(k) Kommutativ-Gesetz:

(A) Assoziativ-Gesetz:

(N) Neutrales Element:
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Zu je zwei Vektoren @ und b
gibt es immer einen eindeu-
tigen Summenvektor S.

S=i+b

AC =AB +BC

Zeichnerisch addiert man
zwei Vektoren so:

An die Spitze des ersten
Pfeils setzt man den Full des
zweiten. Der Summenpfeil
reicht dann vom Ful} des er-
sten bis zur Spitze des zwei-
ten Pfeils. Welchen Pfeil
man zuerst nimmt, ist egal,
denn es gilt das

Die Reihenfolge spielt beim
Addieren keine Rolle.
i+b=b+4,

AB +BC =AC

AD +DC=AC

Bei der Addition dreier Vek-
toren liefern beide Klamme- Bz
rungen dasselbe Ergebnis:

(A+b)+é=d+(b+0

=d+b+¢

deswegen kann man die

Klammern auch weglassen. A
Man sieht das leicht ein, =%
wenn man die Eigenschaft E <
ausnutzt: :
(AB+BC)+CD =AB +(BC +CD)
=AC +CD=AD =AB +BD =AD B d+(b+2)
Es gibt einen Vektor, der

beim Addieren nichts be-

wirkt, den Nullvektor ﬁ bei

thm fallen Anfangs- und

Endpunkt zusammen. We-

gen seiner Linge null hat er

keine Richtung.

i+0=4, AB+BB =AB

s U
b




(1) Inverse: Zu jedem Vektor d gibt es
einen Gegenvektor —d. —4d
macht die Verschiebung a
riickgingig.

i+ (—a)=0
THiBA AR =0,

also ist BA der Gegenvektor
zu AB:

E=—-7B

Wenn die Addition in einer Menge so erklart ist, dass die Gesetze EKANI gelten, dann
nennt man die Menge auch eine kommutative Gruppe. Beispiele fiir kommutative Grup-
pen sind

— Menge der Vektoren

— Menge der ganzen Zahlen Z

— Menge der rationalen Zahlen Q

— Menge der Drehwinkel.

Aus Bequemlichkeit fiihrt man auch eine Vektorsubtraktion ein. Man erklart sie mit der
Addition: Unter b — @ versteht man die Summe von b und dem Gegenvektor von 4.

(ﬁ—ﬁﬁ54t—5w

Zeichnerisch kann man aber dllﬂ..h so vorgehen:
Man zeichnet die Pfeile @ und b vom gleichen Punkt aus. Der Differenzvektor b-3
reicht dann von der Spitze von a zur Spitze von b.

GEQ 8 MAG ANDRE FREUN

ICH HAB FREI BIS GEC 83/
P, SR




Aufgaben

KOSY ist die Abkiirzung von Koordinatensystem, O ist der Ursprung im KOSY.

tn

6.
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Zeichne in ein KOSY das Viereck ABCD und verschiebe es mit v = 0B 7
zum Viereck A'B'C'D’. : 1 O 11
Verschiebe dann mut w =CA das Viereck A'B'C'D’ zum Viereck A"B’'- 3
C'D",

Die Verschiebung § =v + w fiihrt ABCD direkt in A"B"C"D" iiber.
Bestimme die Koordinaten von X und Y, wenn gilt § =0X =XY.
a) A(1|1), B(4|1), C(3|4), D(0]3)

b) A(1|1), B(5]0), C(3|2), D(3|5)

Zeichne in ein KOSY die Punkte A(—1|—2), B(3|0), C(2|2), D(0|1) und E(—2]3).
Bestimme die Punkte V, W, X, Y und Z so, dass gilt:

v=AV =WB =XC —I}Y' ZE.

a) V=0A b) ¥=A0 <¢) v=CD

Zeichne in ein KOSY A(1]0), B(4|2) und C(2|4).
Zeichne den Summenvektor.
a) AB AC b) AB +CB C} CB + BA

d BC +BA +CA e) AB+BC +CA

Zeichne A(1]1), B(4|1), C(6]3) und D(3]4) in ein KOSY. Die Vektorena, 6
b und @ sind definiert durch @ =AB, b =BC und ¢ =CD. 007
Driicke folgende Vektoren mit 4, b und ¢ aus: 0

a) AC b)) CA «¢) DA d) BD
Zeichne das Fiinfeck ABCDE mit A(0|0), B(3]0), C(4|1), D(4|4) und E(1|3).

d, b, € und d sind festgelegt durch @ = AB, b = 2BC, c—c'i'j' und d = DE.
Driicke folgende Vektoren mit A, B, C, D und E aus:

a) a+b b) -b—¢ ¢)da+b+c+d d) —{hu--:Eh e) —b—(3+79)

o

Vereinfache 0L e
a) UV +VW b) AB +CA c) RS —RT

d) AB+TA + BT e) XY-ZY —XZ

Bestimme X:

a) AB+x=0 b) AB+%=AC ¢) AB-%i=AC-AD

ABCDEF isl ei_n rt:gi:]ﬂliil?:igcs Sechseck mit 4 =AB, b =BC und ¢=CD.
a) ED b} DE ¢ FD d) FC
e) FB ) FA g) AD




Griechisches Alphabet

Ad Aa
BB Bg
tr_f I Vv
Adt 43
E & E ¢
Z T
H ) Hn
07 69
L o
K « K »
AAd A3
Mu My

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta
lota
Kappa
Lambda
My

Nvr Ny
2t B¢
0 o 0 o
Me =
P P o
er MY
Iira=
y{)' ¥ v
Pp D¢
X,{ Xy
‘Vw' lpy)
()iar 2w

Omikron
Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi

Chi

Psi

Omega
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Wortkunde: Griechisch

Stamm enthalten in wirtlich iibersetzt Bedeutung
afiopa  Werschitzung, Axiom (das) Grundvoraussetzung
axioma Forderung
Bacig  Schritt, FuB Basis Schritt Grundlage, -linie, -fliche, -zahl |
basis Grundlage basieren auf beruhen auf, sich griinden auf
L E = : i —
¥ Erde. Feld Geometrie Landmessung Lehre von den ebenen und |
gd Land, Grund rdumlichen Figuren
YEL)- (Vorsilbe) Geografie Erdbeschreibung Erdkunde
geo- Geologie Erdwissenschaft Lehre von Entstehung und
Bau der Erde
| geozentrisch erdmittelpunktig auf die Erde als Mittelpunkt bezo+
| 2en
: ypagewv (ein)ritzen, schreiben | Grafik Schreib-, Zeichenkunst Sammelbegniff fiir Holzschnitt,
grafein  zeichnen | Kupferstich, Lithografie und
ypappa  Buchstabe, (In)Schrift Handzeichnung
gramma Geschriebenes, Griffel Schreib-, Zeichenstift |
Zeichnung Fotografie Lichtzeichnung Verfahren zur Herstellung von Bil4
(ypdpeLy ist verwandt mit dern, die durch Licht erzeugt wer-
| skerbenc) ' den
| Geografie Erdbeschreibung Erdkunde
! Paragraf Danebengeschriebenes mit § numerierter kleiner Ab-
| schmitt
[ Parallelogramm Nebeneinandergeschriebenes  Viereck mit parallelen Seiten
Programm Vorhergeschriebenes festgelegter Ablauf einer Veran-
| staltung, von Befehlen (Computer-
[ Programmierung)
| Pentagramm Funfzeichnung fiinfzackiger Stern, Drudenful
Diagramm zeichnerische Veranschaulichung |
Telegraf, -gramm  Fernschreiber, -schreiben Fernschreiber, Fernschreiben
vavia Winkel(maB), Ecke | Gon Winkel Gradmal des Winkels:
gonia | 100 Gon = 90°
{yovia ist verwandt mit »Knie«) | Goniometrie Winkelmessung Rechnung mit Winkelfunktionen
Polygon (das) Vieleck Vieleck
Diagonale Durcheck Strecke durch (nicht benachbarte)
Ecken
Pentagon (das) Fiinfeck Fiinfeck, amerikanisches Vertei-
digungsministerium (fiinfeckiger
I Grundriss)
| Trigonometrie Dreiecksmessung Dreiecksberechnung, -messung
G durch, zwischen, | Diagonale Durcheck Strecke durch (nicht
dia auseinander | benachbarte) Ecken
Diagramm zeichnerische Veranschaulichung
Diapositiv durchsichtiges Positiv eines Fotos
Katd (her)unter, nieder Katheten Herabhdngende Dreieckseiten, die einen
kata | rechten Winkel bilden
| Kathode Ausgang, Heimkehr negative Elektrode
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Wortkunde: Griechisch

Stamm enthalten in wiirtlich iibersetzt Bedeutung
| kpigic  (Unter-, Ent-) Krise Entscheidungssituation, Hohe-,
| krisis Scheidung, Urteil Wendepunkt
kpitiprov Kennzeichnen Kriterium entscheidendes Kennzeichen
kritdrion | Kritik Beurteilung, (oft) Tadel
| kritisch streng priifend, tadelnd, bedenk-
lich
pétpov  Mab Meter MaD Lingeneinheit
metron Geometrie Landmessung Lehre von den ebenen und raum-
| -peTpic  -messung lichen Figuren
-metria Planimetrie Flachmessung Lehre von den ebenen Figuren
Stereometrie Raummessung Lehre von den raumlichen Figu-
ren
Symmetrie Ebenmal EbenmaB, Spiegelungsgleichheit
mapd (da)neben, I parallel nebeneinander gleich laufend
pary vorbei, gegen | Parallelogramm Nebeneinandergeschriebenes  Viereck mit parallelen Seiten
Parallelprojektion durch parallele Strahlen verur-
sachier Schatten
Parabel Danebenwurf Wurflinie
| Paragraf Danebengeschricbenes mit § numerierter kleiner Ab-
schnitt |
paradox gegen die Meinung scheinbar widersinnig |
ROl viel Polygon Vieleck Vieleck |
poly | Polyeder Vielfliche Vielflach, Vielflachner
Polynom Vielausdruck mehrgliedriger Rechenausdruck
| Polygamie Vielheirat Vielehe
Lmo unter, unterhalb Hypotenuse Daruntergespannte Strecke sunter(, gegeniiber l
hypo dem rechten Winkel [
Hypothese Unterlage, Unterstellung unbewiesene Annahme
tpanela Tisch Trapez Tisch Viereck mit zwei parallelen
lrapeza Seiten
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Wortkunde: Latein

| Stamm enthalten in wiirtlich iibersetzt Bedeutung
cavea Héhle, Kihg konkay hohl nach innen gewaibt
cireus Kreis. Ring | Zirkus Zirkus, Rennbahn Zirkus
zirka ringsherum ungefihr |
zirkulieren kreisen im Umlauf sein
| Lirkel Gerit zum Kreiszeichnen und
Streckenabtragen [
| Zirkelschluss sich im Kreis Beweis. bei dem die Behauptung
drehender Beweis in der Voraussetzung steck!
congruens lberginstimmend kongruent ubereinstimmend deckungsgleich
finis Grenze, Ende Finale Schlusssatz, -teil, Endrunde
Finish letzter Schliff, Endkampf
definieren abgrenzen begrifilich bestimmen
| definitiv endgiiltig
| linea Faden. Linie Linie Linie Linie
(linea ist verwandt mit Leine) | Lineal Geril zum Zeichnen gerader Li-
| nien
| linear geradlinig |
ardo Reihenfolge | Orden Ehrenzeichen -l
(An)Ordnung | ordnen ordnen
Rang Order Befehl. Aufirag
ordinir Entwicklung: ordentlich — gewdhnlich — niedrig — gemein |
+ vulgar |
Ordinalzahl Ordnungszahl: 1. 2. 3. usw.
Ordinate y-Wert eines Punkts im Koordina-
lensystem
koordinieren beiordnen aufeinander abstimmen
| Koordinaten auf den Ursprung bezogene Zah-
len |
| plenus voll, vollstindig Plenum Volles Vollversammlung des Parlaments
| Komplett vollstindig
komplementar voll machend erginzend
| Komplementwinkel Winkel, die sich zu 90° erginzen
| Supplement Ergénzungsband, -teil i
| | Supplementwinkel Winkel, die sich zu 180° ergéinzen i
f—— - —_ — ~ 1
postulare  fordern Postulat Forderung logische und notwendige
| (das Stammwaorl ist poscere: Annahme, die unbewiesen,
fordern poscere ist verwandt aber glaubhaft ist
mit forschen) postulieren fordern ein Postulat aufstellen
- —— st = — = - E !
quadrum  Viereck Quader Korper mit lauter rechteckigen i
Flachen |
Quadrat rechtwinkliges Viereck mit gleich
langen Seiten
Quadrant eines der vier Felder im Koordi-
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Wortkunde: Latein

enthalten in

Stamm wirtlich iibersetzt Bedeutung
rota Rad, Scheibe | rotieren kreisfGrmig drehen umlaufen, sich um eine
{rola ist verwandt mit Rad) | Achse drehen
| Rotation Drehung
Rotor sich drehender Teil einer elektri-
| schen Maschine
scalae Treppe, Leiter Skala Mafieinteilung in Messgeriten
eskalieren sich stufenweise steigern
struere schichten, aufbauen | Struktur Gefige, Bauwerk Aufbau, innere Gliederung
| (struere ist verwandt mit konstruieren aufschichten, (er)bauen eine Figur zeichnerisch darstellen,
| streuen) die Bauart einer Maschine, eines
' Gebédudes entwerfen
| konstruktiv aufbauend
| instruieren unterrichten, ausrusten in Kenntnis setzen. anleiten
instruktiv lehrreich
| Instrument Gerit
transferre  hiniibertragen, Transfer Ubertrag Zahlung ins Ausland in fremder
verschieben Wihrung
| Translation (Ubertragung, Verschiebung  Verschiebung
vehere fahren, tragen Vehikel Fahrzeug klappriges. altmodischesFahrzeug |
| vehement auffahrend stiirmisch
Vektor Fahrer. Trager gerichtete Grole
konvex zusammengetragen nach aullen gewdlbt, erhaben

Register

Abstand von Ebenen 133
All-Aussagen 43

Also ... 33
Assoziativ-Gesetz 184
Auftreffwinkel 163
Augsburger Rathaus 174
Aus ... folgt 33

Bedingung hinreichende 37
Bedingung notwendige 37
Behauptung 32
Beriihrpunkt 69
Berithrung von
rade 69
Berithrung von Kreisen 62
Beweis 43
Beweis durch Nachrechnen 44
Beweisschema 43

Kreis und Ge-

Chordale 62

Deckfliche 130
Diagonale 6
Diagonalfliche 130
DieTz 85
Drachenviereck 23

Dreipass 65

Ebenen parallele 134
Eckfliche 130
einbeschrieben 25
Einheitsquadrat 106
Einheitsstrecke 106
Elle 106
Ergidnzungsgleich 107
EsCcHER 181

EULER 138

Falsch 37

Faltdach 180

Fasskreisbogen 80, 82

Fensterrose 65

FermaT 101

Fischblasen 65

Flachenberechnung 114

Flichendiagonale 127

Fliacheneinheit 106

Flichengleich 107

Fliacheninhalt Dreieck 112

Flicheninhalt Parallelogramm
112

Flicheninhalt Rechteck 106

Flicheninhalt Trapez 115
Flichenmessung 106
Flichenverwandlung 115
Frontwinkel 163

Fuld 106

Gauss 101
Gegenseiten 6
Gegenvektor 185
Genau dann wenn 3
Geometrischer Ort 56
GOETHE 85
GoLDBACH 40
Gruppe kommutative 185

Hinreichend 37
Hofgarten 174

Kanten 127
Kavalierprojektion 166
Kehrsatz 37

k (M; r) 56
Kommutativ-Gesetz 184
Kommutative Gruppe 185
Kongruenzbeweis 47
Kongruenzsitze 47
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Kontraposition 35
Kreis 56

Kreuzdach 180
Kriippelwalmdach 180

Links-Wiirfel 139
Lot 132
Lotebene 133
Lotfullpunkt 132

Mansard-Giebeldach 180
Mantel 147

MabBwerk 65
Militarprojektion 164
Mittelparallele 14
Mittelpunkt 56
Mittelpunktswinkel 80
Mittelpunktswinkel-Satz 80
Mittelsenkrechie 57
Mittenviereck 27

Neutrales Element 184
Normalbild 126, 159, 171
Notwendig 38

Ort geometrischer 56

Orthogonale Parallelprojektion
160

Ortslinie 56

Parallelenpaar 58
Parallelogramm 10
Parallelprojektion 159
Passante 68

Prisma 146

Prisma gerades 146
Prisma konkaves 147

Prisma konvexes 147

Prisma n-seitiges gerades 147
Prisma schiefes 147
Prismavolumen 154
Projektionsgerade 160
Pultdach 180

Raumdiagonale 127
Raumgeometrie 126
Raute 10
Reprisentant 183
Reutersvird 181
Rhombendach 180

Saint Etienne Caen 175
Satteldach 180

Satz 32

Schnittwinkel Kreis-Gerade 72
Schnittwinkel Kreis-Kreis 73
Schragbild 159
Schrigbild-Zeichnung 163, 166
Sehnen-Tangenten-Viereck 94
Sehnenviereck 94

Seitenfléche 130

Sekante 68

Somawitirfel 176

Spanne 106

Spitzbogen 65

Stella Octangula 178
Stereometrie 126

Sternvieleck 98
Symmetriebeweis 45

Tangente 68
Tangenten dublere 735

Tangenten innere 75
Tangentenkonstruktion 69

Tangentenviereck 68, 71
Tenochtitlan 174

Trapez 11

Trapez, gleichschenkliges 22

umbeschrieben 25
Umfangswinkel 80

Vektor 183
Vektoraddition 183
Vektorsubtraktion 185
Verneinung 34
Verschiebung 183
Vieleck 97

Viereck 6

Vierpass 65

Volumen 153
Volumen Prisma |54
Volumen Quader 153
Voraussetzung 32

Wahr 37

Walmdach 180
Wenn-Dann-Form 33
Widerspruchsbeweis 44
Windschief 128
Winkeldrittler 73
Winkelhalbierende 58
Wiirfelnetze 150

Yard 106

Zentrale 62
Zerlegungsgleich 107
Zoll 106

Zwinger 175
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