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5.2 Flacheninhalt einfacher Figuren

ha . .ak 2
- a - I kongruent
ha A - — 9

dert.

Parallelogramm

Zur Bestimmung des Fldcheninhalts zeichnen wir ein
umbeschriebenes Rechteck, von dem eine Diagonale
mit der ldngeren Diagonale des Parallelogramms
ubereinstimmt. Damit ist das Parallelogramm durch
zwei kongruente rechtwinklige Dreiecke zu einem
Rechteck erginzt. Dieses Rechteck ergibt sich auch,
wenn wir ein kleineres Rechteck (rot) mit den beiden
rechtwinkligen Dreiecken erginzen. Folglich sind die
beiden roten Figuren, Parallelogramm und Rechteck,
flichengleich (Prinzip: Erginzungsgleichheit).

In den Bildern sehen wir: A = ah, = bh,.

Es ist egal, mit welcher Parallelogrammseite man
rechnet, man muss blof3 die zugehorige Hohe als zwei-
ten Faktor nehmen. Allgemein gilt fiir ein Parallelo-
gramm mit einer Seite g und der zugehérigen Héhe h:

Flacheninhalt des Parallelogramms

A=gh
B

Demnach dndert sich der Flicheninhalt eines Paralle-
logramms nicht, wenn man eine Seite festhilt und die
Gegenseite so verschiebt, dass die Hohe gleich bleibit.
Dieser Vorgang heilit Scherung des Parallelogramms.
Mit der Scherung ist es méglich, ein Parallelogramm
in ein flachengleiches Parallelogramm mit gewiinsch-
ten Eigenschaften umzuformen.

gescherte Parallelogramme sind fliichengleich

Als Anwendung verwandeln wir ein Quadrat mit der Seitenldnge g in ein flichenglei-
ches Rechteck, in dem eine Seite die vorgegebene Linge a hat.

Lisungsidee: Mit einer ersten Scherung fiihren wir das Quadrat iiber in ein Parallelo-
gramm mit der Hohe h = a. Mit einer zweiten Scherung verwandeln wir
das Parallelogramm in ein Rechteck, ohne dass sich dabei die Héhe én-




1.Scherung

)

]

o
; i

Ergebnis

Dreieck

Spiegelt man ein Dreieck am Mittelpunkt einer Seite, so bildet die Gesamtfigur ein Par-
allelogramm. Die Fliche des Dreiecks ist halb so gro wie die des Parallelogramms.
In den Bildern sehen wir:

7 bh, =—c¢h..
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das Dreieck als halbes Parallelogramm

A =iah; = ich; A= jah,= ibhy A = 1bh, = jch,

Es ist egal, mit welcher Dreieckseite man rechnet, man muss blof die zugehorige Hohe
als Faktor nehmen. Allgemein gilt fiir ein Dreieck mit einer Seite g und der zugehorigen
Hohe h

das rechtwinklige Dreieck
als halbes Rechteck

Flicheninhalt des Dreiecks

A=igh

A=3ab
Weil ein rechtwinkliges Dreieck immer auch ein halbes Rechteck ist, hat es den Fli-

; 1 :
cheninhalt A = = ab. das ist das halbe Produkt der Katheten.




Der Flacheninhalt eines Dreiecks dndert sich nicht, wenn man eine Seite festhilt und
die Gegenecke auf einer Parallele im Abstand h verschiebt. Dieser Vorgang heil3t Sche-
rung des Dreiecks.

gescherte Dreiecke sind flachengleich

-

Flichenberechnung

In einem Beispiel berechnen wir den Flicheninhalt eines Vierecks, dessen Ecken auf
Gitterpunkten liegen: A(1|3), B(9]1), C(7|7), D(4]9).
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I. Moglichkeit: Mit Rechtecken und rechtwinkligen Dreiecken ergiinzt man das Vier-
eck zu einem Rechteck.

"l\.-\J!t'[! AH]-.RH = A.-\m.— = AI-}..‘;(' = Ai. SET Ai' D A ADR
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2. Maglichkeit: Man zerlegt das (passend ergiinzte) Viereck in Rechtecke und recht-
winklige Dreiecke.

Asscp = Aarp + Auge + Arcur T Agcp — Agnc
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Flichenverwandlung

Im nichsten Beispiel verwandeln wir ein Viereck in ein flichengleiches Dreieck, indem
wir eine Ecke durch Scherung beseitigen.
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Losungsidee und Losung: Man schert das Dreieck ACD so zum Dreieck ACF, dass F
auf BC liegt. Das Dreieck ABF und das Viereck ABCD ha-
ben denselben Flacheninhalt.
Schert man die Ecke D auf AB, dann ergibt sich ein anderes
Dreieck KBC.
Mit diesem Verfahren lisst sich jedes Vieleck in ein flichengleiches Vieleck mit weniger
Ecken verwandeln.

Trapez

Schert man eine der beiden oberen Trapezecken parallel zu einer Diagonale auf die an-
dere Grundseite, so ergibt sich ein flichengleiches Dreieck mit gleicher Héhe, siehe
Bild. Weil EACD ein Parallelogramm ist, gilt EB =a +c.

Flicheninhalt des Trapezes

A=3(a+c)h

Aufgaben
Parallelogramm
I. Berechne den Fliacheninhalt eines Parallelogramms, von dem bekannt ist:
| 7
a) a=3 h,=44 I))h=24~h-_n'—'=la
~ 18
¢) ¢c=3,875h,=2 31
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Ein Parallelogramm hat den Flacheninhalt 144.
a) Berechne a, wenn h, = 16. b) Berechne h,, wenn b = 7,2.

In einem Parallelogramm ist: a = 4,83, h, =24, b= 3.6.

Berechne h;,.

Eine Raute mit der Seitenlinge 8 hat den Flicheninhalt 56. Wie lang ist die

Hohe?

BEWEIS?

Zeige: Das Parallelogramm und das Rechteck sind zerlegungsgleich. Begriinde
damit die Formel A = gh. Zeichne dann ein Parallelogramm, bei dem der
Beweis nicht klappt.
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MITTENVIERECK

a) Begriinde: Das Parallelogramm ZICK ist halb so groll wie das Dreieck ALT.
b) Begriinde: Das Parallelogramm REIZ ist halb so grof3 wie das Dreieck HAT.
¢) Begriinde: Das Mittenviereck RECK ist halb so grol3 wie das Viereck HALT.

. GELENKPARALLELOGRAMM

Uber der Seite a = 10 lassen sich beliebig viele Parallelogramme mit b = 6 zeich-
nen.
Zwischen welchen Grenzen liegen die Flicheninhalte? Zeichne das grél3te Paral-

lelogramm.
\E

10

. Zeichne das Parallelogramm ABCD mit A(4|1), B(11|1) und D(8|7) 8

und konstruiere ein flichengleiches Parallelogramm ABC’D’ mit 0019
a) 4BAD’ =90° b) 4BAD’=120° 0
¢) BD'=10 d) BC'=10




9. Zeichne ein Parallelogramm ABCD mit a =10, b= 8 und BD = 6.
Konstruiere ein flichengleiches Parallelogramm ABC’'D’ (Mittelpunkt M), bei
dem
a) <D'BC' =30° b) 4AMB =90° ¢) <AMB = 75° ist.
¢10. QUADRADRE
ABCD und STUYV sind kongruente Quadrate. C ist Mittelpunkt von STUYV,
STUYV dreht sich um C.
a) Begriinde: Im Innern von ABCD liegt hichstens eine Ecke von STUV.
b) Begriinde: Die Schnittfliche beider Quadrate hat immer denselben Inhalt, un-
abhidngig von der Lage von STUV; vergleiche ithn mit dem der
Quadrate.
D c
)
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A B
Dreieck
11. Begriinde die Dreiecks-Flichen-Formel, indem du den Inhalt eines a) spitzwinkli-
gen, b) stumpfwinkligen Dreiecks als Summe (bzw. Differenz) rechtwinkliger
Dreiecke darstellt.
12. Berechne die fehlenden Stiicke
a b ‘ h, | hy | A
a) 10 TN e
b) 16 | 24 18
c) 9 | 12 36
d) 12 |15 | 96
1 . A L o) h,,
13. Zeige: In jedem Dreieck gilt S e
14. Im Dreieck ABC liegt Punkt Q auf ¢ so, dass [AQ] dreimal so lang ist wie [QB].

a) Wie vielmal so groB ist der Inhalt von Dreieck AQC wie der Inhalt von Dreieck
QBC?

b) Berechne den Inhalt von Dreieck AQC, wenn man auBerdem weil3, dass c= 16
und h, = 8 ist.
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19.

20.

°21.
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. a) Beweise: Ist s der halbe Dreiecksumfang und g der Inkreisradius, dann gilt
fiir den Flicheninhalt A des Dreiecks A = ps.
b) Beweise: Ist u der Umfang eines Tangentenvielecks und g der Inkreisradius,
|

dann gilt fiir den Fldacheninhalt A des Tagentenvielecks A =— pu.

E ist ein beliebiger Punkt auf der Diagonale [BD] eines Parallelogramms ABCD.
ZEigE’.' A.‘Lt'—.]j = ."“'!.[.:('“.

. I ist ein beliebiger Punkt im Innern eines Parallelogramms ABCD.

|
o A‘,\Bf'l)-

P

Zeige: Aspr T Acpr = Ager + Apay =

. Zeichne ein Dreieck ABC und alle Seitenhalbierenden, die sich in S schneiden.

a) Zeige: Jede Seitenhalbierende zerlegt das Dreieck in zwei gleich grolle Teil-
dreiecke.
b) Es entstehen sechs Dreiecke mit gemeinsamer Ecke S, die das Dreieck ABC
ausfiillen, ohne sich zu iiberlappen.
Zeige: Alle sechs Dreiecke sind fldchengleich.
Konstruiere ins Innere von Dreieck ABC mit A(l|4), B(10]|1) und 14
C(10|13) den Punkt P so, dass [PA], [PB] und [PC] das Dreieck in fli- 0 0 11
chengleiche Teildreiecke zerlegen. 0

Zeichne ein Quadrat ABCD mit a = 2 und verldngere die Seiten aufs Doppelte,
sodass wieder ein Quadrat entsteht. (Warum ausgerechnet wieder ein Quadrat?)
Wie vielmal so groB ist das neue Quadrat verglichen mit dem alten?

SIEBEN

A’A = AC, B'B=BA, C'C=CB. Zeige: Aypgc =7 Auxsc-

c

. Zeichne Quadrate, deren Ecken auf Gitterpunkten liegen, mit den Flicheninhal-

ten 1,2, 4,5, 8,9, 10 und 13.

. In einem Rechteck mit den Seiten a und b bilden die Winkelhalbierenden ein

Quadrat.

: I :
Zeige: Das Quadrat hat den Flicheninhalt A = - (@a—b).

24. Zeichne ein Dreieck ABC mit a=7, b=8 und ¢= 10.

Konstruiere ein ﬂiichcnglii::hcs Dreieck ABC' mit
a) 4CAB=60° b)BC' =9 o) he=4 d)sge=5 ¢ a=V




¢25. Verwandle das Dreieck ABC mit a=4, b=5 und ¢=6 in ein flichengleiches
Dreieck mit demselben Winkel « und der neuen Seite ¢’ = 7.

26. QUADRATE
Zeichne und berechne den Inhalt der schwarzen Fliachenstiicke.

a) b) L;
*27. Verwandle das Dreieck ABC mit a=6, b=28 und ¢=7 in ein flichengleiches
Dreieck mit a’= 10 und ¢’ = 5.

28. STEANDAL
Zeichne und berechne den Inhalt der schwarzen Fliachenstiicke.

a)

EINBESCHRIEBEN

c

¢29. EINBESCHRIEBEN
a) Konstruiere die Figur.
b) Wie oft hat das Dreieck UVW flichenmiBig im Dreieck ABC Platz?

A ¥ B

119




230. DREIVIERTELTAKT

Im Dreieck ABC sind die Seitenhalbierenden gezeichnet. Durch die Endpunkte
B, M, einer Seitenhalbierenden gehen die Geraden, die parallel sind zu den beiden

anderen Seitenhalbierenden: sie schneiden sich in D.

a) Zeige: Die Seiten im Dreieck BDM, sind so lang wie die Seitenhalbierenden

b) Zeige: Der Flicheninhalt von Dreieck BDM, ist gleich 75% des Flichenin-

im Dreieck ABC.

halts von Dreieck ABC.

Trapez

31. Berechne vom Trapez (a| c) die fehlenden Stiicke

a g " h A
a) 10 T 157.5
B (32| 6 | 1
| >
3
c) i Sa 6 | 90
d) ‘ Tc C 100

32. Im Trapez (a||c) ist: a=22,c=16,d =12 und 4§ = 90°.
Berechne den Flicheninhalt.

33. Trapezflichen
Berechne die Fliacheninhalte. 3 b)
b — b
L A=z :
(45°
T
A= A
135° c)
) A=?
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34. Beweise: Trapeze mit gleicher Mittellinie und gleicher Hohe sind flichengleich.

35. Zeichne ein Trapez und spiegle es am Mittelpunkt eines Schenkels. Bestatige die
Trapezflichenformel durch Betrachtung der Gesamtfigur.

36. a) Konstruiere ein Tangententrapez ABCD mit A(1|1), B(11,5]1), b=17,35,
d=6,5und h=6.
b) Konstruiere den Inkreis (Koordinaten des Mittelpunkts?) und gib den Radius
r sowie die Ldnge von ¢ ohne Messung an.
¢) Berechne den Flicheninhalt des Trapezes auf zweierlei Arten.
«37. In einem Tangententrapez (aj/c) ist b +d = 16 und 2,5 der Inkreisradius.
Berechne den Flicheninhalt.
«38. Verwandle ein Trapez in ein flichengleiches gleichschenkliges Trapez mit dersel-
ben Grundseite und Hdohe.

39, Zeichne ein Trapez ABCD und konstruiere ein Parallelogramm mit demselben
Flicheninhalt, demselben Winkel « und derselben Grundseite.

40. Zeichne irgendein Trapez ABCD mit a = 10.
a) Verwandle das Trapez in ein flichengleiches Rechteck.
¢b) Verwandle das Trapez in ein flichengleiches Rechteck mit einer Seitenldnge 7.

Halbierungen
41. Zeichne das Viereck VIER mit V(1|1), I(11,5|1), E(8|8) und R(3,5]5), 9
die Diagonale [IR] und ihren Mittelpunkt M. 0012

a) Begriinde Ay + Agw - % AVIER- .
b) Zeichne durch M die Parallele p zur Diagonale [EV]. p schneidet [IV]
in S und [EI]in T.
Begriinde: Die Geraden ES und VT halbieren die Vierecksfliche
(»von einer Ecke aus«).
¢) Zeichne das Viereck VIER noch mal und halbiere jetzt die Flache von R aus.
Welchen Flicheninhalt hat es?

42. Zeichne das Viereck BREI mit B(7,5|1), R(12| 1), E(1|5) und I(19). 10
Konstruiere die Gerade h durch den Mittelpunkt M, von [EI], die die 0 0 16
Flache halbiert. 0

(Tipp: Verwandle BREI in ein flichengleiches Viereck mit M, als Ecke und scher
dich um R.)

43. Zeichne das Parallelogramm ABCD mit A(1|3), B(9|1), C(14|6) und 8
0

D(6]8). 00 15
a) Konstruiere die Gerade g, die ABCD von D aus halbiert. 0
b) Konstruiere die Gerade h, die ABCD von P(113) aus halbiert.
¢) Konstruiere die Gerade u, die ABCD vom Ursprung aus halbiert.
44, Zeichne das Dreieck ABC mit A(4|1), B(12|1) und C(6|7). 7
a) Konstruiere die Gerade g, die ABC von B aus halbiert, 0013
eb) Konstruiere die Gerade h, die ABC von P(8|5) aus halbiert. 0




45. Zeichne das Trapez TRAP mit T(1|4), R(7[4), A(10|10) und P(7|10). 11
a) Konstruiere die Gerade p, die TRAP von P aus halbiert. 00 11
b) Konstruiere die Gerade g, die TRAP von Q(3,5|4) aus halbiert. 0
ec¢) Konstruiere die Gerade s, die TRAP von S(4|7) aus halbiert.

Berechnungen
$46. FLACHENFLACHSEN
Berechne die gesuchten Stiicke.
)
b) : B

(8]

e ]
(]
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47. In einem rechtwinkligen Dreieck ist eine Kathete dreimal so lang wie die andere.
Verdoppelt man die kiirzere und nimmt man den dritten Teil der lingeren Ka-
thete, so verkleinert sich der Flicheninhalt um 18.

Berechne die Liangen der Katheten.

48. Die Diagonale e einer Raute ist um 5 kiirzer als die andere Diagonale f.
VergroBert man e um 12 und verkleinert man f um 8§, so dndert sich der Flichen-

inhalt nicht.
Berechne e. f und den Flicheninhalt A.




49,
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[n einem Trapez mit den Grundseiten a und c ist a dreimal so lang wie c. Die
Hohe h ist halb so lang wie c. AuBerdem ist das Trapez flichengleich einem
Rechteck mit den Seitenldngen 4,5 und 72.

Berechne a, ¢ und h.

In einem Trapez ist eine Grundseite 3,5mal, die andere 2,5mal so lang wie die
Hohe. Verkiirzt man beide Grundseiten um 2 und verlingert man die Hohe um 2,
so nimmt der Flacheninhalt um 18 zu.

Berechne die Langen von Grundseiten und Héhe.
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