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2.5 Anordnung der rationalen Zahlen

2.5.1 Definition der Anordnung in Q
Fiir je zwei Zahlen p und g aus der Menge Q ist die folgende Aussage richtig:

Entweder gilt p =g, gelesen »p ist gleich g«,
oder es gilt p < g, gelesen »p ist kleiner als g«,
oder es gilt p > q. gelesen »p ist groBer als g«.
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Man sagt deshalb: »Die Zahlenmenge @, ist angeordnet.« Die Aussagen
p < g oder p > g nannte 1838 der LJ}n1m1~,|c11d|1t,k101 Johann Heinrich Trau-
gott MULLER (1797-1862) in seinem Lehrbuch der Mathematik fiir Gymnasien
und Realschulen Ungleichungen.

Das Zeichen = wurde von dem Englinder Robert RECORD(E) (1510(?)-1558) erfun-
den. In seinem The whetstone of witte (Der Schleifstein des Denkens) schreibt er 1557;
»And to avoid the tedious repetition of these words »is equal to<I will set [ ... ] a pair of
parallels, or twin lines of one length, thus: ==, because no 2 things can be more
equal.« — 70:'(1’:{’:: der Gleichheit nannte es 1791 Johann Heinrich VoigT (1751-1823).
Die Zeichen < und > erscheinen zum ersten Mal in der postum 1631 gedruckten Artis
analyticae praxis ad aequationes algebraicas resolvendas des Englinders Thomas HAR-
RIOT (1560-1621). Der Herausgeber, Walter WARNER, gab HARRIOTS handschriftlichen
Zeichen < bzw. > diese einfache Form.
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Wir wollen nun versuchen, die Anordnung in @ aufdie gréere Menge @ der
rationalen Zahlen auszudehnen. Dazu miissen wir auch fiir die neu hinzuge-
kommenen negativen Zahlen die Verwendung der Zeichen < und > sinnvoll
festlegen. Da in @, die Ungleichung p < ¢ ‘bedeutet, daB auf dem Zahlen-
strahl der Punkt p links vom Punkt ¢ liegt, bietet es sich an, zu vereinbaren,
dal auch fir zwei Zahlen @ und b aus Q die Beziehung a < b genau dann
gelten soll, wenn auf der Zahlengeraden der Punkt a links vom Punkt b liegt
(Abbildung 60.1). Damit miiite z.B. —20 < —1 oder — 300 <0 oder
— 2 < 0,2 gelten! Deutet man die Zahlen etwa als Angaben {iber Temperatu-
ren oder Kontostande, so erkennt man, daB3 solche Ungleichungen durchaus
sinnvoll sind.

Definition 60.1: Fiir zwei rationale Zahlen ¢ und b gilt ¢ < b genau
dann, wenn auf der Zahlengeraden der Punkt a links
vom Punkt b liegt.

Statt @ < b schreibt man auch b > a.
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Abb. 60.1 Veranschaulichung von a < b

Aus Definition 60.1 folgt, daBl nun auch in der Menge @ fiir je zwei Zahlen a, b
die Aussage zutrifft:

Es gilt entweder a=b oder a<b oder a>b.
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Auf Grund der Anordnung auf der Zahlengeraden bestehen zwischen den
negativen Zahlen, der Zahl null und den positiven Zahlen die folgenden Bezie-
hungen:

Jede positive Zahl ist grofler als 0.
Jede negative Zahl ist kleiner als 0.
ede negative Zahl ist kleiner als jede positive.
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Wegen Teil 1 und 2 dieses Satzes konnen wir die Aussagen »a ist positiv« bzw.
»a ist negativ« kiirzer durch die Ungleichungen a > 0 bzw. a < 0 beschreiben.

Wie die Abbildung 60.1 zeigt, ist im Fall @ < b der Pfeil von a nach b stets
rechtsgerichtet; er stellt also eine positive Zahl p dar. p ist digjenige Zahl, die
man zu a addieren muB, um b zu erhalten, also die Differenz b — a. Da umge-
kehrt fiir eine Zahl p > 0 zur Summe a + p immer ein rechts von a liegender
Punkt der Zahlengeraden gehort, gilt

=

Satz 61.2: a < b gilt genau dann, wenn es eine positive Zahl p gibt, so
daBa+p=>.

Beispiele:
1) —20<—1; denn —20+4+19=—1.
2) —500<0; denn — 500+ 500=0.
3) —2<02; denn —-2+4+22=0,2.
4) %<3 4 2

A = | L=
<2 denn F+35=35-

2.5.2 Monotoniegesetz der Addition

Wir wissen: Wenn man zwei gleiche Zahlen a und b hat und zu jeder dieselbe
Zahl ¢ addiert, erhilt man auch gleiche Summen. Das heiBt, aus a = b folgt
stetsa+c=b+c.

Beispiel*: 243=5=(2+3)+8=5+8

Welche Beziehung besteht aber zwischen @ + ¢ und b + ¢, wenn a4 und b ver-
schiedene Zahlen sind, wenn z.B. a < b gilt?
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b+c b

Abb.61.1 Zum Monotoniegesetz der Addition

* Den Folgepfeil = liest man daraus folgi.
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