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3.2 Potenzen 95

12. Zeige durch Anwendung der Rechenregeln:

a) abed = dbca b) a(lb+c¢+d)=ab+ ac+ ad

Schreibe als Summe:

a) Tx—3y b) —2a—5b ¢) 3—x+y

d —5u+3v—-9 e —1—-2x—13y f) Sa—6b+7c—8d
14. Schreibe als Summe:

a) 12xy —3,Tuv b) 8 —(a—b) ¢) B3x—5y)—(2x+3y)

d) Gu+5v)—Qu—3v—1)—2v € 2(x+p)—3(x—y)—2(x*—y?)
15.2) 2x+Ty+3y+x b) 2x —Ty+3y+x

¢) —2x+7y—3y+x d) 2x—Ty—3y—x

e) —2x+T7y+3y—x f) —2x—Ty—-3y—x

g) 2a+ib+3La+3b h) 2a— b+ 3ta+2b

i) —2a+3ib—3%a+32b i) 2a—Lib—33a—2

k) —2a+1ib+3%a—32b ) —2a—1b—3%a—32b

16.a) 3x —32+5xy—2—x

b) 8,1x>—8,1x—8,1+29x+ X2 =119
¢) 3ab—0,3a—03ab+ 3,7a+ 2,3ab

d) —4dx+3Ly+xy—33x+13ix—xy— 43y

3.2 Potenzen

Fiir Produkte mit lauter gleichen Faktoren fithrt man eine abkiirzende
Schreibweise ein*:

*

a-a=:a*, gesprochen »a hoch 2« oder »a Quadrat«

a-a-a=:a’, gesprochen »a hoch 3«
-a-a-a=:a”, gesprochen »a hoch 4«

Um kenntlich zu machen. was das neue Symbol ist, verwendet man gern ein Gleichheitszeichen in Verbindung
mit einem Doppelpunkt, der entweder links oder rechts vom Gleichheitszeichen stehen kann. Dabei bedeutet
A= B, dab 4 das neue Zeichen, die neue Schreibweise fiir das schon bekannte B ist. Umgekehrt bedeutet
C=: D, daB das neue P durch das schon bekannte € erklirt wird.

Das Wort Symbol kommt vom griechischen atufoiov (symbolon) = Erkennungszeichen, vereinbartes Zei-
chen. Urspriinglich bezeichnete man damit das dem Gastfreunde iibergebene abgebrochene Stiick einer
Sache, z. B. cines Rings, eines Tafelchens, das mit seinem Bruchrand genau in das zuriickbehaltene Stiick
paBte, so daB man durch Zusammenlegen (= ovpfaiiery [symballein]) den rechtméBigen Besitzer wieder
erkennen konnte.
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Macht man so weiter,

3 Einfache Termumformungen

so kommt man zu

Ma

Definition 96.1: Fiir das Produkt @-a - ... a ausn gleichen Faktoren a
schreibt man kurz a", gesprochen »a hoch n«, und nennt
es n-te Potenz von a; kurz:

a“=a‘a*...a, ne{2,3,4,...}.

n Faktoren

n sagt: @ wird mit » potenziert. ¢ heiBt Grundzahl

oder Basis, n heil3t Hochzahl oder Exponent.*

Da n die Anzahl der F

‘aktoren im Produkt angibt, gilt die Definition von "

nur fiir natiirliche Zahlen, die gréBer als 1 sind. Wir sind oben nimlich von

a-a=a’ zu immer h

oheren Potenzen fortgeschritten. Ein Schritt zuriick

brichte rein formal die Zeile @ = a'. Das liefert eine naheliegende Erginzung
der Potenzdefinition, die sich im folgenden als zweckmaDBig erweisen wird:

Definition 96.2: a':

ik | | |

In Termen, die aus Potenzen, Produkten und Summen bestehen, muB man
wissen, in welcher Reihenfolge die Rechnung auszufiihren ist. So ist z. B. un-
klar, wie 3 - 52 zu verstehen ist:

Geht die Multiplikatic

n vor oder das Potenzieren?

Geht die Multiplikation vor, so muB man 3 - 52 = 152 = 225 rechnen.
I

Geht hingegen das Po
Durch Setzen von Klas

1
tenzieren vor, so ergibt sich 3 - 52 = 3-25 = 75.
nmern kann man die Anweisung eindeutig machen: im

ersten Fall schriebe man (3 - 5)%, im zweiten Fall 3 - (52).
Um Klammern zu sparen, hilt man sich an die 1873 von Ernst SCHRODER

(1841-1902) in seinem
Studirende eingefuhrte

Lehrbuch der Arithmetik und Algebra fiir Lehrer und

Vereinbarung 96.1:

1. »Potenz vor Punkt vor Strich.«
2. »Klammern haben absoluten Vorrang.«

* DIOPHANT (um 250 n. Chr.) verwendet fiir die 2, Potenz einer Unbekannten neben tetpaywvog (siche Seite 66)

bevorzugt duvapis (dynamis)

= Kraft, das bereits bei HEroN (wirkte um 62 n. Chr. in Alexandria) so belegt

ist, wogegen HiPPOKRATES von Chios (2. Hilfte des 5. Jh.s v. Chr.) damit die Quadratzahl bezeichnet hatte.

Raffaele BoMBELL1 (1526-1572) verwendet 1572 in seiner I. ‘Algebra dafir das italienische Wort porenza.

Im 18. Jh. setzt sich potentia, zu deutsch Potenz. als allgemeine Bezeichnung fiir ¢" gegeniiber den bis dahin
gebriauchlichen Wértern wie potestas (VIETE) und dignita (TARTAGLIA und BomeeLLY) durch. Leonhard FuLer
(1707-1783) versucht in seiner Vollstindigen Anleitung zur Algebra 1770 die Verdeutschung Mach:, die sich
aber nicht verbreitete. Basis ist das griechische Wort Baoi, das Grundlage, Fundament bedeutet. Das Wort
Exponent wurde 1544 von Michael Stirer (14877-1567) in seiner Arithmetica integra geprigt; exponere

(lat.) bedeutet herausstellen.
tibliche a®, a* usw. geht auf

Auch die Schreibweise fiir Potenzen hat eine lange Geschichte. Das heute
Rene DESCARTES (1596-1650) zuriick, und zwar auf die 1628 entstandenen

und erst 1701 erschienenen Regulae ad directionem ingenii. Potenzen mit einem allgemeinen Exponenten

n kommen jedoch erst bei Isaac Newrton (1643-1727) vor
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Beispiele:
1) 44-3-52=4+3-25=4+75="T9
2)4+D-":?63:725=H5
3) 4+(3-5)2=4+15> =44+

5)
5) (4+3):5)*=(7-52=35

Beachte: Manche Taschenrechner halten sich nicht an diese Vereinbarung.
Studiere also jeweils genau die Gebrauchsanweisung!

Beim Umgang mit Potenzen passieren dem Anfinger manchmal folgende

zwel Fehler:

1. Fehler: Er verwechselt a® mit ¢ - 3. Aber es gilt
a®=a-a-a und a-3=3:a=a+a+ a, zum Beispiel
5*=5-5-5=125 und S-J=3-..=5-+-S-:—-3:15_

2. Fehler: Er rechnet @® — a? = a, z.B. 7° — 7% = 7. Dabei laBt sich a* — a?
nicht weiter berechnen, 7% — 7% aber zu 343 — 49 = 294 aus-
rechnen, und das ist nicht 7.

Wie geht man aber richtig mit Potenzen um? Vorldufig geniigen uns drei Re-

chenregeln:

1) Multiplikati(}n von Potenzen mit gleicher Basis

23.2 .(')'}f} (2:2-2-2)= e i o) S e o K

Bei der Umformung war es nicht wesentlich, dall 2 die Basis war; also gilt fur
jede Basis a

a’-a*=(a-a-a)-(a-a-a-a)=a-a-a-a-a-a-a=a’.

Genauso konnen wir allgemein vorgehen:

m n

ategi=laca.. . ca)s(aeas . Pa)=aa g Edi=a

m Faktoren n Faktoren m + n Faktoren

f—\lao gilt

Satz 97.1: Potenzen gleicher Basis werden miteinander muhnp]mul
indem man die Exponenten addiert und die Basis beibehlt;

m +

kurz g A= (m,ne P:J}

Beispiele:

1) x8: x19 = x8+19 — x27,
2) _.,_,EZTI,L’...’.l_,.l-I-_'-';._:\

: 2+ 4 (2+3)+4 2+3+4 _ .9
Bagtiadeat=as at=ia B = a’.
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2) Potenzieren einer Potenz

(23}4 = 23 2 2_"; i 23 _23 = 2_’3-!-3 =343 o 'jl.Z'

Auch hier war es nicht wesentlich, da3 2 die Basis war; also gilt fiir jede Basis a

34 = 3. g3 . g3 B = 3333 _ g12

(a
Genauso konnen wir allgemein vorgehen:

n Summanden m
_

m '}H s m ] mi-_: memt ... +tm n-m m-n

(a R L e =a = da

n Faktoren a™

Somit gilt

Satz 98.1: Eine Potenz wird potenziert, indem man die Exponenten
miteinander multipliziert und die Basis beibehalt; kurz

(@a™)"=a™" (m,neN).

Beispiele:
1) (x =gt =%
2) ((°)°) q={:“'5)?=:"3'5"-’=:5'5‘?=:”’5.

Beachte: (x?)® # x*. Auf der linken Seite wird nimlich die Basis x2 mit 3
potenziert, und das ergibt x°®. Auf der rec hten Seite hingegen wird die Basis x
mit dem l:xpnm,nlen 23 potenziert; da x2" die Kurzschreibweise fiir x(” ist,
erhilt man x

3) Potenzieren eines Produkts bzw. eines Quotienten
Betrachten wir gleich den allgemeinen Fall:

(@-b)y'=(ab)-(a-b) ... -(a-b)=(@-a...-a)-(b-b-...-b)y=a"- b"

n Faktoren (a - b) n Faktoren a n Faktoren b

Satz 98.2: Ein Produkt wird potenziert, indem man jeden Faktor poten-
ziert und die entstandenen Potenzen miteinander multi-
pliziert; kurz

(@a:b)"=a":b" (neN).

Offensichtlich gilt dieser Satz auch fiir Produkte aus mehr als zwei Faktoren,
B . (ﬂ = b S af}n . ”M v hn " (,J’l - (!m.
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Beispiele:

' Cx)t =30 =81x"

2) (0,3 x*)* =103 (x2)* =0,0081x5.
Fiir Briiche erhalten wir analog:

n Faktoren a

a "_ﬂ‘ a f.f_(.r-u-...'u_ﬂ”
Bl BB b bbb ..-b B

s [ .
n Faktoren ¥ n Faktoren b

Satz 99.1: Ein Bruch wird potenziert, indem man Zihler und Nenner
potenziert und die Zahlerpotenz durch die Nennerpotenz
dividiert; kurz

a

(3) =:—" (b0 AneN).

Beispiele:

3 £ 3\* 3 A ]
1) (:) -",1’3) _ (1) Cxt ()t = - x*pl2 = - xtpl12,

) (3:!.1.‘3)3 (3ax?)? 340%(x2)2 P2

L

4:’}3_1‘ Iz (44’)".}-'}3 " 4333 y? o 64b° y>

Aufgaben
I. Berechne die Quadrate der Zahlen von 1 bis 25 und lerne sie auswendig.

2. Wie lauten die dritten Potenzen der Zahlen von 1 bis 10?

3. a) 4> +252—14>-7° b) 9° — 9% 4 5% — 52
€) 6°—182—212+4° d)==037%4: 8> =162 =62

4. Berechne die Potenzen von 2 bis zum Exponenten 10 und lerne sie
auswendig.

5. Berechne die Potenzen von 10 bis zum Exponenten 6.

6. Berechne die Potenzen a’, a2, a°, a* fir a=0; 3; 1; 2.

7. Berechne und vergleiche:
a) 2° und 3?2 b) 3° und 5°
¢) 2=+ 5*und 2% 452 d) (17 —12)? und 17* — 127
e) (3:-52%und 3-5°2 f) (12:4)% und 12:42
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o 10.

11.

o12.

3 Einfache Termumformungen

. a) Berechne und vergleiche: 1) (2%)? und (2*)? 2) (3%)* und (33)?

b) Was kann man allgemein von (¢™)" und (a")™ aussagen? Beweis!

«a))? b) (—3)* o) (1%* d) (—39° ¢)(10,3"
AN —03 T glas" W) 0,03 @ =25 k) 0,252
Rechenvorteil: 3% = (3%)% = 812 = 6561
Berechne in entsprechender Weise:

a) 3° b) 4* ¢) 5 d) 22 e) 22

Zerlege unter Verwendung der Potenzschreibweise folgende Zahlen in ihre
Primfaktoren:

a) 512 b) 432 ¢) 1400 d) 1568
e) 1089 f) 1352 g) 1331 h) 3636
Rechenvorteil:

28-75=02%-D-(3-5)=3-7-(2-5*=21-100 = 2100
Berechne ebenso:

a) 12-65 b) 24 - 375 c) 625 48
d) 25-24-15 e) 225-64-125 f) 12-175-14
[.a) x*ox° b) 2a*:3a ¢) u-Su-2u’
d) 35242 e) (ab)?-a’ of) 3xy? - (5xy)?
e2) 2p°:3(pg?)* eh) Bu?v?)? - (2u?v3)? 8i) [2a(3ab?)?]? - (4a*b)?
14. 2a) x(x+y) b) v(u—v) ¢) 2a+b)-a?

od) 3b*(5b—2c%) se) xy2(2—3x*y) ef) (@’b+bc*+1)ac

e15.
16.

Fiir welche natiirlichen Zahlen ¢ und b gilt ¢* = a - b?
Zehnerpotenzschreibweise. Der besseren Lesbarkeit wegen schreibt man
oft groBBe Zahlen als Produkt aus einer Zahl zwischen 1 und 10 und einer
Zehnerpotenz. Fir 1300000 schreibt man also lieber das Produkt
132107,

a) Schreibe die folgenden Zahlen mit Hilfe einer Zehnerpotenz:

1) 7840000 4) 80500000
2) 100000 5) 724
3) 3020 6) 17 Billionen
b) Schreibe ohne Zehnerpotenz:
1) 1,03-10° 4) 1,35-10°
2y 3-10° 5) 5,05-10°
3) 1.5 - 10 6) 8,07-10°
a) (—%x?y*)? b) (0,02ab?)> ¢) (—1irts?)3

2 D GE—H G oi-(G-I?
e (G—-%HH* D E-%H*4
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19. Bestimme die Werte der folgenden Potenzen:
a) (—1)* b) (—1)° e} (—1)° d) (="
(:‘) {_1}3 f} {_”i'.-‘ E)‘ (_1]103 h) ( __”123-1-
i) Welche Werte konnen Potenzen mit der Grundzahl — 1 annehmen? Bei
welchen Hochzahlen treten die verschiedenen Potenzwerte auf?

20. Berechne:
a) (—0,1)% b) (—10)? e)u(=0it)2 d) (—10)3
e) (—0,01)* H (—0,01)° g (—1000> h) (—100)°

21.a) (—a)® b) (—a)’ o) (—a)* d) (—2a)*
e) (—a)*, neN f) (—a)*"*1, neN g) (—a)*" !, neiN

22.a) (—o)*—c* b)) (—¢)>+{—c)° ¢) (—ab)’ d) (—ab)?
e) —(—ab)* ) [—(—ab)]* gl —(—uyt o —(— ')

(2 e o [—(—] [ (—

24. a) (—a)%2(=b)3(—0)* b) (—a)’(—=b)2(—c)
¢) (—H)*(—=x)*(—»)* d) (—8a)*(—%a)’(—8a)*
oe) —4da(—3a)* - (a)’ 8D (—0,5x)%-2,7x-(=34x)*

25.2) 14+(-1' B 1+(-1P Q1+(=1)® D1+(-1)*
e 1—=(=1'  HI—(=1)*  gl=(=1) Bi1-(=1)*

3.3. Umgang mit Klammern

Der Term (3x + 2y — 5) — (2y — 5 + 3x) 1dBt sich zu 0 vereinfachen, weil Mi-
nuend und Subtrahend gleich sind, wie man durch Umordnen des Subtrahen-
den erkennt. Schwieriger ist es, wenn man einen Term wie (3x + 2y — 5) —
—(—8x + 3y — 1) vereinfachen will. Die Klammern lassen sich nicht ver-
einfachen, und dennoch hat man das Gefiihl, daB man diesen Term auch
einfacher schreiben kann. Tatsichlich geht es auch. Die dazu nétigen Hilfsmit-
tel erarbeiten wir uns in diesem Kapitel.

Es hat sehr lange gedauert, bis sich Klammern als Zeichen fiir das Zusammenfassen
durchgesetzt haben. Zum erstenmal wurden runde Klammern von Michael STIFEL
(14877-1567) verwendet, als er in seinem Handexemplar seiner Arithmetica integra
eine Randbemerkung machte. Bei Niccold TARTAGLIA (1499--1557) erschienen sie 1556
in seinem General trattato di numeri, et misure im Druck. Wichtig wurden Zusam-
menfassungszeichen aber erst, als man allgemein mit Buchstaben rechnen wollte.
Frangois VIETE (1540-1603) faBte 1593 zusammengehorige Ausdriicke durch eckige
und geschweifte Klammern zusammen. Viele Mathematiker hatten das Zusammen-
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