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4.2 Losen von Gleichungen

4.2.1 Gleichung als Information iiber eine unbekannte Zahl

4.2.1.1 Ein historisches Beispiel

Der Hyksoskonig* A’USER-RE APOPHIS (um 1590-um 1550 v. Chr.) herrschte
schon seit 33 Jahren tiber Agypten. Im 4. Monat der Uberschwemmungsjah-
reszeit dieses 33. Regierungsjahres schrieb AHMOSE** auf eine Papyrusrol-
le*** ein altes Buch der Mathematik ab, das aus der Zeit des Konigs
AMENEMHET II1. (1842-1794 v.Chr.)
stammte. **** Die Rolle wurde im
19.Jh. wieder aufgefunden und im

Jahre 1858 in Luxor an den schotti- ¥ o
schen Juristen Alexander Henry % S
RuinD (1833-1863) verkauft. Sie ist : \

33 ¢m breit und 5,34 m lang und beid- W RS
seitig beschrieben (Abb. 113). Der EYSUN.
Text der Rolle — sie heilt heute Papy- g :#';

rus Rhind — beginnt mit einer groflen
Versprechung:

»Regeln zur Erforschung aller Dinge, : 2
ur Brikenntegs. alles Seienden, aller Apbil19:1iiEapyrusrolleruny 12000w:
Sl Galsimnisse Chr.) Kairo, Agyptisches Museum
Dann kommen Divisionstabellen, an die sich 84 Aufgaben anschliefen. Diese
entschleiern zunichst das Geheimnis der Zahlen und der Bruchrechnung,
dann l6sen sie Probleme aus der Geometrie und der Lehre von den Korpern.,
und schlieBlich beschiftigen sie sich mit Fragen aus der Landwirtschaft
Aufgabe 24 — man liest den Text von rechts nach links — lautet:

./// J 8 ” /) ;_f». L'rj ,T-
L“ ,h/%m_%i{/l
UbL‘I’HClKLlﬂgl Haufen, sein Siebentel zu ihm, es macht 19.

Gemeint war: Ein Siebentel einer unbekannten Zahl wird zu dieser Zahl
hinzugefiigt; man erhilt dann 19.

* Hyksos bedeutet »Fiirst aus der Fremde«. Mit diesem Wort bezeichneten die agyptischen Geschichts-
schreiber spiter die aus Westasien stammenden fremden Herrscher, die Agypten von ca. 1650-ca. 1540
v.Chr. regiert hatten.

** sprich Achmose, zu deutsch Mondgeborener. Ofi liest man auch die grizisierte Form AHMES.

k&% 71 Beginn des 3. Jahrtausends v. Chr. gelang es den Ay gyptern, aus dem £ aserigen Mark des dreieckigen
Halms der bis zu 6 m hohen I)qsldmpll.um Cyperus papyrus, die in den Sumpfgebieten w uchs, einen
Beschreibstofl herzustellen, der das Leder verdringte. Wegen des hohen Verbrauchs w urde die Papyrus-
staude immer seltener, so daB sich Konig EuMexes I (263-241 v.Chr.) von Pergamon gendtigt sah,
feingegerbtes Leder wieder als Schreibmaterial zu verwenden, das sog. Pergament. Die ]’il]‘l_\'l'll.\'.‘iiilleL‘ ist
heute in Agypten ausgerottet.

#*%% Der Pharao AMENEMHET II1. war so klug, von den Blrgern nur die Steuern zu verlangen, die sie auch
aufbringen konnten. Dazu liel er jedes I: ahr-den hmIN\u Pegelstand des Nils messen und daraus die zu
erwartende Ernte berechnen. Dann erst setzte er die Jahressteuern fest.
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120 4 Gleichungen
4.2.1.2 Die Unbekannte

Die Agypter waren vermutlich die ersten, die fiir eine unbekannte Zahl eine
eigene Bezeichnung verwendeten. Im Papyrus Rhind schrieben sie dafiir E'}f'
—in Hieroglyphen* % Ausgesprochen wurde dieses Wort »aha«;
i)

seine Bedeutung war eigentlich Haufen.

Es war sicherlich ein ganz grofer Einfall in der Entwicklung der Mathematik,
fur eine Zahl, die man noch gar nicht kennt, ein eigenes Wort zu verwenden.
Denn nun konnte man, da sie ja einen Namen hatte, von ihr reden, mit ihr
Uberlegungen, ja sogar Rechnungen ausfiihren.

Diese groBartige Idee taucht auch bei den Babyloniern und bei den Indern auf,
im 4. Jh. v.Chr. finden wir sie bei griechischen Mathematikern. THYMARIDAS
nennt die gesuchte Zahl genauso, wie wir es heute machen, namlich unbekannt
G6protov (aodriston). Bei AL-CHARIZMI (um 780-nach 847) heit die un-

£ #* : e
(s~ = schai = ein Etwas.

LY

bekannte Zahl

Nun haben wir oben auf Seite 15 gesehen, dal es sich immer mehr eingebiir-
gert hatte, bekannte Zahlen durch Buchstaben wiederzugeben, wenn man
allgemeine Rechenregeln angeben ey lan il ‘
oder einen allgemeingiiltigen Re-
chenweg beschreiben wollte. Was lag

ISAGOGE

also nidher, als auch fir die un- o S ol
bekannte Zahl einen Buchstaben zu :
verwenden? Aber welchen? Recht Dy il e L e o oo

einleuchtend ist eigentlich die Idee
von Frangois VIETE (1540-1603), der
1591 vorschlug, fiir die unbekannte
Zahl den Vokal A zu verwenden. und,
falls es mehrere unbekannte Zahlen
gibt, eben die Vokale der Reihe nach
zu beniitzen, namlich A, E. [. O. U
und Y. Bekannie Zahlen sollten
durch Konsonanten bezeichnet wer-
den, also durch B, G, D usw. (Siehe
Abbildung 120.1, Nr. 5.)
Durchgesetzt hat sich aber eine
Schreibweise, die 1637 der grofie
franzosische Philosoph und Mathe-
matiker René DESCARTES (1596 bis —
1650) ohne weitere Begriindung im  Abb.120.1  Seite 7r der In artem analyti-
Abschnitt La Géométrie seines Dis- cem Isagoge (1591) des Francois VIETE
cours de la méthode einfiihrte. (1540-1603)

* Entstanden aus den griechischen Wortern legog (hierds) = heifig und yhigewy (glyphein) = einmeifieln.
Sprich hi-eros, Hi-eroglyphe.
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Er bezeichnete die unbekannten Zah-
len mit x, y und z, die bekannten da-
gegen mit den ersten Buchstaben des
Alphabets, also mit a, b, ¢ usw.

Wir wollen es genauso halten!

Falls du mehr uber die geschichtliche Ent-
wicklung wissen willst, dann lies weiter!

Die BABYLONIER (um 1800 v. Chr.) nann-
ten die unbekannte Zahl iﬂT usch
= Linge, die INDER (vor 300v.Chr.)

mm_ vaval-tavat = wieviel-soviel.
Erst um 250 n.Chr. kamen griechische
Mathematiker, unter ihnen DIOPHANT,
(siche Aufgabe 166/15), auf die Idee, fir
die unbekannte Zahl, die sie kurz Zah!
= gouog (arithmos) nannten, eine
Abkiirzung einzufiithren, ndmlich ¢', iiber
deren Entstehung heute noch die Gelehr- WW
ten streiten. Die einen meinen, sie sei der
letzte Buchstabe von &o19poc, zusammen  Abb. 121.1 René DESCARTES, latinisiert
mit einem Akzent. Andere hingegen zu CarTesIUS (31.3.1596 La Haye-Des-
meinen, das Zeichen sei eine Verschmel-  cartes/Touraine — 11.2.1650 Stockholm)
zung der beiden ersten Buchstaben dieses
Worts. Wie dem auch sei, die Abkiirzung
war erfunden! Fast 400 Jahre spiter — wir wissen es sogar ganz genau, es war im Jahre
628 — kam auch in Indien jemand auf die Idee, das lange yavat-tavat abzukiirzen: In
seinem in Versen abgefaBten Mathematiklehrbuch schrieb BRAHMAGUPTA (um 598
bis nach 665) einfach IqT = ya dafiir.
Die ARABER lernten von den Indern die Mathematik, und die EUROPAER des Mittel-
alters lernten sie bei den Arabern. Da das schai des AL-CHARIZMI im Arabischen auch
Sache bzw. Ding heiBt, iibersetzte man es mit dem lateinischen res, gelegentlich auch
mit causa. woraus im 15. Jh. das italienische cosa wurde. Daraus wurde im Deutschen
Coff als Bezeichnung fiir das, was wir heute A/gebra nennen.

Bis zum x fiir die Unbekannte war aber noch ein langer Weg. Einige Araber kurzten
das schai mit s ab, Luca Pac IOLI (um 1445-1517) mit ¢o. seine cosa. Das tat man
auch in Deutschland. so z.B. in den vor 1486 geschriebenen Abhandlungen, die im
Codex Dresden C80 zusammengebunden sind: Der Ve rfasser der Deutschen Algebra
von 1481 schreibt 9 fiir cosa, der der Lateinischen Algebra zunichst Y, das ist ein ¢
und ein o. das in ein Schwinzchen auslduft. Immer mehr aber kriimmt er sein ¢ nach
links und gibt ihm schlieBlich sogar eine bpllzL ’2¢2¢ . Den Plural cosae kenn-
zeichnet er durch ein kleines hochgestelltes e: I der Form 3& fiihrt es Christoff
RupoLrr (um 1500—vor 1543) in seiner 1525 gcdrucktcn Cof als Symbol fiir die Un-
bekannte ein. Er liest es aber — wie andere auch — als radix, vermutlich, weil es einem
handschriftlichen r dhnelt. vor allem aber, weil GERHARD VON CREMONA (1114-1187)
mit radix das arabische dschidr (= Wurzel) iibersetzt hat, das AL-CHARIZMI auch fur
die unbekannte GroBe verwendete.* Gelegentlich wurde es iibrigens auch res gele-

Siehe Losungsheft Seite 41,
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sen.® Vor allem durch die Arithmetica integra (1544) Michael STIFELS (14877-1567)
fand 2p seine Verbreitung. DESCARTES hat es noch benutzt, doch 1637 entschied er
sich anders: das x als Zeichen fur die Unbekannte war geboren.

Mit der Schreibweise von DESCARTES lautet die Aufgabe 24 des Papyrus Rhind
x+1ix=19.

Diese Gleichung stellt eine Information tiber eine unbekannte Zahl x dar.
Unsere Aufgabe besteht nun darin, auf Grund dieser Information die Zahl x
zu entlarven. Da man annimmt, dall durch eine solche Information die un-
bekannte Zahl x bestimmt ist, nennt man eine solche Gleichung auch Bestim-
mungsgleichung fiir x. Zahlen, die fiir x in Frage kommen, heillen Losungen
der Gleichung.

Die Methoden, die zur Bestimmung von x, d.h. zur Losung der Gleichung
fithren, werden wir im Abschnitt 4.2.2 kennenlernen.

Aufgaben
1. Schreibe als Bestimmungsgleichung fiir x die folgenden Aufgaben aus
dem Papyrus Rhind.:
a) Aufgabe 25: Haufen, seine Hilfte zu ihm. es macht 16.
b) Aufgabe 26: Haufen, sein Viertel zu ihm, es macht 15.
¢) Aufgabe 27:. Haufen, sein Fiinftel zu ihm, es macht 21.

2. Im Museum der Schonen Kiinste in Moskau wird ein mathematischer
Papyrus aufbewahrt, der noch etwas élter als der Papyrus Rhind ist. Er
heilt Moskauer Papyrus. Erist nur 8 cm breit und 5,44 m lang und enthilt
25 Probleme, von denen allerdings die meisten fast unleserlich sind.
Schreibe als Bestimmungsgleichung fiir x die folgenden Aufgaben aus dem
Moskauer Papyrus:

a) Problem 25: Haufen, zweimal genommen, und noch ein Haufen, es
ergibt 9.
b) Problem 19: Haufen, eineinhalb davon, zusammen mit 4, es ergibt 10.

3. Ich denke mireine Zahl, vervierfache sie und subtrahiere dann 6. Wenn ich
das Ergebnis halbieren, erhalte ich 10.
Schreibe eine Bestimmungsgleichung fiir die gedachte Zahl z an.

4.2.1.3 Die Gleichung als Aussageform

x + 2x = 19 ist ein Satz, der eine Variable enthilt; also ist er nach Definition
115.1 eine Aussageform. Deuten wir eine Bestimmungsgleichung als Aussage-
form, so besteht unsere Aufgabe darin, alle Zahlen zu finden, durch die man
die Variable x ersetzen kann, so daBl dabei aus der Aussageform eine wahre
Aussage wird. Kurz, wir suchen die Loésungsmenge L der Aussageform.
Im Papyrus Rhind wird behauptet, die Losungsmenge der Aussageform
" L A Y e 4 51 g

x +3x =19 sei {163}.

* Andere Wissenschaftler meinen aber, ¢ sei urspriinglich aus dem Worte res entstanden. dann aber doch
als cosa gelesen worden.
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4.2.1.4 Die Probe

Wenn man eine Zahl gefunden hat, von der man vermutet, daB sie eine Losung
der Gleichung ist, dann kann man diese Vermutung durch eine Probe
bestitigen oder widerlegen. Dazu ersetzt man die Variable x durch die gefun-
dene Zahl und berechnet getrennt die linke Seite und die rechte Seite der
Gleichung. Dabei versteht man unter /inker Seite einer Gleichung denjenigen
Term, der links vom Gleichheitszeichen steht. Wir schreiben dafiir kurz LS.
Der rechts vom Gleichheitszeichen stehende Term heil3t rechte Seite, kurz RS.
Machen wir also in x + 3x = 19 die Probe fiir x = 163:
LS =163+ 4163 = RS =19.

— 16541133

=165+ % =
16§ + 23 =

=19
Wir stellen fest: LS = RS, also ist 163 eine Losung der Gleichung x + 3x = 19,
was man kurz durch 16§ € L ausdriicken kann.
Schon im Papyrus Rhind ist diese Probe ausgefiihrt!

Aufgaben

Aufgabe 28 des Papyrus Rhind lautet in moderner Form
(x +2x) —31(x +%x) = 10.

AHMOSE gibt als Losung x = 9 an. Mach die Probe!

2. Aufgabe 30 des Papyrus Rhind lautet in moderner Form
2x + i5x = 10.
AHMOSE gibt als Lésung x = 1355 an. Mach die Probe!

LF¥]

Aufgabe 29 des Papyrus Rhind lautet in moderner Form

Lx +3x + 3(x + %) = 10.

AHMOSE gibt als Losung x = 134 an. Mach die Probe!

e4. Aufgabe 32 des Papyrus Rhind lautet in moderner Form
Xx+ix+4x=2.

AHMOSE gibt als Lésung x = 1 + & + {5 + 11z + 733 an.* Mach die Probe!

— . ’ & -‘ - [F=% of =1 e L 3 '-‘
5. Fiir die Bestimmungsgleichung 13x — 3x = § + 3x werden die Zahlen 2, 3

und — 2 als Lésungen angeboten. Mach die Probe und entscheide, welche
der Zahlen wirklich Losungen sind.

* Die Agypter gaben mit Ausnahme von £ alle anderen Briiche nur als Summe von Stammbriichen, das sind
Briiche mit dem Zihler 1, an.
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6. Im Algebrabuch des AL-CHaARrIZMI finden wir eine Aufgabe, die in heutiger

Schreibweise als Bestimmungsgleichung so lautet: x* + 15 = 8.x.
Er gibt als Losungen die Zahlen 3 und 5 an. Sind das Lésungen?

b

7. Fiir die Bestimmungsgleichung x>
Losungen angeboten: 1, —1, 4, £, 0.
Entscheide durch Proben, welche dieser Zahlen zu der Losungsmenge

gehdren.

+ x* = 2x — 2x? werden folgende

4.2.1.5 Was kann eine Information leisten?

Wir haben oben gesehen, daBl 163 eine Losung der Gleichung x + 3x = 19 ist.
Man wird sich also fragen miissen, ob es noch weitere Losungen dieser Glei-
chung gibt oder ob 163 die einzige Losung ist.
Falls es keine weitere LOsung gibt, dann wird durch die Information
X+ 4x = 19 eindeutig eine Zahl x bestimmt. Gibt es aber mehr als eine
Losung, dann ist die Information mehrdeutig.
Allgemein unterscheidet man je nach der Anzahl der Losungen verschiedene
Arten von Informationen.
1) Eine Information ist eindentig, wenn sie genau eine Zahl x bestimmt. Die
Losungsmenge der Aussageform enthélt dann eine einzige Zahl.
Unser Informant hat die unbekannte Zahl x genau beschrieben.
Beispiel:
3x = 2 ist eine eindeutige Information tiber x. Denn wegen Satz 72.1
ist § die Zahl, die durch sie eindeutig bestimmt ist.
Die Losungsmenge der Aussageform 3x = 2 ist die Menge {2}.

2) Manchmal reicht die Information nicht zur eindeutigen Bestimmung der
unbekannten Zahl x aus. Der Informant hat die Zahl x also nicht genau
genug beschrieben. Somit gibt es mehrere Moglichkeiten fiir x. Man sagt,
die Information sei mehrdeutig. Die Losungsmenge einer solchen Aussa-
geform besteht dann aus mindestens zwei Zahlen.

Beispiel:
X7 =64,
Die Information reicht nicht aus, die unbekannte Zahl x eindeutig zu
ermitteln. Wir kénnen nidmlich sagen, daB sowohl + 8 als auch — 8
Lésungen sind.

3) Je mehr Moglichkeiten es fiir die unbekannte Zahl x gibt, desto wertloser
ist die Information zur Bestimmung der unbekannten Zahl x. Ganz
schlimm wird es, wenn uns der Informant an der Nase herumfithrt und wir
fiir die unbekannte Zahl x jede Zahl nehmen kdénnen. Die Information ist
also allgemein giiltig.

Wir merken uns

Definition 124.1: Eine Gleichung heiB3t allgemeingiiltig, wenn jede Zahl
Losung der Gleichung ist.
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Beispiel:
x+1=1+x
Jede Zahl ist Losung dieser Gleichung. Also ist sie allgemeingiiltig.
Die Losungsmenge der Aussageform x + 1 = 1+ x ist die Menge Q.

4) Andererseits kann es aber vorkommen, dal es solch eine Zahl, wie sie
durch die Information beschrieben wird, gar nicht gibt. Der Informant hat
uns also angeschwindelt!

Wir merken uns

Definition 125.1: Eine Gleichung heil3t widerspriichlich, wenn keine Zahl
Losung der Gleichung ist.

Beispiel:
x+1=x.
Es gibt keine Zahl x, deren Wert sich nicht dndert, wenn man 1 dazu-
zihlt. Also ist die Gleichung widerspriichlich.
Die Losungsmenge der Aussageform x + 1 = xist die leere Menge i}
fiir die man auch 0 schreibt.

Aufgaben

Bei den folgenden Aufgaben soll entschieden werden, welche Art von Glei-
chung vorliegt. Gib jedesmal die Losungsmenge an.

1. ) x43=—18 b)Y x+ix=3x ¢ —3Hx=34 d) x?=256
X X X
e) xt=16h f) =3 g) — =1 h) — =0
X % x
2. a) —0,02x+ 0,02 = 0,02 b) —0,02x+ 0,02 = —0.,02x
¢) —2x*2=-2288 d) x+x=2x e) x’=—4
el oy ULl $c) 9x2 = 1024
X %
d) x(x+3)=0 e) 3-(x+2)=3x+6

4.2.2 Aquivalenzumformungen von Gleichungen

4.2.2.1 Aquivalenz von Gleichungen

Der einfachste Gleichungstyp ist von der Bauart x = 7. Eine Losung dieser
Gleichung liest man direkt ab, ndmlich 7. Weitere Losungen gibt es nicht, da
man mit keiner von 7 verschiedenen Zahl an Stelle von x eine wahre Aussage
erhilt. Die Information iiber die gesuchte Zahl ist also eindeutig. Die gesuchte
Zahl ist 7.
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