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4.2 Lésen von Gleichungen 1

Beispiel:
x+1=1+x
Jede Zahl ist Losung dieser Gleichung. Also ist sie allgemeingiiltig.
Die Losungsmenge der Aussageform x + 1 = 1+ x ist die Menge Q.

4) Andererseits kann es aber vorkommen, dal es solch eine Zahl, wie sie
durch die Information beschrieben wird, gar nicht gibt. Der Informant hat
uns also angeschwindelt!

Wir merken uns

Definition 125.1: Eine Gleichung heil3t widerspriichlich, wenn keine Zahl
Losung der Gleichung ist.

Beispiel:
x+1=x.
Es gibt keine Zahl x, deren Wert sich nicht dndert, wenn man 1 dazu-
zihlt. Also ist die Gleichung widerspriichlich.
Die Losungsmenge der Aussageform x + 1 = xist die leere Menge i}
fiir die man auch 0 schreibt.

Aufgaben

Bei den folgenden Aufgaben soll entschieden werden, welche Art von Glei-
chung vorliegt. Gib jedesmal die Losungsmenge an.

1. ) x43=—18 b)Y x+ix=3x ¢ —3Hx=34 d) x?=256
X X X
e) xt=16h f) =3 g) — =1 h) — =0
X % x
2. a) —0,02x+ 0,02 = 0,02 b) —0,02x+ 0,02 = —0.,02x
¢) —2x*2=-2288 d) x+x=2x e) x’=—4
el oy ULl $c) 9x2 = 1024
X %
d) x(x+3)=0 e) 3-(x+2)=3x+6

4.2.2 Aquivalenzumformungen von Gleichungen

4.2.2.1 Aquivalenz von Gleichungen

Der einfachste Gleichungstyp ist von der Bauart x = 7. Eine Losung dieser
Gleichung liest man direkt ab, ndmlich 7. Weitere Losungen gibt es nicht, da
man mit keiner von 7 verschiedenen Zahl an Stelle von x eine wahre Aussage
erhilt. Die Information iiber die gesuchte Zahl ist also eindeutig. Die gesuchte
Zahl ist 7.
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Wir halten fest: Gleichungen der Bauart x = a sind eindeutige Informationen
uber die gesuchte Zahl x. Die gesuchte Zahl x heilit ¢, die Losungsmenge der
Gleichung x = a ist die Menge {a}.

Normalerweise sind Gleichungen viel komplizierter, z.B. 13x — 7 = 5x + 4.
Um solche Gleichungen 16sen zu koénnen, formt man sie so lange um, bis man
auf den einfachen Typ x = @ kommt. Bei diessm Umformen diirfen aber
keine Losungen hinzukommen und auch keine Losungen verlorengehen. Um-
formungen, die dies leisten, bekommen einen besonderen Namen.

Definition 126.1: Zwei Gleichungen heillen #Aquivalent, wenn ihre
Losungsmengen iibereinstimmen.
Eine Gleichungsumformung heiBt Aquivalenzumfor-
mung, wenn die urspriingliche Gleichung und die neue
Gleichung dquivalent sind.

Unser Ziel 1st es nun, Gleichungsumformungen aufzufinden, die als .f'kc.]uiva—
lenzumformungen zum Ldsen von Gleichungen beniitzt werden kénnen.
Aufgaben

Stelle bei den folgenden Gleichungen fest, ob sie dquivalent sind. Sind Glei-
chung I und Gleichung II dquivalent, dann kannst du kurz [ <> II schreiben.

) x =5 H. 13x=139 b) . x+1=2; II.x+9 =10
&) I.x+1 =2 Il.x}10=9 dILx*2=1; II.x=1
2. a) Lix=% ILx2=% by =g 1L 0 =10

I3

) L4034 6=0 +x: IMLE2—2 @) Lx—5=0:T1=1

4.2.2.2 Aquivalenzumformung durch Termersetzung

Ersetzt man in einer Gleichung einen Term durch einen dquivalenten, so
andert sich die Lésungsmenge nicht, weil nach Definition 89.1 bei jeder Ein-
setzung der alte und der neue Term den gleichen Zahlenwert liefern.

Beispiele:

1) 2x4+5—x=1—x—8§8
Vereinfacht man die Terme auf der linken und auf der rechten Seite
der Gleichung, so erhilt man die dquivalente Gleichung
X+ 5= T—x.
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4.2 Lésen von Gleichungen 127
. 14 + 8x
2) 3(x—95) =
4
Unter Anwendung der Rechengesetze erhalten wir die dquivalente
Gleichung

3x—15=4+2x.
Durch Termersetzungen konnen wir die Gleichungen also vereinfachen. Zur
vollstindigen Losung brauchen wir allerdings noch weitere Aquivalenzum-
formungen. Wir werden sie im folgenden kennenlernen. Weil es ldstig ist,
jedesmal durch einen Zwischentext zu versichern, dall man gerade eine
Aquivalenzumformung durchgefithrt hat, treffen wir die

Vereinbarung 127.1: Die durch Aquivalenzumformungen entstandene
neue Gleichung schreiben wir ohne Kommentar
unter die alte Gleichung. Zur Verdeutlichung kann
man auch zwischen die dquivalenten Gleichungen
das Aquivalenzzeichen <> setzen.

Beispiel: —2(3 —5(x—1)+4)—8=73(x
—2(]—5x+5) —8= ;-{x — 94 2x)
2(12 2 5%) = 8 =1
—244+10x—8 =Tx— 21
10x—32=Tx—21.

Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die aquivalenten Gleichungen im letz-
ten Beispiel so geschrieben, daB die Gleichheitszeichen immer untereinander
zu stehen kamen. Dadurch erkennt man gut, wie sich die linke Seite und wie
sich die rechte Seite jeweils verdndert haben. Gleichungen in dieser Form
untereinanderzuschreiben geht natiirlich nur, wenn man schon weil, wieviel
Platz die linke Seite in der neuen Zeile brauchen wird. Du wirst es im Heft
nicht immer so einrichten konnen. Eins muf3t du aber immer tun: Jede neue
Gleichung muB in eine neue Zeile geschrieben werden. Auch bei einfachen
Termumformungen darfst du nie in derselben Zeile mit einem =-Zeichen
weiterschreiben, auch wenn es noch so bequem wire.

Beachte: Bei Gleichungen gibt es in jeder Zeile nur ein Gleichheitszeichen!

Beispiel:
Schreibe nicht x =1+ 3 = 3,
sondern richtig mit zwei Gleichungen x=1+3

Pl |fid
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Aufgaben
1. Vereinfache die folgenden Gleichungen und gib die Losungsmenge an.
a) x+0,5x =3x — 2x
b) 3-(5x—2)=1—4
15x—6 . S
c) = +1,5=3x—(3:5x
=Y
d x—3(22:18)=0

o) Xx(x—2(x+5)=—10x — x2
8N 31 2—x(11+20)+x(0,5+2x)] =7

2. Die unbekannte Zahl muld nicht immer x heillen! Vereinfache die folgen-
den Gleichungen und gib die Losungsmenge an.

a) [(5—3:4-6—-22]-y=0

b) [(5—3:4):8—34]z=0

0) (0*%—01% P-u=1,55-33 -2

d) y-(9:4-6—9:6-4—4:6-9—0,5)=6:4:9
e) |4;: 8%z —5kz = 5L —8L— 141

6= (i}
3. Vereinfache und gib die Losungsmenge an.
a) [264(13—-2YH-2lx=3[2-102 -1 —1,25]
b) [5-44%—(2,64—414) (- )]y=4-2-2.

30
A

(4]

4.2.2.3 Aquivalenzumformung durch Addition von Termen

Bei der Gleichung x — 3} = 73 sind beide Seiten schon so einfach wie méglich.
Wir bendtigen nun eine neue Aquivalenzumformung, die diese Gleichung auf
die Form x = a bringt. Dazu iiberlegen wir:

Wenn eine Gleichung eine Losung besitzt, dann steht, wenn man sie sich ein-
gesetzt denkt, links und rechts vom Gleichheitszeichen dieselbe Zahl. Addiert
man nun auf beiden Seiten der Gleichung Gleiches, dann ergibt sich auf
beiden Seiten die gleiche Summe. Um also zu erreichen, daB die unbekannte
Zahl x alleine auf der linken Seite {ibrigbleibt — wir sagen kurz, wir wollen x
isolieren —, miissen wir in unserem Beispiel auf beiden Seiten 35 addieren.
Dieses Vorgehen deuten wir dadurch an, daB wir hinter die Gleichung zwei
senkrechte Striche setzen und dahinter + 33 schreiben. Nun fithren wir es vor:

x—33="73 | +33
(x—33)+ 3L =73 + 34
x —35+ 35 =113
xi= 115

Die gesuchte Zahl ist also 115.
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Die obigen Uberlegungen konnen wir verallgemeinern auf Terme, da Terme
wie Zahlen behandelt werden. Es gilt

Satz 129.1: Die Addition desselben Terms auf beiden Seiten einer
Gleichung ist eine Aquivalenzumformung; kurz
I,=1T, || +T
o Tyl T

Zur Begriindung iiberlegen wir uns:
1) Ist @ eine Losung der Gleichung 7; = 7,, dann gilt

Ii(a) = T;(a), also auch
Ii(a)+ T(a) = T (a) + T(a).

Damit 1st @ auch eine Losung der durch Termaddition umgeformten Glei-
chung T} + T = T, + T. Es gehen also bei der Umformung durch Termaddi-
tion sicherlich keine Losungen verloren.

2) Ist umgekehrt b eine Losung der umgeformten Gleichung 7, + I'= T, + T,
dann gilt

L)+ Tb) =T,(b)+ T(h).

Addiert man auf beiden Seiten — T'(b), dann erhilt man

1,(b) = T, (b).

Das heif3t aber, dal3 5 auch eine Losung der Gleichung 7; = 7, ist. Es kann beli
der Umformung durch Termaddition also auch keine Lésung hinzugekom-
men sein.

Da somit bei der Termaddition weder Lésungen hinzugekommen sind noch
verlorengegangen sind, stimmt die Losungsmenge der Gleichung 7} = 7, mit
der Losungsmenge der Gleichung 7} + T = T, + T tberein; die Umformung
durch Addition von Termen ist also eine Aquivalenzumformung.

[n der Sprache der Mengenlehre 1aBt sich die obige Uberlegung kurz so schreiben,
wenn L die Losungsmenge von 7; = 75 und L' die von T, + T = T, + T bedeuten und
das Zeichen = als Abkiirzung fiir »daraus folgt« steht:

1y aeL = ael’, dh. Ecl

2) beLl' = belL, dh. L'cL

= =l

Zum Einiiben eine etwas anspruchsvollere Gleichung:

Beispiel 1:
3x—T =19 4+ 2x. Wir wollen x auf der linken Seite isolieren. Dazu mul3
7 auf beiden Seiten addiert und 2x auf beiden Seiten subtrahiert werden,
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130 4 Gleichungen

d.h.. auf beiden Seiten muB der Term 7' = 7 — 2x addiert werden. Die
Rechnung sieht also so aus:

—2x

3x—T=19+2x |7
Bx—ND+(7T—2x)=(19+2x)+ (7 —2x)
Ix—T+7—2x=19+4+2x+7—2x

x = 20.

Mit einiger Ubung kannst du durch Kopfrechnen gleich von der 1. zur 4.
Zeile kommen!

Es ist nicht giinstig, die unbekannte Zahl auf der linken Seite zu isolieren,
wenn dort die unbekannte Zahl weniger oft vorkommt als auf der rechten
Seite. In einem solchen Fall isoliert man die unbekannte Zahl eben auf der
rechten Seite!

Beispiel 2:

-35x+14=—-25x+ 0.1 | + 3,5x— 0,1
1.3=2x
Aufgaben
. a) 25+ x =42 b) x+ 56 = 38 ¢) 2,65+ x=233
d2=x+32 ¢) —281=165+x fH 175=2F+=x
g) %_1-5'14'.‘?::_”4 h) —85%+275=z2—37
2 a) Px—1 =s—1 b) 163x—4=173x+2%
©) 2x—a=175+175x d) 2x=—1X
e) Px+7=3+1,625x f) —2,5x—0,8145=—1,804 —3,5x
/\
3. a) 1 —-[2—(x—9)]=5—(19-9) b) 17(‘+7‘=(5 ) 30
R N o e LS et i 418
; 2 8 4 b
4. e 1 1 4 X X
e) Sx+45x—13 =gx+15x f) —x+18 = -02x+ 21— —
) 3 . 6

b) x4+ 2[.1' -3 '.\:—|—4
¢) 1—5(@x+11)=5[3x—72x—1)]+ 6(6x — 14)
d) 1,53 —=5x)—[4(2,8 + 0.3_\—) 10] + 9x = 0,3x
) [ +BA+4] ta=
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4.2.2.4 Aquivalenzumformung durch Multiplikation mit Termen

Bei der Gleichung 8x = 15 sind beide Seiten schon so einfach wie moglich. Wir
bendtigen nun eine neue Aquivalenzumformung, die diese Gleichung auf die
Form x = a bringt. Dazu iiberlegen wir:

Wenn eine Gleichung eine Losung besitzt, dann steht, wenn man diese sich
eingesetzt denkt, rechts und links vom Gleichheitszeichen dieselbe Zahl. Mul-
tipliziert man nun beide Seiten der Gleichung mit dem gleichen Faktor, dann
stellt sich auf beiden Seiten dasselbe Ergebnis ein. Um bei unserer Gleichung x
zuisolieren, mussen wir also beide Seiten mit g multiplizieren oder beide Seiten
durch 8 dividieren.

Wir fithren es vor:

8x=15 | -3 oder Bx=15 | :8
PR R )
(62) "5 =" 8 8
8x -t =12 x =12
X = iﬁﬁ

Die gesuchte Zahl ist also 2.
Die obigen Uberlegungen kénnen wir verallgemeinern auf Terme, da Terme
wie Zahlen behandelt werden. Es gilt

Satz 131.1: Die Multiplikation beider Seiten einer Gleichung mit einem
Term ist eine Aquivalenzumformung, falls der Term nicht
null ist.

Kurz:

L=L% II-T (T + 0)
@?}‘T:Tz' T

Zur Begriindung tiberlegen wir uns:

1) Ist a eine Losung der Gleichung T, = T, dann gilt
1) (a) = T,(a), also auch

Ti(a): T(a) = T;(a): T(a).

Damit ist @ auch eine Losung der durch Termmultiplikation entstandenen

Gleichung. Es gehen also bei der Umformung durch Termmultiplikation si-

cher keine Lésungen verloren.

2) Ist umgekehrt b eine Losung der umgeformten Gleichung 7} - T'= 175 - T,

dann gilt

T,(b) - T(b) = T,(b) - T(b).

Multipliziert man beide Seiten mit T was naturlich nur fiur 7T(b) = 0
e " . - :I

moglich ist, dann erhélt man :

T, (b) = T5(b).
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Das heil3t aber, dal3 b auch eine Losung der Gleichung 7; = T, ist. Es kann
also bei der Umformung durch Termmultiplikation auch keine Lésung hinzu-
gekommen sein, wenn T'(b) % 0 gilt.

Da somit bei der Termmultiplikation weder Losungen hinzugekommen sind
noch verlorengegangen sind, stimmt die Losungsmenge der Gleichung
T, = T, mit der Losungsmenge der Gleichung T} - T = T, - T lberein; die
Umformung durch Multiplikation mit Termen (=0) ist also eine
Aquivalenzumformung.

Zum Einiiben zwei etwas anspruchsvollere Gleichungen.

Beispiel 1: 75x = —53
Zum Rechnen verwandeln wir die gemischten Zahlen besser in gemeine
Briiche:
L 11
Jek =

2o 11 ik,
T — 2 Il "33
o 11-3
L= 50
3
=t

Beispiel 2: 27,2 = —0,06x || : (—0,06)

27.2 ;
—0;06 — >
Weil a = b dasselbe bedeutet wie b = a. vertauschen wir der leichteren
Lesbarkeit halber die beiden Seiten und vereinfachen weiter.

x = — 2120
x = 1380
Aufgaben
L) 2 =5 b) tx=3 €) 3x=9
2. a) Sx=-—2 b) 2ix = —1 ¢) —33=3%x
3. a) —x=17,1 b) (—2)x=1 c¢) —0,1x=10,01
4. a) —2,5x=5% b)3-1=—Fx ) 35 =18
5. a) 9:id =4 b) —80=x:6 c) &=3-2¢
6. a) 5=4 b) —3=738 o) —c=——%
7. a) Sx=—3+1 b) x:17,5=525-0,01 ¢) s5c =4,3:18,6
8. a) (—x) == b) (—x):1024 =% ¢) =498 _ _314(—v)
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4.2 Losen von Gleichungen 1

4.2.2.5 Mehrfache Aquivalenzumformungen

In den meisten Fillen wird man nicht mit einer der drei im letzten Abschnitt
behandelten Aquivalenzumformungen allein auskommen. Fast immer
braucht man alle drei! Betrachten wir etwa die Gleichung

97+ 2x — (19— 15)+ 3 =107 — Tx — (11x — (5 + 3x)).
Zuerst vereinfachen wir beide Seiten durch Termersetzungen:
100 4+2x—19x+15=107 —7x — (11x — 5 — 3x)

115—-17x =107 —-T7x — (8x — 5)

115—17x=107—-Tx—8x+5

115 —17x = 112 — 15x.

Durch Addition von Termen sorgen wir jetzt dafiir, daB alle x-Glieder auf der
einen und alle von x freien Glieder auf der anderen Seite stehen. Der Bequem-
lichkeit halber achten wir darauf, daB@ der Faktor bei x positiv ist.

115—17x =112 —15x ||+17x— 112
3=2%.

Durch Vertauschen der Seiten erhalten wir die gewohnte Form
2x—=23.

Zum AbschluB isolieren wir x durch Multiplikation mit 4.

%

-3 || 3

= =
Il

(8] %]

Die drei Aquivalenzumformungen reichen aus, um jede Gleichung, in der die
Unbekannte nicht in zweiter oder gar in hoherer Potenz vorkommt, zu l6sen.
Weil x' = x gilt, sagt man auch: Die Unbekannte kommt in der Gleichung
nur in der ersten Potenz vor. Fiir solche Gleichungen hat man einen eigenen
Namen eingefiihrt.

Definition 133.1: Eine Gleichung, in der die Unbekannte nur in der
ersten Potenz vorkommt, heil3t lineare Gleichung.*

Den Weg zur Lésung einer linearen Gleichung fassen wir zusammen in

Regel 133.1: Eine lineare Gleichung 16st man durch Aquivalenzumfor-
mungen in der folgenden Reihenfolge:
1. Vereinfachen
2. Addieren
3. Multiplizieren |

* Zum ersten Mal 1694 belegt als égalité linéaire bei Jean PRESTET (1652-1690) in seinen Nouveaux Elémens des
Mathématiques ou Principes généraux de Toutes les Sciences, qui ont les grandeurs pour ohjet.
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Zur Einiibung der Regel betrachten wir noch ein komplizierteres

Beispiel: 33x — (13 + 3x) = —ﬁ + (13x — (12 — x)) + 33
B¥x—1i—ix=—3%+ (12\ — 13+ Xx)
3 — 1= —35+ (2 x—13)
Ux—1t=—F+24x—13
3ix— 11 =—133 + 23x | —2ix+ 13
i-\_: —30 Il h:
X=—3

Manchmal vereinfacht sich die Rechnung, wenn man als allerersten Schritt die
Gleichung mit dem Hauptnenner multipliziert, um die Briiche zu beseitigen.

Beispiel:
129" 5{04—2xy 9x =0T " Tx—1.1

_.i_ A
— — ' - 2] - 84
7 6 4 3 i

12(5x+12,5—14:5:(0,4—2x) =21(9x—0,7) —28(7x—1,1) + 2 - 84
60x + 150 — 28 + 140x = 189x — 14,7 - 19(}.\ +30.8 4+ 168
200x+ 122 = —7x + 184,1 | +7x—122
207x = 62,1 | :207

x=0,3
Aufgaben
1. a) 8+ 6x =20 b) —34+35x=17 ¢) 4x—12 =44
2.a) 1=13—6x b) 10=24 —7x ¢) —9x—144 = 36

3.a) 19—x=100—10x b) 3x+1=5x— ¢) 19 —2x=8x—16
4.a) 4x+15—x =54 b) 5x+24+x=26 ¢) —x+8—3x=0
5.a) 17=17—12x+3x b) 314 x ¢) 21 +8x =30+ 5x
6.2) 11x—41=10x—31 b) 5x—5=1543x ¢) 4x—16=19—-3x
8x+22—x=100 —11x — 42

b) 9x=7x+16+5x+4+7—10x

¢) 1943x—23=10+42x—34
8.a) 29x+ 39 —34x =49 — 20x — 10

b) 4x+4—Tx=—8x+2+5x—4
9.a) 8x—174+x=9x—13—-4

b) 9x—16=10x—9—4x45

10.2) 0 =14 —8x+x—3x+x+4

(W%

Il
(B
iy
(S

|
|
-

“_-J
=]
"
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11.a) 11x=8x+15+6x+6—10x
b) 27x—9—17x4+10=4545x—4

12.2) Tx—6+5x—4+3x—2+4+x—4=0
b) 18.=93—6x—11 —4x—5—2x+u

13.a) 12x—10+8x—6+4x—8 =0
b) 6x —13 4 x—14+12x—15-10x-42=10

14. a) 19x=5x+4+24+5x+34+7x+3+6

15.a2) 21x—-21 —7x+7=Tx+21 +14x— 7 —19x + 26x
b) 121x+49—-234x+3 —x=x—5—115x+ 108

16.a) 5 —5+5—F+3i+5=11 b) Ix+Z—Zx+1=3—-1Lx

17. a) (—0,7)> +5,94x — 9,02 + 2,63x + 11,31 = 6,24x — 6,263 — 1,11
b) 0=129x —1,45x — 3,29 —0,99x — 11x + 0,32

18.a) 2x —3x—3x=3x—1—-2x+2—5x
b) —05x+9=3x+4—%2x+0,.2
19.a) 5x—9=3x+7 b) 2x+ 11 =8x—10
20.a) 126 +7x=4x — 44 b) 7.5—-24x=31x—-9
21.2) sx—$x=2+3x b) ix+3ix—13=1x
22.2) tx+18=1x+02x+2  b) 1,5x—8,5=1%
064 . D75 e eilgy
23. a) 3 x+05x—043 =x b) 9 X 0.7 +x4+6=0
2x+ 35 8+12x 6x—17
e : ST 4
3Ix—6 1—15x 13x+8 1 3 6-—11x
5 Ay - — = -
sl 2 : i 3T 57 15
5% 3Ix—7
TN i
36 3 J
284 0,7x 8§—11x 2
s ST | Gigs d) 3+ ==
6 3
27.a) 4(2x—-3)=23x—4) b) 25+ 3x)-7T=(7+25x)"3

5—x)=T(x+1)—13
2x —300) — (150 — x) - 2 = 3x

28. a) 13 —3(°
b) 5(

L |
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29.2a) 3(1,84+3x)—26=9—5(1,5x—2)

30.

31.

32.

[#8)
n

40.

41.

43.

b)
c)

d)

a)
c)
a)
c)

a)

b)

a)
b)

. a)

b)

a)
b)

0,75(7x—16) — 0,25(9x —60)4+1 =0

X X _ %
o(2-20) 33 +3) =3 -1
' : 1

1 2 3fx

1(1-2)3(2 11)=loon

3Ix+ 9 —x)=13 b) 5x—(1+2x) =11
—(8—x)+2x=10

O9x—2—(7T—2x)=13 b) x—2x—0Bx—-1)) =101

12x=—12—(—12x—12) d) 5x— (3 —4x) =32-(x+4)

9 — (5x+ 2) + (10 + 8%) — (3x — 18) = x + 20
93 4+ 2x — (19x — 15) = 100 — Tx — (11x — (5 + 2x))

(25 + 12x) — (10x — 11) = (12 + 6x) — (12x + 13) — (10x — 11))
—2x — (4 +(2x—3)) = (30 — 18%) — 2x — (3x — 5))

5(5+2x) =9+ 4x b) 0 =4(10—2x)—3(x —5)
3(9—x) = 5(x—9) d) 23(x —32) = 32(x+23)

1(4x—3)+3(9—18x) =10(1 — 3x)
T3x—T7+5(x—3)4+4(17—x) =103 — 11x
13x—7T(11 —x)+11 =4x—-320—x)+ Tx
8(2x—3)—52x—8)=32—4(1 —3x) + 8x
3x —4; =5t — 6} b) 0,1x—02=03x—04
SxEx "} = — 3f b) 3x+15= '11\ S 1!3 15 tl\‘
10x = 73x — 33x + 54x — 34x+ 1 + 5x
X = 3"1 = %1 + i_\' :\ - ;
4x X . 4x e 9
o R R R
30X 5 4 9
e - —1—x+2-—3—x+98
B3 e s

47x —43 =734+ 41,5x + 7.2x 4+ 16,6
0=145x—27Tx—0,6x+0,5x— 7.8 —1,2

18x—7,52 —2,35x=5,381 —-29x— 0,58 + 13x
1,45x+ 3,29 =129x—0,99x — 11x 4 0,32
2x—5—x=1+3%(011-2x)

13x—16) =2x—3(5+320)+2%24—x)
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44, a) 3x(x+7)—xBx+7)+70=0
b) 4x(6 —3x)+ 6x(2x+1) =15
45. Bx —D-21x — (33x+5) - 5x =277
46. 0,32x(1,25x —10) + (6,3 —0,8x) - 0,5x +1 =0
47.3a) x—(x—(x—(x—1)—1)—1)=0
b) 1—2(x—3(x—4(x—15)) =11(11 —2x) + 2x
c—3 34+ x —x+3 x—3

X .
48. a) 6x — - Sl QXL - b) T + 6x = - o +

n

X

Die Aufgaben 49 bis 51 sollen den Einflufs von Rundungen zeigen.

49. a) 3.14x — 6,28 = —9,577 b) 3,14x — 6,28 = —9,58
¢ 3,1x—63=-96 d) 3x—6=—10

50.a) —1,27x+ 9,51 =9,88 —1,22x b) —1,3x+9,5=99—1.2x
¢) —x+10=10—x

51.3) 3,14x—728 = —8193 b) 31x—73=—82 ) 3x—T7=-8

2 1 X
32. 25 (1 5.\' E %) —x+2 (; - 15) —36x =0

53. x4+ 2[x+3(x+4)] =15

ol st ORI et 1
S I\ gt usgabi gy =5

55.1 — 5(4x —11) = 5[3x —7(2x — 1)]
56. 1,5(3 — 5x) —[4(2,8 + 0,3x) —10] +9x =0
o57. 1 — (2 +3: [Bx—8)—2@8 —30)]) =5(1 —2%)—2

1 1 1 %
-SS.(E,\'%--I)-E—F?—J-E—F7’)-4—{—4:({:.\’-1—1)-2{—;-

s ) Q
5R5~l—:——QI—1&‘3:z')x?19

3 3x+5 2(2x—3)—24 1 (x—270)-%
e60. _ - 1= — : 5
2 6 3 4 (o]
4
3

:+"‘_)~4+x
e 4

P4

D

e 61.
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*%4.2.2.6. Die Aquivalenzumformungen des AL-Crarizmi oder was bedeutet

Algebra?

Du kennst nun die 3 Aquivalenzumformungen, mit deren Hilfe du lineare Gleichungen
I6sen kannst. Wir faiten sie kurz zusammen in der Regel » Vereinfachen — Addieren
Multiplizieren«. Diese Aquivalenzumformungen waren von Anbeginn an das
Rustzeug der Mathematiker, die Gleichungen l6sen wollten. Ausfiihrlich hat sie AL-
CHARIZMI in seinem al-Kitab al-muchtasar fi hisab al-dschabr wa-"I-mugabala
beschrieben.

Zuerst rat AL-CHARIZMI dem Leser, so wie wir es dir geraten haben, in einer Gleichung
die Nenner zu beseitigen, indem man jedes Glied mit dem Hauptnenner multipliziert.
Die Gleichung ist dann einfacher geworden. Dann ersetzt er auf jeder Seite komplizier-
tere Terme durch einfachere, so wie wir es auch machen. So entsteht z. B.

Sx+ 11 =13 —7x.

AL-CHARIZMI empfindet das Wegnehmen von 7x von der Zahl 13 als etwas, was die 13
verletzt. Er mochte es wiedergutmachen. So wie ein Arzt ein ausgerenktes Glied durch
Einrichten wieder voll funktionsfiahig macht, so will er die 13 wieder unverletzt sehen.
Dazu braucht er bloB auf beiden Seiten 7x zu addieren. Diese Aquivalenzumformung
des Wiederherstellens nennt AL-CHARIZMI a/-dschabr. Nun weiBt du, was das Wort
al-dschabr, aus dem Algebra entstanden ist, mathematisch bedeutet.

Durch al-dschabr wird aus der obigen Gleichung also die dquivalente Gleichung

15x - 11 =13.

Jetzt betrachtet AL-CHARIZMI beide Seiten, d. h., er stellt sie einander gegeniiber. Dabei
sieht er, daB auf der linken Seite 11 zu 15x addiert wird. Er stellt sich vor, daB 11 auch
rechts als Summand auftritt, also 13 = 2 4+ 11. Durch Subtraktion von 11 auf beiden
Seiten kann er diesen UberschuB ausgleichen. Diese Aquivalenzumformung des Ver-
gleichens und Ausgleichens nennt AL-CHARIZMI al-mugabala. Nun weiBt du auch. was
das zweite Wort im Titel seines Algebrabuchs fiir einen mathematischen Sinn hat.

Durch al-mugabala wird also aus der letzten Gleichung die dquivalente Gleichung

I5x=2.

Nun mull noch x isoliert werden, d.h., 15x muB auf 1 x zuriickgefiihrt werden. Dies
geschieht, indem man die Gleichung durch 15 dividiert: man erhilt x = 2. Diese
Aquivalenzumformung des Zuriickfiihrens auf 1x nennt AL-CHARIZMI al-radd.
Wiire man aber auf eine Gleichung der Form 1x = 6 gestoBen, dann hiitte man X 7U
1 x vervollstindigen miissen. Dies geschieht, indem man die Gleichung mit 4 multi-
pliziert; man erhélt x = 24. Diese .?iqui\-'aien;f.umfm'mung des Vervollstindigens auf 1 x
nennt AL-CHARIZMI al-ikmal.

Da fiir uns die Division durch eine Zahl dasselbe ist wie die Multiplikation mit dem
Kehrwert dieser Zahl - statt durch 15 zu dividieren, multiplizieren wir mit s —, miissen
wir die beiden letzten Aquivalenzumformungen nicht unterscheiden und haben sie
zusammengefaBt in der ;‘iquivalcmLmt"m'mung durch Termmultiplikation.
Natirlich war AL-CHARIZMI nicht der erste, der Gleichungen so 16ste. Der griechische
Mathematiker DIOPHANT aus Alexandria (um 250 n. Chr.) beschreibt genau die beiden
Aquivalenzumformungen des Wiederherstellens und des Ausgleichens in seinem Werk
‘Apuduntikdy Pifiio (Arithmetikdn biblia) = Biicher iiber die Zahlenlehre. Aber AL-
CHaRrIZMI hat dieses Werk nicht gekannt. Es wurde erst nach seinem Tode ins Arabi-
sche libersetzt.
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