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Abb.148.1 Ist g <0, dann gilt: T} (a) < T5(a) <= g T,(a) > q- T»(a).

Beispiel: —%x < —6 I - (=32
x>9

Die in diesem Abschnitt gefundenen Aquivalenzumformungen von Unglei-
chungen sollen uns nun helfen, die Losungsmenge einer Ungleichung zu be-
stimmen.

5.3 Losen von Ungleichungen

5.3.1 Intervalle

Die Losungsmengen von Ungleichungen enthalten meistens unendlich viele
Losungen, denen auf der Zahlengeraden Strecken oder Halbgeraden entspre-
chen. Diese Zahlenmengen nennen wir Intervalle*. Fiir Intervalle gibt es in
der Mathematik Kurzbezeichnungen:

Definition 148.1:

Beschreibung Intervall- Art des Bild des

des Intervalls symbol Intervalls Intervalls
Menge aller Zahlen zwi- [a; b] abge- [ —
schen @ und b einschliel3- schlossen
lich der Grenzen
Menge aller Zahlen zwi- | Ja;b[ offen a On—) b
schen @ und b ohne die
Grenzen
Menge aller Zahlen zwi- [a; b[ halboffen (1 o— |
schen ¢ und & mit a, aber
ohne b
Menge aller Zahlen zwi- la; b] | halboffen (4 Co— )
schen @ und b ohne a, aber
mit b

* intervallum (lat.) = Zwischenraum, eigentlich der Raum zwischen (= inter) zwei Pfiihlen (= vallus) einer
Palisade.
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Beachte: In der Intervallschreibweise darf die linke Zahl nicht gréBer sein als
die rechte.

Wie man mit Intervallen umgeht, zeigen die folgenden

Beispiele: (Vgl. dazu Abbildung 149.1).
1) 0€e[0;3[, 1,7 € [0; 3[, 3¢[0;3[
2) [0;3[ =[—1,5; 6], {4.1; 5;6%; 7,99} = 14; 8[
3) [—1,5:6] n]4; 8] = 4 6], [—6; —4[n][—4; -2]={}

4) [—6; —4[ L[4 —2] = [—6; 2],
[—1,5; 6] Ul4: 8 =[—1,58[

Abb.149.1 Zu den Beispielen 1) bis 4)

Bei Halbgeraden gibt es auf einer Sei-
te keinen Endpunkt, da es dort keine
letzte Zahl gibt. Als Ersatz fiir die
fehlende Grenze hat 1655 der engli-
sche Mathematiker John WALLIS
(1616-1703) in seiner Arithmetica In-
finitorum das Symbol co, gesprochen
unendlich, eingefuhrt.

Die Romer schrieben mit dem Zeichen oo
ihr Zahlwort mille, das einerseits tausend
bedeutet, andererseits im tibertragenen
Sinn fiir unzdhlig viele verwendet wurde
denke nur an unseren Tausendfiier! Ob
die Romer WALLIS inspirierten, wissen
wir nicht.*

Weil oo keine Zahl ist, gehort es nie-
mals zum Intervall. Je nachdem, ob
man nach links oder rechts ins Un- v
endliche fortschreitet, unterscheidet 1698

man zwischen — oo und + oo. 3

* Neben oo gab es noch () und (|) als Zeichen fiir
mille. Das M ist im wesentlichen tniL[:‘]tllllchrlichu:L Abb.149.2 John WaLLIS (3]21 616
Ursprungs, wenngleich es sich gelegentlich auch 3/ £k TS
: I RERT : P A5 [ BC d _ } rd
in romischen Inschriften findet; frithester Beleg Ashford/Kent 8.11.1703 Oxforc )
89 v.Chr.
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Damit haben wir

Definition 150.1:

Beschreibung | Intervall- Art des | Bild des
des Intervalls symbol Intervalls | Intervalls
Menge aller Zahlen links | ]— oo; a] halboffen —

von a einschlieBlich a

Menge aller Zahlen links | ]— oo; a[ offen ——
von a ohne a

Menge aller Zahlen rechts | [a; + o[ halboffen N =
von a einschlieBlich a

Menge aller Zahlen rechts | Ja; + oo offen (1 e—
von a ohne a

Aufgaben

1.

b

th

Zeichne die Intervalle

a) [2;4] b) [—1,5;5,6] ¢) 1—2;: —0,5]
d) [1.4;:41] e) ]0; 5[ f) [1:;1]
Schreibe als Intervall

a) 2 e e 39 b) —7 e @3

¢c) lo—eol d) —830—0 16,6

Zeichne die Intervalle
B e | b) ]=1; + oo ¢) ]—co; 0] d) ]—o0; —2[

Schreibe als Intervall

a —S5e b) e 7

c) o 100 d) o —13

Schreibe als Intervall

a) Q b) O ¢) - d) Q; e) Qg P {}

Entscheide fiir jede der Zahlen —5; 20; 0; —3.1; 1,5 ob sie in dem

folgenden Intervall liegt oder nicht:
&) |—5:5] & =345 o 1102207 '@ J=550f

Bestimme das grofite abgeschlossene Intervall mit ganzzahligen Grenzen,
das eine Teilmenge des folgenden Intervalls ist:

a) 10;5[ b) 1-2,7;3] e [—2.7;3[ d) [—6;,—1,1[ e) [—1;2]

Gib zu den Intervallen der Aufgabe 7 das jeweils kleinste offene Intervall
mit ganzzahligen Grenzen an, welches das gegebene Intervall ganz tiber-
deckt.
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9, Be:s{immc folgende Schnitt- bzw. Vereinigungsmengen:

a) [—1;2]n]0; 4] b) [—1;2]u ]0; 4]
o [=3 —05]u[=053[ {-3: _0,5]1A[—0,5; 3[
e) Nm[0;6[ D (=50 u[—1;4]) r‘m”'

5.3.2 Kleiner- und Grofler-Ungleichungen

Mit Hilfe der Aquivalenzumformungen konnen wir nun Ungleichungen wie
z.B. 2x + 5 < 7x — 3 losen, wenn es uns gelingt, sie auf eine der Normalfor-
men x < a oder x > a zu bringen.

Lad

x—=3 | —2x+
S5x |5

Beispiel 1: 2x +

o GO Lh
AN A
h —]

[
PAR

s
A%
thioe

In der Intervallschreibweise lautet die Lésungsmenge L = ]%; + oo[. Sie 148t
sich auch graphisch darstellen:

1
T
0

w_m__.i)
L

Abb.151.1 Losungsmenge der Ungleichung 2x +5 < 7x—3

Es gibt aber auch Ungleichungen, die sich nicht auf die Normalformen x < a
bzw. x > a bringen lassen, ndmlich dann, wenn die Unbekannte bei den Aqui-

valenzumformungen »herausfillt«. Es bleibt in diesem Fall eine Ungleichung
zwischen Zahlen iibrig, also statt einer Aussageform nur eine Aussage. Ist
diese wahr, dann ist die urspriingliche Ungleichung allgemeingiiltig, thre Lo-
sungsmenge ist also @. Ist die iibrigbleibende Zahlenungleichung eine falsche
Aussage, dann ist die urspriingliche Ungleichung mdcrsprudﬂmh ihre Lo-

sungsmenge also { }. Die folgenden beiden Beispiele sollen dir das \ereulli-

chen.

Beispiel 2: 2x+5<1 —(5—2x)
2x+5<17—5+2x
2x+5<12+4+2x I8=2x— 5

0 < 7; wahre Aussage! Also L = Q.

Beispiel 3: 2x+5<7—(5—2x)
2x+5<T7—5+2x
2x+5<2+42x | —2x—35

0 < —3; falsche Aussage! Also L = {
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Aufgaben
1. a) x—3<5 b) 2—x> -3 ¢) —x< —3
d) 3x > 18 ey == ) —3x> —3
) —#x<2f WBP<Ax D) i< I
2. Schreibe die Losungsmenge als Intervall.
a) 3x—11 <12x—10 b) 5—8x<x—13
c) 15—6y>1—20y dy —z2>2—-10
3. Stelle die Lc")tsulwsmenge graphisch dar.
a) 3x4+1<ix413 b) 152 — 145 x > 12Lx + 42,25
¢) 0,8—09z>3z+1% d) 03y—3<iy—32

4. Schreibe die Losungsmenge als Intervall.

a) x—3—x)>5—(05—x)

b) 2y+3—-(05+3y)<3—-(2y—1)

€) 53— (3%2—3)>8z+(7T—%2)

a) 11z '5{—»”+4] —{z—0)+3Rz—3)

b) —5GB —3x)+4(7—5x) < 5x+19—2(x+ 11)
¢c) 2y+11> —3(y+1)—1

]

6. a) 3x—12<44+3(1—-(1—x)

b) 73x +3(—15x+%) > 44x — 6(3 — 35X)
¢) —11x+(17—-3x): <?—q(5ﬂ\—3fj
d) 0,01x—0,1x+x < (],(12.\ —031x+1.2x

5.3.3 Hochstens- und Mindestens-Ungleichungen

[n 6ffentlichen Verkehrsmitteln konnen Jugendliche zu einem giinstigeren Ta-
rif fahren, wenn sie hochstens 15 Jahre alt sind. Die Verbilligung kann also

jeder in Anspruch nehmen, der 15 Jahre alt ist oder der weniger als 15 Jahre alt

ist. Bezeichnet man die Anzahl der Jahre kurz mit j, so gibt es Fahrpreisermi-
Bigung, falls gilt:
j=15v j<15

Die beiden Bedingungen dieser Oder-Aussageform faft man zusammen zu
1

1A
L

J
und liest dies als

»j ist hochstens 15« oder auch »j ist kleiner oder gleich 15«.

Zu Schuljahrsbeginn bietet ein Schreibwarengeschiift 5% Rabatt* bei Abnah-

* Vom italienischen rabatto = Preisabschlag. Exstim 17, JTh, wird unser Rabart aus dem Italienischen entlehnt.
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me von mindestens 10 Heften gleicher Art an. Diesen Preisnachlal3 erhilt man
also, wenn man 10 Hefte oder mehr als 10 Hefte kauft. Bezeichnet man die
Anzahl der Hefte kurz mit A, so wird Rabatt gewihrt, falls gilt:

h=10 v h > 10.
Die beiden Bedingungen dieser Oder-Aussageform faB3t man zusammen zu
h=10

und liest dies als

»h ist mindestens 10« oder auch »h ist groBer oder gleich 10«.

Definition 153.1: a £ b bedeutet a<bva=D>b
a=zb bedeutet a>bva=bhb
a*bh bedeutet a<bva>h

Die Zeichen < und = wurden 1734 von Pierre BouGuEer (1698—1758) erfunden.

Ungleichungen mit < bzw. = 10st man genauso wie Ungleichungen mit <
bzw. > . Dazu ein

- . s : 5
Beispiel: 3%x — 3 = 555 + 215X | =25 + 1%
3X 2 5% I -2

x = 11&.

In Intervallschreibweise lautet die Losungsmenge L = [1155; + oo[. Abbil-
dung 153.1 veranschaulicht L.

. 2 3

|
0 12

Abb.153.1 Die Losungsmenge [1155; + o[

Aufgaben

1. Lose die folgenden Ungleichungen. Veranschauliche die Losungsmengen
auf der Zahlengeraden.

a) x+7=<9 b) x—16 < —17 ¢) x+ 25
d x—%2=<1] e) x+3=—175 f) x—4+
Schreibe die Losungsmenge als Intervall.

a) 2x—1=1-—2x b) 1 —x=17—-17x

¢) 12x—7 = 8x + 41 d) y—19=19y—19
e) 8z2—1=182—10 f) 11w—92=<108+4 11w

5

0

=
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3. Stelle die L{jt'.umzmnenge auf der Zahlengeraden dar.
| a) fx—3=34—9x b) 184 — 7hx < 34x + 755
¢) 0,01 ’J?> 3—-01y d)3z4+3=<3_3;

e4. Schreibe die Losungsmenge als Intervall.
a) 3x—(1-2x) = -2(x—1)+7
b) 34 —23(Gx—33) = 2Lx(11 —0,75) + (2L + %)

e3. a) 2,1x421(0,1x— 1(1-—00 \}):2 —21((1 —2x)+2,1)
b) 46 —40) — 4G — 40 2 4G -

r_ac._

5.3.4 Doppelungleichungen

_ Die Deutsche Bundespost erkennt Sendungen nur dann als Briefe an, wenn sie
gewisse Mindest- und HochstmaBe erfiillen. So muB z. B. die Linge minde-
stens 14 cm und darf hochstens 23,5 cm betragen. Bezeichnet man kurz mit /
die Linge in cm, so muB fiir einen Brief gelten

=14 und [=235.
Eine Liange ist Losung dieser Und-Aussageform, wenn beim Einsetzen eine
wahre Und-Aussage entsteht. Eine Und-Aussage in der Mathematik ist eine
Verkniipfung zweier Aussagen durch das Wort und, das man symbolisch
durch A wiedergibt. Eine Und-Aussage ist genau dann wahr, wenn beide
Teilaussagen wahr sind.
Die obigen Bedingungen fiir die Lange lassen sich mit dem A -Symbol kurz
schreiben:

’ R o i TR R e
b SRR I S ) (el il 1

i 7 e L 1%

|y I ERE R T TN Y B a8 O b e

Ubersichtlicher wird es, wenn man nur Ungleichheitszeichen derselben Rich-
tung verwendet, also

14=<IAl1=£235 oderauch /=14 A 235>

schreibt. Stimmen dann die rechte Seite der ersten und die linke Seite der
zweiten Ungleichung iiberein, so kann man beide Ungleichungen zu einer
Doppelungleichung zusammenfassen. Statt 14 </ A [ < 23,5 schreibt man
kurz

=
1A
[IA

23,5,

Bei der Notierung / = 14 A 23,5 = / 14Bt sich unsere Regel nicht anwenden!

= Weil die Reihenfolge der Bedingungen in einer Und-Verkniipfung aber keine
= Rolle spielt, so kann man sie auch in der Form 23,5 = / A / = 14 schreiben,
was sich nun zu 23.5 = [/ = 14 zusammenfassen 14B8t. — Wir merken uns
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| Definition 155.1: a<b=c¢ bedeutet a<bab=c

| a<h<c bedeutet a<bAb<c
az=b>c bedeutet a=2bAab>c
a>b=c¢ bedeutet a>bab2c
USW.

Bemerkungen: 1) Die Doppelungleichung a < b < ¢ driickt aus, dall b
zwischen a und c¢ liegt.
2) Doppelungleichungen mit gegenldufigen Ungleichheitszei-
chen wie @ < b > ¢sind nicht erlaubt! Néheres dazu in Auf-
gabe 156/5.

Eine Doppelungleichung mit einer Unbekannten 16st man, indem man die
beiden durch A verkniipften Ungleichungen einzeln 16st. Weil eine Losung
der Doppelungleichung die beiden Teilungleichungen zugleich erfiillen muB,
ist die Losungsmenge der Doppelungleichung die Schnittmenge der beiden
Teillosungsmengen. Das A -Zeichen erinnert an das Schnittmengenzeichen .
Merke dir also den

Satz 155.1: Die Losungsmenge einer Doppelungleichung ist die ‘
Schnittmenge der Losungsmengen der beiden Teilunglei-

chungen. ‘
Beispiel:
4x+5=5 —-3x+5<17
o dx+5Z—3x+5 A —3x+5<17

[n zwei getrennten Nebenrechnungen (NR.) 16sen wir die beiden Teilun-
gleichungen:

NR.1: 4x+5=5 —3x+4+35 | +3x—5
Ix=<0 |
x=0

= E; =7]—0;0]

NR.2: —3x+5<17 | =5

— =12 | :(—3)
x > —4

= L,=]1—4; +oo[

Als Losungsmenge L fiir die Doppelungleichung erhalten wir somit
L=L,nL,=7]—4;0]. Abbildung 156.1 veranschaulicht die Entstehung
von L.
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L‘I -
LZ
Il e N
: 1
=4 L 0
O E
Abb.1561 L=L,nL,
Aufgaben
1. Schreibe als Doppelungleichung und gib die Lésungsmenge als Intervall
an.
a) x> —1Ax=5 b) x£0Ax= —3.,5
¢) x=—-T7Ax>—-10 @) 13=%x'A2)2>%

I~

Bestimme die Losungsmenge als Intervall und stelle sie auf der Zahlenge-

raden dar.
2) 0<2x—1=<1 b0<1—-3x<2 ¢)84>7(5—2x)2=—153

3. Bestimme die Losungsmenge als Intervall.

a) 0<xs=1—x b) 2x =1 < 3x ¢c) Ix<1<2x
4 a) 2x—1<3x—1=<1—x
ob) Jr—3 <fx—} < —gx+]
°C) (}101—2_) 0 Jh—UJ(“\— 3)> —0,7x — 1,27
5. a) Ineiner Doppelungleichung verhirgl sich neben den beiden Teilunglei-
chungen der Und-Aussage noch eine weitere Ungleichung; sie entsteht,
wenn man das Mittelstiick und ein Ungleichheitszeichen wegnimmt.
Wie heilen die drei Ungleichungen, die man aus —3 < x < 1 erhilt?
b) Hans baut die Und- Alli‘;aigcibrm —3 < x A x> —10 zu einer »Dop-
pelungleichung« der Art —3 < x > — 10 zusammen.
Sabine zeigt ithm, daB3 sich daﬂn beim Vorgehen nach a) ein Wider-
spruch ergibt. Welcher?
Trotzdem hat die Und-Aussageform —3 < x A x > —10 eine Lo-
sungsmenge. Gib sie als Intervall an.
5.3.5 Ungleichungen mit Absolutbetriigen

In Gleichungen und in Ungleichungen kann auch der Betrag der Unbekann-

ten duftretul Die einfachste solche Gleichung ist von der Art

:a.]—4 die

einfachsten Ungleichungen sind von der Art | x| < 4 bzw. | x| >
Die Losung ist ganz einfach, wenn wir uns an die Definition des Betrags

(Definition 43.1) erinnern: | x| ist die Entfernung des Punkts x vom I\ullpunl-.{
auf der Zahlengeraden.
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Die Information | x| = 4 teilt uns mit, da3 die Zahl x bzw. der zugehorige
Punkt auf der Zahlengeraden 4 Einheiten vom Nullpunkt entfernt ist. Diese
Information ist nicht eindeutig, weil sie auf die beiden Zahlen 4 und —4
zutrifft. Also gilt:

x| =4 <= x=4vXx=—4.
Die Losungsmenge ist L = {—4; 4}.

SV S L

1 T T -

-4 0 4

Abb.157.1 Die Losungsmenge von |x| =4

Durch die Information | x| < 4 wird uns mitgeteilt, da3 die Zahl x weniger als
4 Einheiten vom Nullpunkt entfernt liegt. Alle Zahlen zwischen —4 und 4
erfiillen diese Bedingung. Also gilt:

x| <4 <= —4<x<4,

Die Losungsmenge ist L = ]—4; 4[.

e

T T -

-4 0 4

Abb.157.2 Die Lésungsmenge von |x| < 4

Durch die Information | x| > 4 wird uns mitgeteilt, daB die Zahl x mehr als 4
Einheiten vom Nullpunkt entfernt liegt. Alle Zahlen links von — 4 oder rechts
von 4 erfiillen diese Bedingung. Also gilt:

|x] >4 <& x< —4vx>4.

Die Losungsmenge ist L = ]—co; —4[ v ]4; + cof.

Mit Hilfe des Ohne-Symbols \ liBt sich L statt als Vereinigungsmenge auch als
Restmenge schreiben, nimlich zu L = Q \ [ — 4; 4]. Eine solche Schreibweise
kann gelegentlich tibersichtlicher sein.

Abb. 157.3 Die Losungsmenge von |x| > 4

Man kann also die angegebenen einfachen Gleichungen un_d Ungleichungen
mit Betriigen auf betragsfreie Formen dquivalent umschreiben.
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Satz 158.1: Fiir a > 0 gilt

|x|=a < x==avx=a
x| <a < —a<x<a
| |x] >a < x<—avx>a.

¢) |x| = 0.1

Aufgaben

1. Welche Zahlen erfiillen die Gleichung?
a) |x|=4,5 b) | x| = 1986
d) [x|=0 e) |x|=—3

f) |x|=]3,7—59]

2. Gib die Losungsmenge der Ungleichung an und stelle sie auf der Zahlen-

geraden dar.
a) = b) |[x| 4,5

e) x| =3,6 f) |x|> 35

ot

a) 2=|x|=4

¢) |x|>-=2 d) x| =—4
g |x| =314 h) 5 < x|

Stelle die Losungsmenge auf der Zahlengeraden dar.
b) 0<|x|<3

¢) 4>|x| >1

4. Welche rationalen Zahlen erfiillen die folgenden UND-Bedingungen?
Stelle dazu die Losungsmengen der Teilbedingungen und die der Gesamt-
bedingung auf der Zahlengeraden dar.

a) |x|>1 und [x|=S5
€) x<03 und |x|>3,5
¢) x>—1 und |[x]|]=4

Zu Seite 159:

Uno lione mangia una chapra in 2 di et
uno lupo la mangia in 3 di et una gholpe
la mangia in 5 di: vo’ sapere in quanto
tempo tuttj questj animalj insieme man-
gereb[ o]no detta capra: fa’ cosi togli uno
numero che abbi 3 e § e & torraj 30 poi
dirajel di30€é15el 1€ 10el1 166
racogli fa 31 e questo ¢ 'l partitore; poi
partj 30 per 31, ne viene 3¢ di di et in
tanto tempo la mangerebono.

b) |x|
d -2
f) [x] <6 und x<-2

=1 und |x|>0,5
J3=|x| und x=-=15

Ein Lowe {riBt eine Ziege in 2 Tagen, und
ein Wolf friBt sie in 3 Tagen, und ein
Fuchs frilit sie in 5 Tagen. Du willst wis-
sen, in welcher Zeit all diese Tiere gemein-
sam diese Ziege friilen. Mach es wie folgt.
Nimm eine Zahl, die 3, § und £ hat, nimm

30; dann sage: 3 von 30 ist 15, 4 ist 10

und j ist 6. Zahle zusammen, das ergibt

31, und das ist der Teiler. Teile dann 30
durch 31, daraus erhilt man 39 des Tages,
und in dieser Zeit friBen sie sie.
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