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148 5 Ungleichungen
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Abb.148.1 Ist g <0, dann gilt: T} (a) < T5(a) <= g T,(a) > q- T»(a).

Beispiel: —%x < —6 I - (=32
x>9

Die in diesem Abschnitt gefundenen Aquivalenzumformungen von Unglei-
chungen sollen uns nun helfen, die Losungsmenge einer Ungleichung zu be-
stimmen.

5.3 Losen von Ungleichungen

5.3.1 Intervalle

Die Losungsmengen von Ungleichungen enthalten meistens unendlich viele
Losungen, denen auf der Zahlengeraden Strecken oder Halbgeraden entspre-
chen. Diese Zahlenmengen nennen wir Intervalle*. Fiir Intervalle gibt es in
der Mathematik Kurzbezeichnungen:

Definition 148.1:

Beschreibung Intervall- Art des Bild des

des Intervalls symbol Intervalls Intervalls
Menge aller Zahlen zwi- [a; b] abge- [ —
schen @ und b einschliel3- schlossen
lich der Grenzen
Menge aller Zahlen zwi- | Ja;b[ offen a On—) b
schen @ und b ohne die
Grenzen
Menge aller Zahlen zwi- [a; b[ halboffen (1 o— |
schen ¢ und & mit a, aber
ohne b
Menge aller Zahlen zwi- la; b] | halboffen (4 Co— )
schen @ und b ohne a, aber
mit b

* intervallum (lat.) = Zwischenraum, eigentlich der Raum zwischen (= inter) zwei Pfiihlen (= vallus) einer
Palisade.




5.3 Losen von Ungleichungen 149

Beachte: In der Intervallschreibweise darf die linke Zahl nicht gréBer sein als
die rechte.

Wie man mit Intervallen umgeht, zeigen die folgenden

Beispiele: (Vgl. dazu Abbildung 149.1).
1) 0€e[0;3[, 1,7 € [0; 3[, 3¢[0;3[
2) [0;3[ =[—1,5; 6], {4.1; 5;6%; 7,99} = 14; 8[
3) [—1,5:6] n]4; 8] = 4 6], [—6; —4[n][—4; -2]={}

4) [—6; —4[ L[4 —2] = [—6; 2],
[—1,5; 6] Ul4: 8 =[—1,58[

Abb.149.1 Zu den Beispielen 1) bis 4)

Bei Halbgeraden gibt es auf einer Sei-
te keinen Endpunkt, da es dort keine
letzte Zahl gibt. Als Ersatz fiir die
fehlende Grenze hat 1655 der engli-
sche Mathematiker John WALLIS
(1616-1703) in seiner Arithmetica In-
finitorum das Symbol co, gesprochen
unendlich, eingefuhrt.

Die Romer schrieben mit dem Zeichen oo
ihr Zahlwort mille, das einerseits tausend
bedeutet, andererseits im tibertragenen
Sinn fiir unzdhlig viele verwendet wurde
denke nur an unseren Tausendfiier! Ob
die Romer WALLIS inspirierten, wissen
wir nicht.*

Weil oo keine Zahl ist, gehort es nie-
mals zum Intervall. Je nachdem, ob
man nach links oder rechts ins Un- v
endliche fortschreitet, unterscheidet 1698

man zwischen — oo und + oo. 3

* Neben oo gab es noch () und (|) als Zeichen fiir
mille. Das M ist im wesentlichen tniL[:‘]tllllchrlichu:L Abb.149.2 John WaLLIS (3]21 616
Ursprungs, wenngleich es sich gelegentlich auch 3/ £k TS
: I RERT : P A5 [ BC d _ } rd
in romischen Inschriften findet; frithester Beleg Ashford/Kent 8.11.1703 Oxforc )
89 v.Chr.
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Damit haben wir

Definition 150.1:

Beschreibung | Intervall- Art des | Bild des
des Intervalls symbol Intervalls | Intervalls
Menge aller Zahlen links | ]— oo; a] halboffen —

von a einschlieBlich a

Menge aller Zahlen links | ]— oo; a[ offen ——
von a ohne a

Menge aller Zahlen rechts | [a; + o[ halboffen N =
von a einschlieBlich a

Menge aller Zahlen rechts | Ja; + oo offen (1 e—
von a ohne a

Aufgaben

1.

b

th

Zeichne die Intervalle

a) [2;4] b) [—1,5;5,6] ¢) 1—2;: —0,5]
d) [1.4;:41] e) ]0; 5[ f) [1:;1]
Schreibe als Intervall

a) 2 e e 39 b) —7 e @3

¢c) lo—eol d) —830—0 16,6

Zeichne die Intervalle
B e | b) ]=1; + oo ¢) ]—co; 0] d) ]—o0; —2[

Schreibe als Intervall

a —S5e b) e 7

c) o 100 d) o —13

Schreibe als Intervall

a) Q b) O ¢) - d) Q; e) Qg P {}

Entscheide fiir jede der Zahlen —5; 20; 0; —3.1; 1,5 ob sie in dem

folgenden Intervall liegt oder nicht:
&) |—5:5] & =345 o 1102207 '@ J=550f

Bestimme das grofite abgeschlossene Intervall mit ganzzahligen Grenzen,
das eine Teilmenge des folgenden Intervalls ist:

a) 10;5[ b) 1-2,7;3] e [—2.7;3[ d) [—6;,—1,1[ e) [—1;2]

Gib zu den Intervallen der Aufgabe 7 das jeweils kleinste offene Intervall
mit ganzzahligen Grenzen an, welches das gegebene Intervall ganz tiber-
deckt.
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9, Be:s{immc folgende Schnitt- bzw. Vereinigungsmengen:

a) [—1;2]n]0; 4] b) [—1;2]u ]0; 4]
o [=3 —05]u[=053[ {-3: _0,5]1A[—0,5; 3[
e) Nm[0;6[ D (=50 u[—1;4]) r‘m”'

5.3.2 Kleiner- und Grofler-Ungleichungen

Mit Hilfe der Aquivalenzumformungen konnen wir nun Ungleichungen wie
z.B. 2x + 5 < 7x — 3 losen, wenn es uns gelingt, sie auf eine der Normalfor-
men x < a oder x > a zu bringen.

Lad

x—=3 | —2x+
S5x |5

Beispiel 1: 2x +
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In der Intervallschreibweise lautet die Lésungsmenge L = ]%; + oo[. Sie 148t
sich auch graphisch darstellen:
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Abb.151.1 Losungsmenge der Ungleichung 2x +5 < 7x—3

Es gibt aber auch Ungleichungen, die sich nicht auf die Normalformen x < a
bzw. x > a bringen lassen, ndmlich dann, wenn die Unbekannte bei den Aqui-

valenzumformungen »herausfillt«. Es bleibt in diesem Fall eine Ungleichung
zwischen Zahlen iibrig, also statt einer Aussageform nur eine Aussage. Ist
diese wahr, dann ist die urspriingliche Ungleichung allgemeingiiltig, thre Lo-
sungsmenge ist also @. Ist die iibrigbleibende Zahlenungleichung eine falsche
Aussage, dann ist die urspriingliche Ungleichung mdcrsprudﬂmh ihre Lo-

sungsmenge also { }. Die folgenden beiden Beispiele sollen dir das \ereulli-

chen.

Beispiel 2: 2x+5<1 —(5—2x)
2x+5<17—5+2x
2x+5<12+4+2x I8=2x— 5

0 < 7; wahre Aussage! Also L = Q.

Beispiel 3: 2x+5<7—(5—2x)
2x+5<T7—5+2x
2x+5<2+42x | —2x—35

0 < —3; falsche Aussage! Also L = {
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