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7 Schwierigere Termumformungen

7.1 Multiplikation von Aggregaten

Nach dem allgemeinen Distributivgesetz (Satz 90.2) weilit du bereits, wie du
ein Aggregat mit einer Zahl multiplizierst. Unter Berticksichtigung der Vorzei-
chenregeln wirst du also beispielsweise so rechnen:

alb+c¢—d)=ab+ ac—ad.

Was machst du aber, wenn du zwei Aggregate miteinander zu multiplizieren
hast? Betrachten wir als Beispiel das Produkt

(—a+b)(c—d—e).

Stell dir vor, du konntest die erste Klammer ausrechnen und erhieltest als Wert
die Zahl z. Dann hittest du nur noch z(e¢ — d — ¢) zu berechnen. Das kannst
du aber nach dem Obigen leicht ausfithren:

z(c—d—e)=zc— zd — ze.

Nun setzt du an Stelle von z wieder die urspriingliche Klammer (—a + b);
dann nimmt die rechte Seite die folgende Form an:

zc—zd—ze=(—a+b)c—(—a+b)d—(—a+b)e.

Das rechts stehende Aggregat kannst du leicht mit Hilfe von Satz 108.1 umfor-
men:

(—a+blce—(—a+byd—(—a-+ble=—ac+ be+ ad— bd+ ae — be.

Betrachtest du nun den Anfang und das Ende deiner Rechnung und ordnest
die erhaltenen Summanden beziiglich des ersten Faktors @ bzw. b, so ergibt
sich

(—a+b)lc—d—e)=—ac+ ad+ ae+ bc — bd — be,
und du erkennst die Giiltigkeit von

Satz 182.1: Zwei Aggregate werden miteinander multipliziert, indem |
man unter Berlicksichtigung der Vorzeichenregeln jedes
Glied des einen Aggregats mit jedem Glied des anderen
Aggregats multipliziert und die entstandenen Produkte
addiert.

Beachte:

1) Damit du die Ubersicht nicht verlierst, raten wir dir folgendes Vorgehen:
Multipliziere zuerst mit dem 1. Glied des 1. Aggregats der Reihe nach jedes
Glied des 2. Aggregats. Multipliziere dann mit dem 2. Glied des 1. Aggre-
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gats der Reihe nach jedes Glied des 2. Aggregats. Fahre so fort, bis du
schlieBlich mit dem letzten Glied des 1 Aggregats der Reihe nach jedes
Glied des 2. Aggregats multipliziert hast.

o’
(—a+b)¢c—d—e)=—ac+ ad+ ae + bc — bd — be

Nehmen wir an, das erste Aggregat bestehe aus m Gliedern und das zweite
aus n Gliedern, dann hat das nach der Ausfithrung der Multiplikation
entstandene Aggregat m - n Glieder, weil ja jedes Glied des ersten Aggre-
gats mit jedem Glied des zweiten m umplmen werden mufl. Damit kannst
du kontrollieren, ob du kein Produkt vergessen hast!

Beispiel 1:

2x%* —3x —-4)(5x—6) =

=10x> — 12x2 —15x> + 18x—20x + 24 =
= 10x3 —27x% — 2,\'+ 24.
Beispiel 2:
{4\4‘%1}{16\-_ }(;!' }_
=213 —3x%y+ -f,-,_\'_r3 Fax2y —dxpi+fy® =

2o S B...3
eax” + 37)

Satz 182.1 14Bt sich auch anwenden, wenn das Produkt aus mehr als zwel
Aggregaten besteht. Sind es drei Aggregate. dann rechnest du am besten von
links nach rechts der Reihe nach. ‘%md es aber vier oder mehr Aggregate, dann
kannst du unter Verwendung des Assoziativgesetzes und unter Umxtdndu.n
auch dés Kommutativgesetzes jeweils zwel geeignete Aggregate zu einem Pro-
dukt zusammenfassen und darauf Satz 182.1 dlmmdcn Mit einiger Erfah-
rung wirst du erkennen, welche Zusammenfassungen giinstig sind. Ehe du
dann weiterrechnest, mufBt du die erhaltenen Aggregate noch vereinfachen.
Dazu

Beispiel 3

(2a — 3b)(2a+ 3b)(5a—b) =

A [(2a —3b)(2a+ 3b)] (5a — b) =

— (4a® + 6ab — 6ab —9b*)(5a — b) =
= (4a% — 9b*)(Sa—b) =

— 204> — 4a*b — 45ab* + 9b°.

Beispiel 4:

Tb(2a — b)(a— 2b)(—a —2b)(2a + b) =
2 76l (2a—b)(a—2b)[(—a—2b)(2a+b)] =

e
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= Tb(2a* —4ab — ab + 2b*)(—2a* — ab— 4ab — 2b?%) =
= Th(2a*— 5ab + 2b*)(—2a*— 5ab — 2b%) =
= 7b(—4a* —10a°b —4a*b* + 10a3b + 254%b2 + 10ab® —
—4g%b* — 10ab® — 4b%) =
Th(—4a* +17a%b* — 4b*) =

-28a*b + 11942 b3 — 28b°.

Aufgaben
l.a) (p+q)utv) b) (x+ y)(a—b) e) B3—15)(t+5)
d) (a—b)(c—d) e) (—1+m)(m—n) B (—x—y)(—u—1n)
2.a) (27a—3b)(ax+ 11y) b) (16p — 18r)(13qg +9)
c) (—1%5x+ y)(Ex —4Ly) d) (2,15m —0,7n)(3,5k + 20,11)
e) (0,05—53a)(—1,2a—3) f) (12p%+0,59)(1,25p +34>)
3.a) (a+b)(c—d)—(a—b)(c+d)

b)
c)
d)
e)
4. a)
b)

5. a)
b)
6. a)
c)
. a)
c)
8. 2)
b)

¢)

9. a)
¢)

e 10. 2)
b)
: a)
c)

(a—b)le—d)—(a+b)(c—d)
(a+b)(c+d)—(a—b)(c—d)
B—r)s+2t))—(Ts+5)Br+8)+MEs—1)(r+1)
Ry—DGE+y)+4yB =5y =2y —(y—6)(9p* + 1)
(1T% g —3at)x—35a) = (Tax 126l 5a?)

3m(16m — 9n>)(5m* —n) — (12m> — Tn)(—2m — mn>)(—2)

(3x2 4 )27y —8x) — (14x + 2y)]
(3a—9b)2b+ c)(—ec — 5a)

(u+v)(x+y+2) b) ' (3s =2t +1)(p— 39— Tr)
m2—n+1)@*+m+1) d) (a—2b+3c—4d)(Se—6f+Tg)
A+x+x2+x)1 —x) b) (1 —y+y*—y*+yHU + )
(1 —=a®)(1 +a*+a* +a® d) (a®> +ab+b>(a—b)

-

(153x*y — 3xp*)(173x — 75 — 2%y)

(0,04a*> — 0.1ab + 0,255%)(0.2a + 0,5b)

Gx —2p)(Ex? +0,3xy +0,16p%)

(a -+ b)(a-+ 2b)(a+ 3b) b) (a— b)(a— 2b)(a — 3b)

(1 — x)ixa 22 Cx—1) d) 2—x)dE—32B=x>)

(1,2x —0,1y)(1,44x* + 0,013 (0,1 + 1,2x)

G+20E -Ix+E&xH(EX2 -1

1—x2—-—x)3—x)(4—x) b) (1 —x)24+x)3—x)(4+ x)
C—@+y)E4+2y+y)(—y+2)
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12. (x2 —x+1D(x—1)— 2 Ex=1Dx+1)
13. A +2x+x)(x—2)+4Ex+1)—(x+2)(x* —2x+ 1)
14. 3x* —2x+1)(1 —2x) — 11 x2—4034+2x —xH) +6x(x*+4)
15. (x2 + ax + 2a®)(2a — x) — (x? = 2ax + a®) (x — 2a) — 2(3a® — x°)
16. (3ab + 4ac — Tbe)(5ab — 6ac) — (4ab — 8ac + The)(Sac — The)
17. (x2y — 2xp2 + 3y3)(2x%* — 3xy) — (Bx3 +2x2y + xyH)(4xy — 5p°)
18. x+y+2)x—y)—(x+y—2)x—2)—(x—y+2)(z—y)—
z—x—p)x+y)
19.0o—p—q)(p+q)+(p—o0—q)o+qg)—(g—o—p)lo+p)
20. (xy+xz—y2)(x+y)—(xy+yz—xz)(y—2)—
—(xz —xy+yz)(x+2)
21, (6x*—9x2y+ 11y }(8\‘"—?1)—{1?1”—+ 21x?y —17xH)(11x* +13y)
22. (64a°b> + 48ab> + 36a*h” + 27a*b’ ) (da?b — 3ab?®)
23. (a2b*x — 2a*b3x* — 3a°b2x" + a®bx'%)(a®b*x* — 2a° bx>)
24. 3a(2b — 5a)(3b + 4a) — 4b(Ta* — 12ab) — (5h + 4a)(3a — 6b) - 4a
25. x2(1 —x) +x(1 + x)(1 —2x) —2(2 — x)(1 — 2x + 3x?)
26. 9(14 + 11a + 17a*)(10 — 12a) — 13a(15 — 19a) (17 + 20a) +
+ 1442 (17a — 11) — 444’
27.2(x—2D(x—2=3x)—-32+(x—1)@(x—1)—3(x— 2))
$28. ([2x(x —4) — 3(x —2)(2x + 3] (4x —2) - 3+ 48x*)(3x — 5) -
— 540 (x% — 3.\ +1)
$29. 3[2(y—4) +S1[(y—2):3—-2(y—4)] —
—4[7-3(+2)+y1[5—y—32—y)]
$30. [((x—1)(x—2)—2]:2—-22—x):2—-[2-2(x—-2)Q +x) +
+2(1 —2x)]

Gleichungen und Ungleichungen
31. a) ( x+7) == E=1)
b) 'ﬁ_(_\ F {].I )(0,5x +2)— (3 +3x)(B3x—3) =0
32. 3x(x+7D—xBx+7N+70=0

33. 4x(6 —3x) +6x(2x+1) =15

34. Bx—D - 2x—(33x+5) - 7rx = 277

R TR e T
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35.0,32x(1,25x—10) 4+ (6,3 —0,8x) - 0,5x+1 =0

36. (x + 1) (x— 14) — (x + 1) (x —15) =17

37 = 16) Q)= B —1)(x =15) =—=35

38. (Fx+5)(25-3x)+E - 15)(Fx+2)> 0

39. (2,1x—1,5)(0,6x—1,1) — (2,5—0,9x)(0,8 —1,4x) + 54 = 0

40. Verldngert man in einem Quadrat ABCD die Seite [ AB] iiber B hinaus um
2 cm, und [AD] iiber D hinaus um 5 cm und ergidnzt zu einem Rechteck,
so ist dessen Flache um 1,22 dm? groBer als die des Quadrats. Wie lang ist
die Quadratseite?

41. Verlangert man eine Seite der Grundflache eines Wiirfels um 3 cm und ver-
kiirzt die andere um 2 cm, wihrend man die Hoéhe beibehilt, so entsteht
ein Quader gleichen Inhalts. Wie grol3 ist die Kantenlinge des Wiirfels?

um 1546

Nirolo Tartalea vy (& £E0s,

Abb. 186.1 Niccolo TARTAGLIA Abb. 186.2 Simon STEVIN
(1499 Brescia — 13.12.1557 Venedig) (1548 Briigge — 20.2./8.4.1620 Leiden)*

* 1 betont. Niederlindischer Mathematiker und Ingenieur. Anfinglich in der Finanzverwaltung titig, ab 1593
Berater des Prinzen Moritz von Oranien. In seinem Buch D¢ Thiende — ,,Der Zehnt'* —(1585) behandelt er als
erster systematisch die Stellenschreibweise von Zehnerbriichen und trug damit wesentlich zur Verbreitung der

Dezimalbriiche bei. Das bequeme Komma hat 1617 der schottische Mathematiker John Napier (1550-1617)

eingefiihrt.
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7.2. Binomische Formeln

Bei algebraischen Umformungen treten hiufig Terme der Art (¢ + b)* und
2 - . - 0 . . .
(a — b)* bzw. (a + b) (a — b) auf. Mit Satz 182.1 kénnen wir sie leicht berechnen:
i i 2

(@a+b)?> =(a+b)(a+b)=a*+ab+ab+ b* = a* + 2ab + b?

(a—b)?> =(a—b)(a—b) =a*—ab—ab+ b* = a* — 2ab + b*
(a+b)(a—b) =a* —ab+ ab— b* = a* — b*

In allen drei Fillen waren vier Glieder zu erwarten. Sie lie3en sich aber zu
veniger zusammenfassen. Daher lohnt es sich, wenn du dir diese dre1 wichti-

gen Umformungen als Formeln* merkst. Man nennt sie binomische** For-
meln.

Satz 187.1: Die binomischen Formeln |

—

. binomische Formel: (a+ b)? = a? + 2ab + b?
. binomische Formel: (a — b)* = a* — 2ab + b?
. binomische Formel: (a + b)(a — b) = a* — b*

LS i B0

Beachte: Beim Quadrieren einer Summe oder einer Differenz tritt aulBer den
Quadraten der beiden Glieder auch noch ihr doppeltes Produkt auf.

Beispiele:
1) (Gx+3)% = G2 +2-fx-3

2

a b a a

2) (0,1rs* —10r5)* = (0,1rs%)> —2- 0,1rs> - 10r°s + (1 10726)% =

1 2

o e oY
= 36X T 5XY T 33)

1 y

a b a“ a b b=

= 0.01r2s* — 2r3s3 + 100r*s*

* Ein Gebilde der Geometrie bezeichnet EUKLID als oy fipe (siche FuBnote auf S. 160), das ins Lateinische als
[figura iibersetzt wurde, was zu unserem Lehnwort Figur fiihrte. Zymjpa wurde aber auch mit forma iibersetzt,
das BorTHIus zu formula verkleinerte, ihm dabei aber einen neuen Sinn gab. Bei Lemniz (1646-1716)

gewinnt formufa dann die heutige Bedeutung von Formel als Ausdruck einer GesetzmaBigkeit.

*%

Spezielle Summen aus zwei Summanden nannte EUKLID (4./3.Jh. v. Chr.) im Bue h X seiner Elemente £k 600
v Lmuzm (ek dvo onomaton) = aus zwei Namen. GERHARD vON CREMONA (1 l 14—1187) verwendet dafur in
seiner Uberset tzung der Kommentare des AL-NAYRIZI (lateinisch AnaARITIUS, T um 922) zu den ersten zehn
Biichern des EUkLID das Wort binomium. Luca PacioLl (um 1445-1517) verallgemeinerte 1494 binontio zu
trinomio und mudtinomio in seiner Summa de Arithmetica Geometria Proportioni et Proportionalita. Niccolo
TARTAGLIA (1499-1557) kommt mit seinem hinomio bzw. trinomio de dignita algebratica im 1560 postum
erschienenen 2. Teil seines General trattato di numeri, et misure — »Allgemeine Abhandlung iiber Zahlen
und MaBe« — unserem Gebrauch schon sehr nahe. In der 1585 erschienenen L'Arithmetique des Nieder-
linders Simon STEVIN (1548-1620) werden hinomie in unserem Sinn fiir a+ & und a — b, trinomie fur
einen dreigliederigen Ausdruck und mudtinomie fiir ein allgemeines Aggregat verwendet. Letzteres setzi
sich nicht durch. In der In arfem analyticem Isagoge (1591) des Frangois Viire (1540-1603) te iuchen ohne
weitere Erklirung die Ausdriicke binomia magnitudo und polynomia magnitudo fiir eine zwe igliedrige bzw.
mehrgliedrige Grobe auf, Sie waren anscheinend allgemei 1'|\L1\I andlicher mathematischer Wortschatz. Im
Maithematisehen Lexicon (1716) des Christian v. WOLEF (1679-1754) liest man schlieBlich die Beschretbung
Binomium, Eine 3wenfache Grofje wird genennet, die aus gwen .Ll_ulk‘!t beftehet, die mit Dem mebr= Jeichen
sufammen gefetzel werben, als a + b,
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3) (1,5u+3v)(1,5u —tv) = (1,5u)* — (tv)? = 2,25u> — 502

a D a 8] a 8]

Die drei binomischen Formeln waren bereits den Babyloniern um 1700 v. Chr.
bekannt. Ob und wie sie sie gegebenenfalls bewiesen haben, wissen wir nicht.
Der griechische Mathematiker EUukLID (4./3.Jh. v.Chr.) hat diese drei For-
meln mit Zeichnungen geometrisch bewiesen. Dieser Beweis setzt allerdings
voraus, dall ¢ und b und gegebenenfalls ¢ — b positive Zahlen sind. Seine
Zeichnung fiir die 1. binomische Formel erklért sich praktisch von selbst:

r (a+b)?
b ab b?
a+b <
a a? ab
I L{ S iy
a+b

Abb.188.1 (a+b)2=a® -+ 2ab + b>

Auch fiir die beiden anderen Formeln kann man geometrische Veranschauli-
chungen finden. Sie sind allerdings komplizierter (vgl. Aufgabe 190/24).

Die 2. binomische Formel ist nur ein Sonderfall der 1. binomischen Formel,
wenn man (a — b)? als (@ + (— b))? schreibt. Dann gilt:
(@a+(—=b)’=a*+2-a-(—b)+ (—b)2 =a*—2ab+ b2

Genauso kann man bei anderen Vorzeichenverteilungen verfahren:

(—a+b)P=((—a)+b)=(—a)®>+2(—a)-b+b%=a%>—2ab+ b2
(=a—=>0)=(—a)+ (—=8)2 =(—a)®+ 2=a)(—b)+(=b)2 = a2+ 2ab+b*

Aufgaben
1. a) (1+ x)? b) (x—1)? ¢) (24 x)?
d)nEl=2x) o) i@ —3)? (3 —x?)>?
2. a) (3a+ 4b)? b) (2x + 5y)2

¢)
d) (6xy+5y*)* e) (Tab—9bc)? )
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3.a2) 17y +32)> b) (13p—T7q)° ¢) (14x —11)2
d) (21 +151)? e) ((a+ 1%p)? f) (2,3¢—0,11d)?
g) (Yu—%v)* h) (1,87 + 33)* i) Ga—12b)?
) @Ex—34y)? k) (0,1a%b +10ab?®)? 1) (Fu> —0,07u*)?
4.2a) 4—x)4+x) b) (22x2 + 33)(22x% —33)
¢) (1 —4xH)( + 4x?)
5.a) (5a—4x)(5a+4x) b) (17x% — 19y (17x2 + 19y2)

6.a) (16x + 24y)(16x — 24y)
b) (12p —234q)(12p + 23q)
) (75+252)(— 75+ 232)
d) (—0,252+ 0,07v)(— 0,254 — 0,07v)
7.a) (a+b)(—a—+b) b) (a—b)(—a—>b)
¢ (x—y)(—x+y) d) (—x—»x+y)
8. a) Beweise die Formel von BRAHMAGUPTA (598-nach 665):
n? = (n+a)(n—a)+a’
b) Diese Formel wurde von den Indern zur Berechnung von Zahlenqua-
draten verwendet; z. B.
2972 = (297 + 3)(297 — 3) + 32 = 300 - 294 + 9 = 88209.
Berechne ebenso:
1) 982 2) 3957 3) 19992 4) 20012 5) 99992
9. Beweise die Formel von NARAYANA (um 1350):
(@a+ b)* = (a— b)* + 4ab

10. Die folgende Formel wurde auf einer altbabylonischen Tontafel aus dem
17.Jh. v.Chr. gefunden. Beweise sie!

‘a+ :’})3 (u = b)z
( — [ — = gb
2 )

11. Beweise die Formeln
a) (x+1)2+x—1)>2+(—x+y)P+(—x—yp)P=4(x*+y?)
G+ +&—y)°

b) 5 =x% 4 y?
12. a) Quv — 2v?)? b) (7a®b + 4ab?)(7a>b — 4ab?)
©) (x°%+y?)? d) (8a%b* — 5¢*)(5¢* — 8a?b?)
e) (15p2qr® —1)° f) (1,9¢°d—3gde?)Fd?e* +1,9¢°d)

2

13. Berechne (a + b)? — (a — b)* auf zwei Arten.

14. Bestimme die Werte von (a + b)? und a? + b* fiir
a=9(—4. 21 —4i: &y und b=3 (11  —21; -3 —2.8).
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15. 2—x)>—2—x) 2+ %)+ 2+ x)?
16. (4a + 3x)% + 3(4a + 5x)(3a— 2x) — 4(3a — 4x)*?
17. (3a* — 16ax)* — 4ax(7a — 2x)(5x — 4a) — 6a*(2x — 3a)(2x + 3a)
18. 17a> —3b(11a+ 7b)(Th — 11a) + 2a(11b — Ta)? —

—(11b—Ta)(11b — 6a) - 3b
19. x* +2x* (x —1)? = 3x(x? —x+ D(x+ 1) —(x2 = 2x+ 1)1 + x)(1 — %)
20. (x* — 32+ x(x — y)2(x — y) — y(x — »)*(x 4+ ¥) + xp(x + 2p) 2x — y)
21. @+ 1)?-2a—a(@a+ 1)1 —a)?> +2(a—1)(a+1)> +

+a(@®>+2a+1)(a—1)

022 [(x + ) + 21 [(x + ») + 21 — [(x — ) — 21 [(x — ») — 2] +

+[(y—x)—z][(y—x) —z] =[x+ (¥ + 2)][(y + 2) + x]
23. [(3a—3b) + 1]1[(3a —3b) + 1]
24. Welche Formeln werden durch die Abbildungen veranschaulicht? Begriin-

dung!
a) b)
b b
.
ra
a—b<
i L ) L b |

.




A
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®
]
T

. (Za+3b)(3b—2a) — Bb+2a)®> — b —2a)?
©26. 2(0,4 — 0,3x)* —0,4(1 + 2x)> — 3(x — 0,2) (0,2 — x)
27. Quadrieren zweistelliger Zahlen:
Beispiel:
342 =(4+3-10)02=4%2+2-4-3:10+ 32100, also:
16 (16 = Quadrat der Einerziffer) 6 an, l gemerkt

240 (24 = doppeltes Produkt der Ziffern)4 + 1 = 5' an, 2 gemerkt
_9@ ( 9 = Quadrat der Zehnerziffer) 9+2=11|| an

34% — 1156 1136

Berechne so die Quadrate der Zahlen:

a) 59; 26; 94; 73; 88; 47; 635 3

b) 2,9; 6.7, 0.48; 0,038; 550; 0,00093

C) L S AR T ) I 6 i 0,85
32> 53

99, 23 > 1,2: 0,044

28. Umwandlung eines Produkts in die Form (a + b)(a — b):

Beispiele:
53 - 47 = (50 + 3)(50 — 3) = 50% — 32 = 2500 — 9 = 2491
24-26=(25—1)(254+1) =252 —-12=625—1=624
Berechne so folgende Produkte:
a) 29 31; 65 < 55; 23-27; 72 - 88
b) 99 -101; 498 - 502; 243.- 257; 1012 - 988
c) 3,8-42; 0,74 6,6; 3%- 8% 8

29. Das Quadrat einer Zahl mit der Einerstelle 5, zum Beispiel 65, berechnet
Peter folgendermalfen:
»6:(6+ 1) = 6-7 = 42; 25 angehidngt; Ergebnis 4225.«
Er erhilt also den richtigen Wert von 65°.
Priife dieses Verfahren an einigen ahnlichen Beispielen. Beweise, dall man
nach dieser Methode das Quadrat jeder Zahl mit der Einerstelle 5 berech-
nen kann. (Tip: Schreibe die Zahl als E.umme mit 5 als zweitem Summan-
den und wende die Formel fiir (a + b)* an.)

Gleichungen und Ungleichungen

30. 2x +3)(2x —3) = 2x + 3)?
3.(x+3)2+202x+1)2x—1) = (5 —3x)?
32. (\—1)2— 13:’)—?(x+7)
B.x+DE>x+DE—-1)+x+7

M. (x—1)2=x*-2




43.

44.

46.

47.
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. Verkleinert man die Seiten eines Quadrats um je 10 m, so entsteht ein um

1.4a kleineres Quadrat. Wie lang ist die Seite des urspriinglichen Qua-
drats?

. Die eine Seite eines Rechtecks ist um 5cm groBer als die andere. Die

Flache ist um 64 cm? kleiner als die Fliche eines Quadrats, dessen Seite
um 4 cm groBer als die kleinere Rechtecksseite ist. Berechne die Seiten des
Rechtecks.

Wenn in einem Quadrat die eine Seite um 2 cm verkleinert und die andere
um ebensoviel vergrofBert wird, so erhilt man ein ebenso grofles Rechteck
wie ber Verkiirzung der einen Quadratseite um 4 cm und Verldngerung der
anderen um 10 cm. Wie groB ist die Quadratseite?

Der Inhalt eines Rechtecks, dessen Seiten sich um 11 ¢cm unterscheiden,
dndert sich nicht, wenn man die gréBere Seite um 6 cm verkleinert und die
kleinere um 5 cm vergroBert. Berechne Linge und Breite des urspriingli-
chen Rechtecks.

. Wird bei einem Wiirfel die erste Kante um 2 dm vergréBert und die zweite

um ebensoviel verkleinert, wihrend man die dritte beibehilt, so entsteht
ein Quader, dessen Volumen um 12 dm? kleiner ist als dasjenige des Wiir-
fels. Wie lang ist die Wiirfelkante?

Bei einem Quader ist die zweite Kante um 1 cm groBer als das Doppelte der
ersten, die dritte um 2 cm kleiner als die zweite. Der Rauminhalt dieses
Quaders ist um 5 cm? kleiner als das vierfache Volumen eines Wiirfels.
dessen Kante mit der ersten Quaderkante {ibereinstimmt. Berechne die
Kanten des Quaders.

Vergroflert man bei einem Wiirfel alle Kanten um 1 dm, so nimmt seine
Oberfliche um 0,3 m* zu. Wie groB ist der Rauminhalt dieses Wiirfels?
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7.3 Quadrate von Aggregaten

Analog zum Binom als zweigliedrigem Aggregat ¢ + b huu:,hn:.l man mit dem Kunst-

wort Trinem ein dl(‘lLllLdIl“C‘s Aggregat der Form a + b + ¢. Quadriert man dieses
Trinom, so erwartet man 3 - 3 = 9 Glieder, von dmcn man wie beim Quadrat eines

Binoms hoffen kann, dal} sich einige zusammenfassen lassen. Wir probieren es:

(@a+b+c)=(a+b+c)latbte)=
2 ) 3
=a*+ab+ac+ab+b*+bc+ac+bc+c* =
=a*+b*+c*+2ab+ 2ac 4 2b¢.
Das Ergebnis des Quadrierens eines Trinoms entspricht dem Ergebnis des Quadrierens
eines Binoms, also der 1. binomischen Formel; man erhélt nimlich die Summe aller
Quadrate und die Summe aller moglichen doppelten Produkte.
Besteht nun ein Aggregat aus mehr als 3 Summanden, so ergeben sich beim Quadrieren

wieder alle Quadrate und alle méglichen doppelten Produkte, da jedes Produkt mit
zwei verschiedenen Faktoren genau zweimal auftritt. Die Pfeile sollen es dir zeigen:

(a+b+c+ ...+2)la+b+e+ ... +2)=

7

=a*+ P44 .. +z2+2ab+2ac+ ... +2az4 2be+ ...

Kommen im Aggregat nicht nur Plus-, sondern auch Minuszeichen vor, dann mul}

man bei der Bildung der doppelten Produkte die Vorzeichenregeln beachten. Wir zei-

gen es dir an

(a—b+c)=(a—b+e)la—b+c)=
=a*—ab+ac—ab+b*—bec+ac—bet+c* =

7 ¥ 2
=a“+b°+c*—2ab + 2ac —2be.

Wir fassen die gewonnenen Erkenntnisse zusammen in

Satz 193.1: Das Quadrat eines Aggregats besteht aus der Summe der Quadrate
aller seiner Glieder und der Summe aller moglichen doppelten Pro-
dukte unter Beriicksichtigung der Vorzeichenregeln.

Beachte: Damit du kein doppeltes Produkt vergifit, muit du systematisch vorgehen.
Du beginnst am besten vorne und arbeitest dich nach hinten durch, wie es dir
die Pfeile zeigen;

l. Schritt
(a+b+c+d+ ... )2
il L e
2. Schritt

B T e k== — —— = oo e
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Dazu ein
Beispiel:
x+2y—xz—4)* =

=4x? +4y* + x*22 + 16 — 6xy + 3x*z + 12x — 4xyz — 16y + 8xz

Kehren wir zuriick zu (a + b + ¢)2. Wir hitten das Quadrat auch anders als oben
ausrechnen konnen, namlich mit Hilfe der 1. binomischen Formel. Dazu miiite man
beispielsweise a + b mittels einer Klammer zusammenfassen:
(@+b+c)=[(a+bh)+c]*=

= (a+ ‘;,)3 - 2(a+ble+c* =

= a* 4+ 2ab + b* + 2ac + 2be + ¢* =

A

=qg 4+ b 4 L 2abd2aqc - 2he.

Einen kleinen Vorteil bringt dieses Verfahren, da wir keine 9 Produkte ausrechnen
mulbiten. Aber Satz 193.1 ist natiirlich am schnellsten.

Einen groBen Vorteil bringt der Trick des Klammerns aber, wenn man ein Produkt von
zwel Aggregaten dadurch auf eine Form bringen kann, bei der sich die 3. binomische
Formel anwenden laft.

Beispiel 1:
2a+ 3b+4c)(2a+ 3b —4¢) =
= [(2a + 3b) dc][(Za+3b) —4c] =
= (2a+3b)2 —(4¢)* =
= 4a® + 12ab + 9b> — 16¢2.

Beispiel 2:
(2a—3b+4¢)(2a+3b—4c)
Das sieht recht schwierig aus! Zwar kann man in der zweiten Klammer 35 — 4c¢
zusammenklammern. Was soll aber in der ersten Klammer geschehen? Wir
brauchten ebenfalls (35 — 4¢), aber ein Minuszeichen davor.
Satz 106.2 macht’s moglich:
(2a—3b+4c)(2a+3b—4c) =
=[2a— (3b—4¢)][2a+ (3b—4c)] =
= (2a)2 — (3b—4¢)% =
= 4a* — (9b* — 24bc + 16¢2) =
=dg®—9p*+ 24bc— 16¢*

Aufgaben
1. a) W+o+w)2 b) (w+v—w)2 &) wu—v—w)* d) (—u—v—w)?
2. 3) Bx+5y+1)> b) 2x+ 3y +42)?

¢) (2x — 3y + 4z)* d) (0,7a—1,16—0,9¢)*

e) (5x2—3y—1)? ) (12a—2%b+ 14c)?

g) (0,8x — 1,2y + 1,6xy)* h) (0,1x —0,2xy + 0,3y)?
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3.8 Wtov+wiP+w—u+w)?
b) 2a—4b+6¢)2 — (—8a+ b+ 2c)*

¢) 100(0,4r + 0,35 —31)* —4(a+3b—2,5¢)*

4. Stelle die Formel fiir (@ + & + ¢)* durch eine Zeichnung dar.

5. a) (5u—8v+ 6w —2)? DGt =22+ x—1)>
ec) (17a* — 14ab + 13b* — 115)? ed) (1,2x%+1,3y%> —0,25x — 0,15y)>
se) (Ga? —4b? —3q 4 2p)?
6. a) (u+v+wu+ov—w) b) (u+v-+whlu—v—w)
¢) (u—v+w)u+v—w) d) Cp+q+7)2p+q—Tr)
e) Bx—3y+2)Bx+ 5y —z) f) (0,5a—4b—2¢)(2c —3b—0,5a)

7.a) (a+b+e)lat+b—c) b) (a+b—c)la—b+c)
8. a)(1l—x—p)A+x+y) B = x i = —x%)
e9. a) (Ta—9x 4+ 1 1}."’}(?{! 4+ 9y —1 I_1'3}
b) (6x* —13y? + 15xy)(6x% — 13p% — 15xy)
010. 2) 9ax?® — 11a* + 4x*)(Qax® + 114> — 4xY)
b) 9ax® + 11a* + 4xH)(9ax? —11a> + 4x)
oll. a) (¢a+-b+ct+dlat+b—c—d)
b) (1 x—x2 4 ,\"‘}{] e ek el
ol2. a) (8x3 4+ Tx*y 4 6xy* — 5°)(8x> + 7x?y — 6xp? + 5)°)
b) (19a%h — 4a*b* — 5a%b> — 185%)(19a°b — 4a*b? + 5a% b3 + 18h%)
e13. a) (a—2b+2¢c—x)(a—2b—2¢+ x)
b) (=2 _1‘1 — e = _1'3 — b+ 2)
eld. a) (> —x+a*—p)(@*+y—x b?)
W ix+1—x2— 3 —x* 4+ x°
¢) (l—a—x—ax)la—x+ax+1)
d) (a® + ab? — a’b — b3)(b> — ab* — a’b + a?)

— X)

**7.4 Hohere Potenzen von Binomen

[n manchen komplizierteren Rechnungen kommen nicht nur Quadrate, sondern auch
hohere Potenzen von Binomen vor. Auch fiir sie kennt der Mathematiker Formeln, die
den Umgang mit ihnen erleichtern. Betrachten wir zunéchst die dritte Potenz (a + b)°.
Nach Definition der Potenz miiBtest du (a + b)(a + b)(a + b) rechnen, was zunéchst 8
Summanden lieferte. Geschickter ist die Anwendung der 1. binomischen Formel:
(a+b)® =(a+b)a+b)* =

= (a+ b)(a® + 2ab + b*) =

=a® +2a*b + ab* + a*b + 2ab* + b* =

= a> + 3a%b + 3ab* + b>.

Statt der 8 Summanden enthiilt das Ergebnis nur noch 4!
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Auch fiir (a — b)® kdnnen wir eine solche Rechnung durchfiihren. Einfacher geht’s,

wenn wir in dem Ergebnis von eben (— &) statt b setzen:

(a—b)* =(a+ (—b)? =a®+3a*(—b) + 3a(—b)* 4

2 L1 2
=a°—3ag*b+ 3ab—bh

Wegen des hiufigen Vorkommens lohnt es sich, diese Ergebnisse als Formeln auswen-

dig zu lernen:

3

Satz 196.1: (a+ b)® = a’ + 3a?b + 3ab? + b*
(@a=b)® = a® — 3a?b + 3ab* — b*

Beispiel:

(Bx—35y) =27x>—3-9x*-
= 27x3 —135x*y

i

Durch eine rdumliche Darstellung 1aBt sich die erste dieser Formeln auch mit Quadern

veranschaulichen.

Abb.196.1 (a+b)> =a’ +3a%b+ 3ab®+ b3

Die Mathematiker gaben sich natiirlich nicht mit den Formeln fiir die Quadrate und
die dritten Potenzen zufrieden und untersuchten auch hohere Potenzen des Binoms
(¢ + b). Diese hoheren Potenzen lassen sich schrittweise auf niedrigere zuriickfiihren
und damit berechnen. Wir fithren dies fur (a + b)* einmal vor:

(a+b)* =(a+b)a+b)’ =

= (a4 b)(1a® + 3a2 b+
4+ 3a%b
+1adb+
- la* + 4ab +

= la

3ab? + 1b%) =
3a?h* + lab? +
3a2b? + 3ab® 4 15¢

6a’b® + dab? + 16*.
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Das Koeffizientenmuster 1 — 3 — 3 — | wiederholt sich beim Ausmultiplizieren, um
eine Stelle verschoben, in der zweiten Zeile. Das neue Koeffizientenmuster | — 4 — 6

4 — 1 ergibt sich somit recht einfach, indem man nebeneinanderstehende Koeffizien-
ten des vorhergehenden Musters 0 — 1 — 3 — 3 — | — ( addiert. Setzt man dieses Ver-
fahren fort, so erhdlt man eine dreieckige Anordnung von Koeffizienten. Sie ist auch
als Arithmetisches Dreieck oder PASCAL-STIFELsches Dreieck bekannt.

(a+ b)! L4 -4 la+ 1b

(a+ b)? I 2 la? + 2ab + 1b?

(a+b)? {08030 1a® + 3a%b+ 3ab? + 163

(a+b)* I 4. 6 4 1 la* + 4a*b + 6a*b* + 4ab® + 1b*

(a+b)° I 5 10 10 5 {1 1a® + 5a*b + 10a3b? + 10a%b> + 5ab* + 1b?

Das Arithmetische Dreieck war bereits den Indern des 2. vorchristlichen Jh.s und den
Arabern des 11. Jh.s bekannt. Die friiheste erhaltene Darstellung dieses Dreiecks ent-
hilt die Untersuchung der Arithmetischen Regeln der Neun Biicher von YANG Hui aus
dem Jahre 1261, die auf den chinesischen Mathematiker Q1A Hsian [sprich: Tschia
Hsien] (um 1100) zuriickgeht (siche Abbildung 197.1). Die erste gedruckte Darstellung
in Europa schmuckt das Titelblatt des Neuen Rechenbuchs von 1527 des Peter APIAN
(1495-1552) (siche Abbildung 197.2). Benannt ist das Arithmetische Dreieck nach dem
deutschen Mathematiker Michael StiFEL (1487—1567) und dem franzosischen Mathe-
matiker und Philosophen Blaise PASCAL (1623-1662), die die interessanten Eigenschaf-
ten dieses Dreiecks erforscht haben.

r~®
SICICIC) .O
@@@@

Abb.197.1 Das Arithmetische Drei- Abb.197.2 Das Arithmetische Drei-
eck des YanG Hui (1261) eck des Peter APIAN (1527)
Aufgaben

1. a) Cx+1)° b) (1 —3a)? ¢) (2a+ 5b)°

d) 3a — 5b)° e) (—a+4b)? f) (—a—2b)°
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2. a) (014w b) (—1,2r+ 55)? ¢) (13a+ 13b)?

3. a) Gab+%a)’ b) 3x —2 £x%)° ¢) (0,2x—0,5y)°

4; a) (xp>+2x*y)? b) (3a’h? — 2a?b?)>

5. Berechne (a + b)® auf zwei Arten, einmal als (a + b) (@ + b)* und einmal als
(a+ b)Y (a+ b

6. a) (2a+1)? b) (x—3y)° &) (x—y)"

7.5 Die Kunst des Faktorisierens

7.5.1 Einfaches Ausklammern

Beim weiteren Eindringen in die Mathematik im Laufe der nichsten Jahre
wirst du feststellen, dal man mit Produkten viel mehr anfangen kann als mit
Summen. Daher mul3t du Bescheid wissen, wie man Aggregate in Produkte
verwandeln kann. Dieses Verwandeln nennt man auch Faktorisieren eines
Aggregats,

Die einfachste Art des Faktorisierens kennst du bereits als eine Anwendung
des verallgemeinerten Distributivgesetzes (Satz 90.2) in der Form des Aus-
klammerns. Wir vertiefen deine Kenntnisse durch einige

Beispiele:

2 7
1) 6uv 4+ 3u® —%uw =
= 3u - 2v -+ YL i — 3u 3w =

=3u(2v + u — 3w).

Der Faktor 3u wurde ausgeklammert.

2) Man kann auch Aggregate ausklammern:
3(a+b)—ala+b)+4b*(a+b) = (a+b)(3 —a-+ 4b>).

3) Manchmal muB man ein Glied des Aggregats erst in ein Produkt
umschreiben, indem man den Faktor 1 hinzufiigt:
3a* +a=

=a'3ad+a-1= Trick: a=a-1
—=dPa-1).

4) Mit Gewalt kann man jeden gewiinschten Faktor ausklammern! Wir
] ) (o
wollen aus dem Aggregat $x° — 7xy + x den Term 3x ausklammern,
damit in der Klammer keine Briiche mehr vorkommen.
2

g
3
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3) Besonders aufpassen mullt du, wenn du in Potenzen von Aggregaten
ausklammerst.
(8a%b—12a)* =
= (4a[2ab —3])* =
= (4a)>(Qab — 3)* =
= 16a%(2ab — 3)2.

Mit einiger Ubung kannst du bald auf die 2. Zeile unserer Beispiele verzichten,
indem du im Kopf jeden Summanden durch den auszuklammernden Term
dividierst. Das muf3t du aber iiben! Dazu dienen die

Aufgaben
l. a) 35t —4s®+5 b) ax®+ bx + x
¢) 4a®—8a®+ 124° d) ay + by — &2
2. a) %a+3%b b) 15x—%y+ 1.2z
9 u—bi0 d) ks — 3
3. Faktorisiere so, daB in der Klammer keine Bruchzahl mehr steht.
a) x4+ 3y b) 0.4a — 0,56
c) r+3s—1 d —0,0lu+01v+w
e) 13+ 15x— 14z ) —12a+3%b—1
4. a) abc — acd b) a?b + ab* — a*b?
¢) x*—x>+ x> d) v?v® + uv? —up®
5. a) 6uv + 6uw — 3uz b) 3ip —63p%¢q
¢) —gx*—3gx° d) 1334203z — 250z

6. Berechne im Kopf nach geeigneter Faktorisierung.

a) 13-9+13 b) 718 +13-18
c) 29-18—1,9-18  d) 27> —17-27
e) 12-834232-83  f) 132+3-13—16-13

e7.2a) 108xy —162x + 216y
b) 2%xy*z2 — 2x%y2z% — 42x3p?z + 13xy?2? — 32x?)y?z
o8. a) 21u* — 7w’ + 235u?
b) 1,3x3y+2,35x%y% —0,9x)°
9. Klammere 3 aus.
a) 18q4% —273b b) 9x + 4
¢) 1—12x d) a—1

e ——— e e ————
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10. Klammere —1 aus.

a) —3a?4- b2 b) 3 —5x &) —4.—8h d) 3a’b+ 5x
11. Klammere —% aus.

a) -?{-a —42p b) 8a—3% c) —1—3b d) 2x+ 3y
12.a) u(v+w) —v(w+w)+ww+w)

b) x(a+b—c)—yle—a—b)+z(a—c+b)

¢) m(2a—3b)+n(B3b—2a)—p(—3b+ 2a)

d) u(e—f) —3v(de—2f) + w(3f — be)

13.a) 2x(a—b) —%iy(a—b) b) 3,2a(x —3)+4.8b(x — 3)
¢) 14x(3y+22)—28y(By+ 22)

14. a) 12a%b*(7x — 1) + 84ab*(Tx — 1)
b) 6a2(1 = x)—27ab?(x—=1)
¢) 2x2y(Bx—y)+7xy*(y — 3x)
d) 1,2¢%(x—y)+ 8,4ab(x—y)—0,72b%(y — x)
15.a) x(a+b)+a+b b) x(a—b)+a—b
¢) x(a—b)—a+b d) x(a+b)+a—>b
16. a) (23x—y)(23a—b)—(1ix+y)Ba—b)
ob) (3, ?uzh +¢)(7,3ab% — ¢) + (3,7a%b + ¢)(2,7ab* + ¢)
17.2) 42 y%z — 6xpz? + i()\. e
b) 3a®b %e'd+27a’ b2 ¢® — 18(abo)t!
ey =B ahe i —a) (—b}
e

d) (x+p)2x*+v)—(x+p) p?)

7.5.2 Mehrfaches Ausklammern

In manchen Féllen gelingt ein Faktorisieren auch dann, wenn kein allen Glie-
dern gemeinsamer Faktor vorhanden ist, indem man zunéchst aus geeigneten
Teilaggregaten einen gemeinsamen Faktor heraussetzt.

Dabei gibt es oft mehrere Moglichkeiten des Vorgehens.

Beispiele:
1) Faktorisiere ax —ay + bx — by.
1. Maglichkeit: 2. Moglichkeit:
ax—ay+bx—by= ax—ay+bx—by=

=g(x—y)+bx—y)= =x(a+b)—y(a+b)=
= (x—y)(a+b) =(a+b)(x—y)
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2) au+b—bv+av—bu—a=
= (au+av—a)+ (b —bv—bu) =
=a(u+v—1)+b(1l —v—u) =
—aglu+v—1)—blut+v—1)=
=(u+v—1)(a—>b)

3) 6a%b—3ab®*—2a+b=
= 3ab(2a—b)—2a+ b =
= 3ab(2a—b) —(2a—b) =
= (2a—b)(3ab—1)

Aufgaben

1. a) ax+ay+ bx+ by b) xs—ys+ xt—yt
¢) ab+ac—bx—cx d) xz—yz—ax+ay

2. a) 2ux+3vy+ 2uy+ 3vx b) ab+c+b+ac
¢) x%+ax+ab+ bx d) x?2y2 +x*+y2+1

3. a) mx+ny+nx+my+rx+ry b) ap —bp —aq+ bg+ az — bz
¢) ar+br+cr—a—b—c d) eh+fh—gh—ei—fi+gi

4. a) ax—cx+2a+2b+bx—2c b) pu—pv+ru—qv—rv+qu
) x—y—xz+yz—1+z d)1+a+a’+a*+a*+a’

thn

a) 33ax+ 3,3ay —4,4bx —4,4by
b) 0,7pq —0.9pr+ 0,7gs — 0.9rs
oC) 4.2uv + 3,5uw + 2w+ 2,4v
od) —8ax?+9bx?—3,6by* + 3,2ay?

6. a) 7ax -+ 3ay —1bx —3by
b) az?+ 3axz + 3bz% +15bxz
©) 0,2xyz—0,3uxy—0,6y*z + 0,9uy?

3 ol
d) uv?® —tuv® + 3av® — 3av?

7. a) ax— Tbx+ 4ay — 28by

b) 12ax — 2ay — 18bx + 3by
¢c) x(a+b—c)—ylat+b—c)+(x—y)
d) y@a—b—c)+x(b+c—a)+(x—y)

e8. a) (a+2b)(Bux—vy)—(uy —3vx)(a+ 2b)
b) (7xz—3y)(3a+4b) — (3a+4b)(yz —21x)
¢) (2st—3ru)(5p—q)+ (3rt— 2su)(5p —q)
d) (7d —2)(10eg — 2fh) + (2 — 7d)(5eh — 4/g)
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9. a) 64au+ 36eu + 64dax + 36ex — 44bu — 44bx
b) 24ap + 54aq — 36bp — 81bg + 60cp + 135¢q

$¢) tay® —1by? +%ay —La—2by+1b

2 Al e i, ; £ J
8d) Zrisv—Hristo + risu—Ltr¥su+ trtu — Srh

7.5.3. Faktorisieren mit Hilfe der binomischen Formeln

Schreibt man die binomischen Formeln von Satz 187.1 in der Form

a +2ab+b*=(a+b)*> bzw. a®>—2ab+ b? = (a—b)* bzw.

a*—b%:=(a+b)(a—b),

i

so kann man gewisse Aggregate mit ihrer Hilfe auch faktorisieren.

Beispiel 1:
W +12u+ 36 =
=u+2 u 646> = (u+6)>

¢l ) _.J ]

Beispiel 2:

16x* — 8x2y3 + y© =
— (4_\_3}2 Tl 413 : .1'3 0 U,_")E = (4.\‘2 __1.3}2

h
| D

Merke: Bestimme zunéchst die beiden Glieder, deren Quadrate im gegebenen
Ausdruck vorkommen, und priife anschlieBend, ob ihr doppeltes Produkt mit
dem entsprechenden Glied des gegebenen Aggregats iibereinstimmt.

Beispiel 3:

a b

= Bx+T7y)(Ty — 2x)

Eine Differenz zweier Quadrate 14Bt sich stets in ein Produkt verwandeln.
Dagegen ist dies bei einer Summe zweier Quadrate nicht moglich.* Bei
3. Potenzen dagegen lassen sich sowohl die Differenz wie auch die Summe
faktorisieren. Es gilt ndmlich:

* Produktzerlegungen von der Form x* + p? = 1+ (x* + 3%) = 1(2x% + 29%) = ... usw., die immer méglich
sind, interessieren in diesem Zusammenhang natiirlich nicht.
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Satz 203.1: @+ b* = (a + b)(a* — ab + b?)
a® — b = (a — b)(a* — ab + b?)

Die Richtigkeit dieser Formeln siehst du sofort ein, wenn du die rechten Seiten
ausmultiplizierst (Aufgabe 204/16).

Beispiel 4:
0,027x3 + 1000y® = (0,3x + 109)(0,09x> — 3xy + 100y?)

Aufgaben
l.a) x> —8x+16 b) u? — 6uv + 9v?
c) 422 + 4;), + p? d) 49p® — 112pq + 644°
e) 9y* +30y* +25 f) x1°+4x°>+4
2.2) a*+a+3 b) —84a-+9a*+ 196
¢) 0,16x% —0,24x3y + 0,09* d) 2.25 —3x-+ K
e) 0,36r> —4,8rs+ 1652 f) 4x% 4+ 52x+ 169
03. a) %5% + 1857+ 1842 b) &u® —juv+ 2392
¢) 1,21 +a+55a° d) 1,96x* —2,8x> +1
4. a) 625 —196a° b) 1 —81x?
c) tsu’ —3530’° d) 0,494 —0,01h
5. a) 2,25 —0,0256¢> b) £&p* — 3,61¢°
¢) 400x2y% —121u*v? d) 35 x*—1
6. 3) 20x2 — 45)2 b) 3.6x2 —4,9y>
¢) 175p* —252¢4* d) 48(xy)* — 147u?v?
7. a) 6a*+ 12ab+ 6b? b) 7x*> —T7x+ 13
¢c) a>+2a*+a d) =127 12
8.a) a*—b* b) x®—y° eyt —3°
d) x*—2x2p2+y* e) 81 —T72u®+ 16u* $f) 64x° —1
9.a) a®+2ab+b?—c? b) 4x% — 20x + 25 — 9)?
T 3 . v?
¢) 36a’ +48ab + 16b* — 81¢~ d) 196u* — 4uv + R
&) a?+2ab+b>—x*+2xy—y> o) 16u*—v*+2v—1
10. a) (2a + 3b)* — 164> b) (2a — 3b)* — 164>
¢) 16a*- (Ecr+.~h}‘ d) 164 — (2a — 3b)?
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11. a) (13x+ 14y)> — (13x — 14y)?
b) (0,1x—0.,2y)*> —(0,1x + 0,2y)>
) Gx+3y)* = Gx—%)’
d) (13x—23p)% — (13x + 21y)?
12.3) a-— b2 —¢*> | 2hc b) x> —y2—2yz— 22
ec) 2,894% — 0,64b% + 2,08bc — 1,69¢2
od) 3,24x*—2,56y* —3,52yz — 1,212
el3. 2) 24% —2b* +a*x —b2x b) 2m*x — 8n?x + 3m*y — 12n%y
¢) 12a*x—2b%y —3b%x + 8a?y
d) 36p°x* —9p?y? — 164%x? + 442y
o14. a) 9a’x — 9a®y — 12abx + 12aby + 4b%y — 4b*x
8b) 5a’x? —ga’xy +4a?y? —§b*x* + b2 xy — Lb?y2

15. Verwandle, wenn moglich, in ein Produkt.

a) a*x*—a’y*—b*x® -+ b¥y? b) 36p* + 21pq + 644>
¢) —a*—2ab—0%+1 d) a®> —2ab+ b2 —1
e) u? 4 uv+v? f) at + b*
g) 4a* — 5h* h) a? +2ab + b2 + 1
16. a) Beweise Satz 203.1.
b) a* — 853 c¢) 243 4+ 216a° d) &-x*—1
e) 2434° 4+ 249p3 f) 0,001x + 326 g) 0,72943 — 100000003

7.5.4 Faktorisieren durch Probieren

Wenn du a* + 5a + 6 in ein Produkt verwandeln sollst, so erscheint dir dies
sicherlich auf den ersten Blick als aussichtslos. Erstaunlicherweise kommt
man hier aber mit einigen kleinen Uberlegungen und einem geschickten Pro-
bieren zum Ziel.

Da das Aggregat mit a* beginnt und aus 3 Gliedern besteht, versuchen wir den
Ansatz

a’+5a+6=(@ao)aa?).

Die Symbole 0O und A stehen dabei fiir + oder —.

Die fiir die Fragezeichen zu wihlenden Zahlen miissen, miteinander multipli-
ziert, 6 ergeben. 6 1d63t sich mit natiirlichen Zahlen als 2 - 3, aber auch als 1- 6
schreiben. Wir versuchen es mit 2 - 3 und setzen also an

a4+ S5a+6=(ano2)(an3l).

Von den 4 moglichen Kombinationen + +, + —, — + und — — scheiden die
beiden mittleren aus, da wir sonst — 6 fiir das letzte Glied erhielten. Die Kom-
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bination + + fithrt zum richtigen mittleren Glied 5a. Also gilt die Faktorisie-
rung
a?+5a+6=(a+2)(a+3).

Hitten wir 6 als 1 - 6 zerlegt, so ergiibe (@ 0 1) (a & 6) fiir keine der 4 Rechenzei-
chenkombinationen das mittlere Glied 5a. Man muB also ein Gespiir dafiir
haben! Bei ¢? + Sa — 6 fithrt namlich gerade 6 = 16 zum Ziel:
a*+S5a—6=(a—1)(a+6).

Eine derartige Faktorisierung durch Probieren wird natiirlich nicht immer
gelingen. Beim Versuch hilft

Regel 205.1: Bei Trinomen der Form x* + bx + ¢ mit ganzen Zahlen b
und ¢ zerlegt man ¢ in ein Produkt zweier natiirlicher Zah-
len und versucht, die Rechenzeichenkombination so zu be-
stimmen, daB sich die richtigen Rechenzeichen und das
mittlere Glied ergeben.

Hat das Trinom die Form ax? + bx + ¢, so klammert man
erst a aus.

Beispiel: 3x>—6x+9=3(x>—8x+12)=3(x—2)(x—6)

Aufgaben
1. a) x*?+7x+12 b) x> —x—12
¢) x>+ 11x+10 d) x24+9x—10
2. a) u?—13u+40 b) a®> — 20a+ 96
¢) z2—10z+9 d) x>?—x—4
3. a) x*—5xy+ 4y? b) y*+ yz— 56z°
¢) a®>—9ab+ 18h* d) u? — 4uv — 210
ed. a) x> +2x—48 b) x? —2x—48
¢) x> —2x+48 d) x2+2x+48
5. a) 2x?+16x+ 30 b) 7x? — 14x — 105
¢) 2x>+6x+9 d) —x24+12x—135
6. ) 3x%—39x+ 108 b) Lx>—3x+9
¢) —ix2+9x—18 d) 0,1a% —1,1a+1
7. a) —04z°+28z—438 b) 1p2 — pg — 3 q?
¢) ix? +Ix+8 d) 3y2 425y + 120
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