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1. Kapitel
RegelmiBige Vielecke

DURER: Knoten mit herzférmigem Schild. Holzschnitt 1507




1.1 Grundlagen

Wegen ihres ésthetischen Reizes haben die einfach konstruierbaren regelmifigen Vielecke
schon immer als Zierfiguren in Ornamenten gedient. Die dltesten Darstellungen verwende-
ten vor allem Quadrate, Achtecke, Sechzehnecke usw. Dann tauchten das Sechseck und
seine Abkémmlinge wie Zwolfeck und 24-Eck usw. auf, bis es schlieBlich den Pythagori-
ern gelang, das regelmidBige Fiinfeck, Zehneck usw. zu konstruieren.
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Mathematisch beschreiben wir ein regelméBiges n-Eck mit der

Definition

| :
| Ein n-Eck heil3t regelmiBig,

wenn alle Seiten gleich lang und alle Winkel gleich groB sind.

Ab n = 4 geniigt eine Bedingung allein nicht: Eine Raute muss nicht lauter gleich groBe
Winkel haben, und ein Rechteck muss nicht lauter gleich lange Seiten haben.

Jedes regelmiiBBige n-Eck besteht aus n kongruenten gleichschenkligen Dreiecken. Ein sol-
ches Dreieck nennen wir Bestimmungsdreieck.
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Begriindung: Je drei benachbarte Ecken haben einen Umkreis (Mittelpunkt M), also gilt
AAMB = ABMC (SSS)
Verbindet man M mit der nichsten Ecke (D), so entsteht das Dreieck CM D,
es ist wegen SWS kongruent zu den andern beiden Dreiecken. Diese Uberle-
gung lasst sich auf die andern Ecken fortsetzen.
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Damit ist auch gezeigt, dass jedes regelmiBige Vieleck einen ’\
Umkreis und einen Inkreis hat (Inkreisradius = Hohe auf der / <
Basis des Bestimmungsdreiecks). Wegen der kongruenten Be- / \
stimmungsdreiecke gilt ( ;
Uy, Ll , 0 =180°—p,= 2 180° \“ ’/
n n \\ : : /.
\ h |

Lasst man auch liberschlagene n-Ecke zu, dann entstehen regelmiilige Sternvielecke. Sie
sind schon von Thomas BRADWARDINE (1290 bis 1349), dem spiteren Erzbischof von Can-
terbury, untersucht worden.

Es gibt zum Beispiel zwei verschiedene regelmiBige Achtecke. Beim iiblichen Achteck ver-
bindet man jede Ecke mit der niéchsten, beim Sternachteck mit der {iberiibernichsten
Ecke. Verbindet man dagegen jede Ecke mit der iibernichsten Ecke, so ergibt sich ein
Quadrat.

Allgemein gilt: Ein n-Eck ergibt sich genau dann, wenn man jede Ecke mit der k-ten dar-
auf folgenden Ecke verbindet und n und k teilerfremd sind. Die Verbindung der Ecken n
und k liefert dasselbe n-Eck wie die Verbindung der Ecken n und n — k.
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*1.2 Konstruktionen

Ein regelmifiges Vieleck ist genau dann konstruierbar, wenn der Mittelpunktswinkel
konstruierbar ist. Kann man ein n-Eck konstruieren, dann klappt es auch bei einem mit
der doppelten Eckenzahl (Winkel lassen sich ja verdoppeln und halbieren). Am besten
fangt man mit dem Umkreis an.

Quadrat (4er Serie): Man zeichnet zwei zueinander senkrechte Durchmesser ein. Die
Lote, die man vom Mittelpunkt M auf die Quadratseiten fillt, schneiden den
Kreis in den Ecken des Achtecks.
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Sechseck (3er Serie): Die Konstruktion ist noch einfacher. Eine Seite ist so lang wie der
Radius, weil das Bestimmungsdreieck gleichseitig ist. Das Sechseck ist die Aus-
gangsfigur fiirs Dreieck (liberniachste Ecken verbinden) und fiirs Zwolfeck (Lote
fillen).

3er—Serie

Zehneck (Ser Serie): Im Bestimmungsdreieck des Zehnecks gilt wegen der Ahnlichkeit

der Dreiecke MAB und ABT >
r g ] h 1 . ( r )_‘, . l / r \]; r_,-'ﬁk___
= .. also rE—rs—5-, It |—= st+rs+|—) ., )
S I =8 : 2 ) o4 \
AL . \
. I I _ \
also r°+ [— = (.‘-i J iy u
. A 2 _-"] 3 2 / / .IAT
A;»_'JEﬁ_ —  i&p

- g 8 r e ; .
Nach Pythagoras lassen sich r, - und s + —- deuten als Seiten eines rechtwink-

ligen Dreiecks. Ist der Umkreisradius r bekannt, so findet man die Seite s des
Zehnecks so:
Das Zehneck ist die Ausgangsfigur firs 5- und 20-Eck.

Ser—-Serie
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Lange Zeit hat man geglaubt, dass nur Vieleckserien mitn =4 -2k n =3 -2kundn = § - 2k
konstruierbar seien, bis schlieBlich der deutsche Mathematiker Carl Friedrich GAuUss
(Braunschweig 30.4.1777 bis 23.2.1855 Géttingen) im Jahr 1801 in seinen » Disquisitiones
arithmeticae« bewies, dass auch noch andere regelmaBige n-Ecke konstruierbar sind. Fiir
die Eckenzahl n muss gelten

n=2%p p;... pn, wobei mund k natiirliche Zahlen einschlieBlich 0 sind

Pi> P2, ... sind lauter verschiedene sogenannte Fermat’sche Primzahlen (nach Pierre de
FERMAT 1601—-1665) der Bauart 2¥ + 1 mit i € N,

i 22

0 3 Fermat’sche Primzahl

k5 Fermat'sche Primzahl
2 17 Fermat’sche Primzahl
3957 Fermat’sche Primzahl

65537 Fermat'sche Primzahl

L, I =%

4294967297 = 641 -6700417 keine Primzahl
Konstruierbar sind demnach die n-Ecke mit n = 3. 4;5.6, 8, 1012, 15, 16, 17. 20. ...
Nicht konstruierbar sind die n-Ecke mit n - T2 kL, 13, 14, 18..19 .21 ..

Enthalt n mehr als eine Fermat’sche Primzahl, dann kombiniert man die Mittelpunktswin-
kel geeignet, zum Beispiel mit n = 15

| a b | 3a+ 5b
—_— =4 — als — = ——— ey =43 +
3 5 3 ilso 5 3 l =3a+35b
wir wihlen a=2 und b= —1
1 2 = . . - :
et 3605 S alen 24P =0 79% = 1202
15 5 3
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1825 konstruierten PAUKER und ERDINGER das 17-Eck.

1832 konstruierte RICHELOT das 257-Eck und Ende des letzten Jahrhunderts wagte sich Prof. HErMES an die Kon-
struktion des 65537-Ecks. Er brauchte 10 Jahre und beschrieb 250 Riesense
Kiste im Mathematischen Institut der Universitiit Goitingen.

Bis heute (1995) kennt man keine weiteren Fermat'schen Primzahlen.

iten, diese schlummern heute in einer
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*1.3 Berechnungen

Mit dem Satz von PYTHAGORAS konnen wir die Seiten der konstruierbaren regelmiBigen
n-Ecke auch berechnen. Weil je zwei regelmidBige n-Ecke mit gleicher Eckenzahl dhnlich
sind, brauchen wir die folgenden Rechnungen bloB am Einheitskreis durchzufiihren. Das
n-Eck kann dem Einheitskreis ein- oder umbeschrieben sein.

5:1

Einbeschriebene n-Ecke

Die Seiten der drei Ausgangsfiguren sind schnell gefunden
Sechseck s,=1

Viereck s,= \E

; 5 i O § [
Zehneck nach Seite 8 gilt 1+ (—) fs.“ e
\ 2 i "\. i 2 ') ; 1 !
/5 —1 ’
also s, = = o= By

Hat man ein n-Eck, dann ist das 2n-Eck leicht konstruierbar. Entsprechend einfach lédsst
sich die Seite eines 2n-Ecks aus der eines n-Ecks berechnen. Dazu verwenden wir das Ver-
fahren von Ludolph von CeEuLEN (Hildesheim .18. 1. 1540 bis 31.12. 1610 Leiden). Seine
Idee war es, das der Seite s, zugehorige Komplement ¢, einzufiithren. ¢, ist die zweite Ka-
thete eines rechtwinkligen Dreiecks mit s, als einer Kathete und der Hypothenuse 2. Es gilt

e e T ]
5y 1 Ch 4 ] also Sy ‘,"4 C, - =




, A C : =) :
Nach dem Kathetensatz ist c:j;ﬂ=2(i ; ,J‘), es gilt somit die Verdopplungsformel

Con = \lz—i_cn :

Als Beispiel berechnen wir die Seite des regelmiBigen 96-Ecks. Wegen 96 = 2*- 6 ist die
Ausgangsfigur das Sechseck, wir starten also mit s, = |

Co =412 = V3, wir wenden die Verdopplungsformel viermal an
Ci2 = \-‘ITC.a E 1..,?, = 1,? | k.
Cyy “fllllz TGz = 12 T \'.2 f ‘.3_ £
Cis = Y2 + Cyy "|,2 S \.2— \'3_._ . s c,
Cg - \3 T Gy = \2 + ‘\-IE =5 1‘-; \ 2 P \:}'__ g
es ergibt sich \

Cos= YA~ =V2-V2+V2+12+43 =0065438165622...

Hat ein Kreis den Radius r, dann muss man noch mit r multiplizieren. In einem Kreis
von 3m Radius ist die Seite

eines einbeschriebenen regelmiBigen 96-Ecks
3m-0,065438... = 196,3 mm lang.

Hat man die Linge s, einer Vieleckseite, dann findet man auch schnell den Inhalt F, der
Vieleckfliche. Das n-Eck besteht aus n Bestimmungsdreiecken, also ist

. 1 -

E.=n- 5 Sa’ h, Umfang u,=n-s,

] 1
n E “nhn hll 2_ (":I 2 "\ 4 3

bl " I I [
zum Beispiel F, = -5 Ugs hgg el 065y - 5 Co6 - 2ds oy

Ja—b - y"la +b = ya?—b?

Fos = 24 V2- Y2+ y2++3 = 3.13935020...
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Hat ein Kreis den Radius r, dann muss man noch mit r* multiplizieren. In einem Kreis
von 3m Radius ist die Fliche des einbeschriebenen regelmiligen 96-Ecks
9m?-3,139350... = 28,25 m? grob.

Umbeschriebene n-Ecke

Wegen der Ahnlichkeitssitze gilt fiir die Seite t, des umbeschriebenen regelmifligen n-
Ecks
tn

C
I %8, = l:

—,; . alse =2

[ — ——————

V2-V2+V2+42+43

zum Beispiel tos = 2 = (,065473...

/ [ e
V2+ V2+V2+y2+43
Bei einem Kreis von 3 m Radius ist die Seite des regelméBigen umbeschriebenen 96-Ecks
3m-0,065473... = 196,4 mm lang.
Fiir die Fliche G, des umbeschriebenen regelmifigen n-Ecks gilt

i 1 >
G =n- 5 t -1 Umfang v,=n-t,
1
Gy =75 Va
zum Beispiel Gy, = 3,142714.... Bei einem Kreis von 3 m Radius ist die Fliche des umbe-
schriebenen regelmiBigen 96-Ecks 9m*-3,142714... ~ 28,28 m’ groB3.




Aufgaben zu 1.1

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfliges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Welche Vielecke haben keine parallelen Seiten?
2. Bei welchen Vielecken schneiden sich Diagonalen im Mittelpunkt des Vielecks? Wie
viele Diagonalen schneiden sich dann?

3. a) Wie groB3 ist die Summe der Innenwinkel in einem Zwdlfeck?
b) Welches n-Eck hat die Winkelsumme 17 640°7
Wie grol3 ist ein Innenwinkel 7

4. Wie grol3 ist jeweils ein Innenwinkel im n-Eck?

a) n=3 b)yn=4 ¢)n=5 d)n=15 e n=17
f) n=51 g)n=85 h) n=255 i) n=257

S. Zeichne ein Fiinfeck, das nicht regelmiBig ist:

a) mit lauter gleich langen Seiten
b) mit lauter gleich groBen Winkeln.

6. Wie grof3 ist im n-Eck
a) ein Innenwinkel
b) die Innenwinkelsumme
¢) die AuBenwinkelsumme
d) ein Basiswinkel im Bestimmungsdreieck
e) der Winkel an der Spitze des Bestimmungsdreiecks (Zentriwinkel)?

*7. a) Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck?
b) In wie viele Dreiecke wird ein n-Eck durch die Diagonalen von einer Ecke aus
zerlegt?

8. a) Wie viele Symmetrieachsen hat ein n-Eck? Beschreibe die Lage der Achsen.

b) Welche n-Ecke sind punktsymmetrisch?
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9. Welche Siitze sind falsch? (Gegenbeispiel!)

a) Fiir einen Innenwinkel o im Vieleck gilt: 60° = o = 120°.

b) Ein Vieleck ist genau dann regelmiBig, wenn es einen Umkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

¢) Ein Vieleck ist genau dann regelmél3ig, wenn es einen Inkreis und lauter gleich
lange Seiten hat.

d) Ein Vieleck ist genau dann regelmilig, wenn es einen Umkreis und lauter gleich
grofie Winkel hat.

e) Ein n-Eck und ein k-Eck sind genau dann dhnlich, wenn n = k ist.

f) Zwei Vielecke sind kongruent, wenn sie denselben Umkreis haben.

* 10. Wie viele Sternvielecke gibt es mit
a) 15 b) 16 ¢) 17 d) 18 e) 100 Ecken?
$11. Zeige: Ist p eine Primzahl, dann gibt es in einem Kreis (p — 1)/2 regelmilige p-
Ecke.
12. a) In welchem n-Eck gibt es 1175 Diagonalen?
b) In welchem n-Eck ist ein Innenwinkel ¢, = 178,2°?

Aufgaben zu 1.2

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfliges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Konstruiere in einen Kreis mit r = 8 ein
a) Dreieck und Zwdolfeck b) Achteck
¢) Zehneck und Fiinfeck d) Fiinfzehneck.
e 2. Begriinde, warum das n-Eck konstruierbar ist:
a) n=192 b) n=512 e) n = 8589934594
¢) n=920 d) n= 17408
»3. Das 51-Eck lisst sich iiber das 17-Eck und das gleichseitige Dreieck konstruieren, das
85-Eck iiber das 17-Eck und Fiinfeck. Gib jeweils die Gleichung fiir die Konstruktion
des Mittelpunktswinkels an. (Keine Konstruktion!)
4. Bei der Konstruktion von Vielecken gibt es zwei Aufgabentypen:
I Der Umkreisradius ist gegeben,
[T die Seitenldnge s ist gegeben.
a) Warum und wie kann man Aufgaben vom Typ II mit Hilfe von Typ I lésen?
b) Konstruiere nach a) ein Fiinfeck mit s = 6.
5. a) Konstruiere ein Achteck mit s = 5.
b) Konstruiere ein Zwolfeck mit s = 3.




* 6. »Konstruktion« des Siebenecks mit dem Einschiebelineal (nach BREIDENBACH)
Ein Einschiebelineal ist ein Lineal, auf dem man zwei Punkte markiert. Man legt das
Lineal so durch einen gegebenen Punkt, dass die beiden markierten Punkte auf gege-
benen Linien liegen (einschieben).
Das Siebeneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.
— Zeichne H(—4|6) und OH.
— Markiere auf einem Lineal R und S so, dass RS = 6 ist.
Einschiebung: Lege das Lineal so durch L(—4|2), dass R auf HO und S auf der
positiven x-Achse zu liegen kommen.
— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P und
Q(4|0) bilden eine Seite des Siebenecks.
Konstruiere nach diesem Verfahren ein Siebeneck.

e 7. »Konstruktion« des Neunecks mit dem Einschiebelineal (nach BREIDENBACH)

Das Neuneck ist einem Kreis k um O mit Radius 4 einbeschrieben.

— Zeichne den Kreispunkt H(2|y > 0).

— Einschiebung: Passe die Strecke [RS] der Linge 8 so ein, dass R auf der y-Achse, S

auf der x-Achse und H auf RS zu liegen kommen.

— Die Mittelsenkrechte von [OS] schneidet den Kreis in P (iiber der x-Achse). P und
Q(4|0) bilden eine Seite des Neunecks. Konstruiere nach diesem Verfahren ein
Neuneck.

Aufgaben zu 1.3

Falls nicht anders vermerkt, ist mit Vieleck (n-Eck) immer ein regelmdfiges Vieleck (n-Eck)
gemeint.

1. Im Kreis mit Radius r gilt fiir das einbeschriebene Sechseck s,=r.
Berechne fiir diesen Kreis ¢, ¢; und s,.

2. Kreise um Quadratecken durch den Quadratmittelpunkt schneiden die Quadrat-
seiten. Zeige: Die Schnittpunkte bilden ein Achteck.

3. Nach C.F.Gauss gilt fiir die Seite des 17-Ecks im Einheitskreis

 —

|I'_ I ) -'II = |'I f / ]
V342417 ) - Y17+ 3y17 — {34 — 2417 - 2434+ 2417

Ermittle mit dem Taschenrechner einen Naherungswert fiir s;; im Umkreis mit r = 9
und zeichne damit das 17-Eck.

4. a) Wie lang ist die Seite s, des Vierecks mit dem Umkreisradius 17?
b Berechne die Seite s,,; des 128-Ecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben ist.
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*8.

9.

10.

Verbindet man in einem n-Eck jeweils zwei Ecken so, dass die Verbindungsstrecke
parallel ist zu einer Seite, so rahmen die Verbindungsstrecken ein kleines n-Eck ein.
Berechne fiirn=5, n=6 undn=38

a) aus der Seitenlinge s des n-Ecks die Seitenldnge a des kleineren n-Ecks.

b) das Verhiltnis der Flicheninhalte (groB : klein).

Setze auf die Seiten der Lénge s eines n-Ecks kongruente Rechtecke mit den Seiten-
lingen s und x. Die duBern Ecken der Rechtecke bilden ein 2n-Eck. Berechne das
Seitenverhiiltnis s: x der Rechtecke und das Flichenverhiltnis F,,: F, der Vielecke
fiir

a) n=3 b) n=4 ¢)n=>5 d) n=6.

Zeichne in den Einheitskreis ein Dreieck:

Die eine Seite ist so lang wie die eines Quadrats mit Umkreisradius 1, die andre Seite

ist so lang wie die eines gleichseitigen Dreiecks mit Umkreisradius 1.

Bestimme die Dreieckswinkel und die Linge der dritten Seite.

Zeichne in den Einheitskreis ein Trapez:

Die eine Basis ist so lang wie die Seite eines gleichseitigen Dreiecks mit Umkreisra-

dius 1,

die andre Basis ist so lang wie die Seite eines Sechsecks mit Umkreisradius 1,

der Kreismittelpunkt liegt im Trapez.

a) Zeige: Die Schenkel sind so lang wie die Seiten eines Quadrats mit Umkreisra-
dius 1.

b) Zeige: Die Diagonalen schneiden sich rechtwinkhg.

¢) Zeige: Der Diagonalenschnittpunkt S hat von einer Basis den Abstand 0.5.

d) Berechne Winkel und Flicheninhalt des Trapezes.

Fiir die Seitenlinge des Zehnecks mit Umkreisradius 1 gilt s,5= —

a) Berechne daraus die Seitenléinge des zugehorigen Fiinfecks.
b) Wie lang ist sy im Einheitskreis?
¢) Wie lang ist der Inkreisradius des 80-Ecks, das dem Einheitskreis einbeschrieben
ist?
d) Wie lang ist sy, im Kreis mit Radius r?
Zeichne einen Kreis mit Radius 5 und konstruiere ein fast regelmilliges Siebeneck
mit der Niherung von
I ) x
a) HERON: s; = —-s; b) ESTREMOW: ;= S;3 1

1

iy Eli

4

Dem Einheitskreis ist ein 3-. 6- und 12-Eck ein- bzw. umbeschrieben.

a) Berechne Umfang u, und Flicheninhalt F, des einbeschriebenen n-Ecks.
b) Berechne Umfang v, und Flicheninhalt G, des umbeschriebenen n-Ecks.

Berechne Umfang und Flicheninhalt eines 16-Ecks, das einem Kreis mit Radius r
ein- bzw. umbeschrieben ist.

Berechne die Seite des 15-Ecks im Einheitskreis.




14.

15.

NAHDRAN

Fiir alle n-Ecke mit n =5 gibt es bei gegebenem Umkreis folgende Niherungskon-

struktion:

(1) Ein Durchmesser [AB] des Umkreises k (Mittelpunkt M, Radius r) wird in n
gleiche Teile t zerlegt (Teilpunkte: A =T, Ty, ..., T =B,

(@ Das Lot auf AB in M schneidet k in E und F.
(3) Der Kreis um M mit Radius r + t schneidet [MB in C und [ME in D.
L
@ CD schneidet k in G und H (CG < CH).
() GT,_; ist niherungsweise die gesuchte n-Eckseite.
. P
t
R
e h‘x.\
74 L S :
/ r : (| FUR BESEMSTIELISTEN: Y
& \\G x '\\___::"ENAU Sq = 6,156,
f s \ETwa st .., )
[en m 3d 2% % 3 Ne s
A B L

Konstruiere mit diesem Verfahren

a) ein Neuneck mitr=9

b) ein Fiinfeck mit r =5 und vergleiche rechnerisch den exakten Wert von s; mit
dem Néaherungswert s¥.

Konstruiere die Figur fiir r = 4 und begriinde, dass fir die n-Ecke mit Umkreisradius

r gilt:

a) SMy=s, b) SM,=s, M,
o) SR=5, d) M;T=s,
(‘} M\R =8~ I
AL=LM
Vs fiM;
m
I
I.An I:. -B
s /r//

¢ 16. a) Konstruiere die Figur fiir r = 4.

b) Zeige: [MD] ist genau so lang wie die Seite s,, des einbeschriebenen Zehnecks,
[CD] ist genau so lang wie die Seite s; des einbeschriebenen Fiinfecks.
¢) Zeige: si=s:+sl,.

]




17. Dem Quadrat ABCD mit der Seitenldnge a ist ein Halbkreis so umbeschrieben, dass

2 20.

21.

die Ecken A und B auf dem Durchmesser [UV] liegen.
a) Zeige: UA ist Seitenlidnge in einem Zehneck mit Umkreisradius a.
b) Zeige: UD ist Seitenlidnge in einem Fiinfeck mit Umkreisradius a.

Beweise die Formel von J. GREGORY (Drumoak 1638 bis 1675 Edinburgh):
52— (s Es)sh .

2u.v
: . JEr . s B 1
. a) Zeige: Uy, = YU, Vyy, b) Zeige: v =——
g ) . u, + v,
(geometrisches Mittel) (harmonisches Mittel)
Die Formeln von J. C. SCHWAB:

Sind R, und r, die Radien von Um- und Inkreis eines n-Ecks und R, und r,, die ent-

sprechenden Radien beim 2n-Eck mit gleichem Umfang (u, = u,,), so gilt

| —
T2, ey (rn + }'{nj R"n = \"IRH * Tap

lg |
Beweise die Formeln von SCHWAB.

Zeige: AB = Sis
B(\ .L;”;
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