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1 Umformen von Bruchtermen

TR N T TR 1]

Das Horusauge aus dem Bruststiick einer Kette des Pharaos TUTANCHAMUN (1347 bis
1338 v.Chr.), flankiert links von der mit dem Geierbalg gekronten Geiergdttin Nech-
bet von Elkab, der Géttin Oberdgyptens, rechts von der Schlangengéttin Uto mit der
unterdgyptischen Krone. — Héhe 5,7 cm, Breite 9,5 cm.

Bereits auf einem Papyrus der 6. Dynastie (2290-2155 v. Chr.) finden sich besondere
Zeichen fiir gewisse Stammbriiche, namlich | fiir 3, O fiir 4, L___(/}ﬂir L =T
M
fiir &, fiir ¥5 und |/ fiir &, die in den jiingeren Papyri wie dem Papyrus Rhind
'I!’:\-;=//— 33 I 64 Jung apy p.

(um 1550 v. Chr.) nur mehr fiir die entsprechenden Teile des
Getreidehohlmalies hekat (=4,8751) verwendet wurden.
Diese Zeichen lassen sich, wie nebenstehend gezeigt, zu ei-
nem Auge zusammensetzen, dem Horusauge, das auch Ud-
schat-Auge, heiles Auge, genannt wurde. Dieses Auge war in
der dgyptischen Welt nach dem Skarabius das meistverbrei-
tete Amulett.

Aus religiosen Texten kénnen wir die folgende mythologische Deutung erschlieBen.
Horus, der Sohn des Osiris und der Isis, musste mit seinem Onkel Seth um die Herr-
schaft in Agypten kimpfen. In Gestalt eines schwarzen Schweins riss Seth seinem
Neffen Horus das Auge heraus und zerstiickelte es. Thot, der Gott der Weisheit, der
auch die Zahlen und damit die Mathematik erfunden hat, setzte mittels Speichel aus
den gefundenen Bruchteilen das Auge wie angedeutet zusammen. Addiert man die
Teile auf, so erhilt man &3. Das fehlende &; hat Thot dann auf wundersame Weise
hinzugefiigt und das Auge so zu einem heilen Auge erginzt.
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Um 1500 lernte man in der Schule nur
das Addieren und Subtrahieren von
natiirlichen Zahlen. Das Multiplizie-
ren und erst recht das Dividieren wa-
ren hingegen Lehrstoff der Universi-

tit. wie wir aus einer natirlich auf

Lateinisch gehaltenen Rede Philipp
MELANCHTHONS aus dem Jahre 1536
an die Studenten der Universitat Wit-
tenberg anldsslich der Einfithrung ei-
nes Lehrers fiir Mathematik erfah-
ren:

»Die Regeln des Vervielfachens und
Teilens schlieBlich erfordern viel
mehr FleiB, aber bei einiger Anstren-
gung konnen sie doch bald begriffen
werden. Wie alle anderen Kiinste ver-
langt auch diese Kunst Ubung und
Gebrauch.«*

Wie weit sind wir heute gekommen!
Du hast das Teilen in der Grundschu-
le gelernt.

Nun entstand aber aus dem Teilen,
weil es oft nicht aufgeht, das Bruch-
rechnen. bei dem man leicht ins
Schwitzen gerdt, wenn man nicht
mehr recht weiterweil. Beim Volke

Ry

1526

phibppws me bl

Abb.10.1 Philipp MELANCHTHON (1497
bis 1560) Humanist und Reformator. We-
gen seiner Gelehrsamkeit und wegen sei-
ner Organisation des Unterrichts an den
protestantischen Universititen und La-
teinschulen nannte man thn Praeceptor
Germaniae, Lehrer Deutschlands.

Kupferstich von Albrecht DURER.

waren daher die Briiche wegen ihrer Schwierigkeit verrufen, und so sagte man
von jemandem, der in eine schwierige oder aussichtslose Lage geraten war, er
sei »in die Briiche geraten«. Heute ist diese Redensart aus dem deutschen
Sprachschatz verschwunden, wahrscheinlich deswegen, weil das Bruchrech-
nen nicht mehr als schwer empfunden wird.

Aus dem Rechnen mit Briichen entwickelte sich in der Algebra das Rechnen
mit Bruchtermen. Wir wiinschen dir, dass du aufmerksam und mit viel Flei3
das Umformen von Bruchtermen lernst, damit du am Ende des Jahres nicht in

die Briiche geritst.

* Deinde multiplicationis ¢t divisionis praecepta aliquanto plus requirunt diligentiae, sed tamen causae cito

perspici possunt ab attentis, Exercitationem et usum requirit haec ars, ut aliae omnes.

meticen

Praefatio in arith-
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1.1 Definitionsmenge [1

1.1 Definitionsmenge

Ein Term ist ein Rechenausdruck mit Zahlen und Variablen.
3 a a—>H
R e T
Keine Terme sind: a+:3; 34+ x—: 2(—)x) +.
Im Folgenden werden wir uns hauptsichlich mit Bruchtermen befassen:

Beispiele fir Terme sind: x* — 7: 3ala — b).

Definition 11.1: Ein Quotient zweier Terme heil3t Bruchterm.

e Al Ak 1 5
Beispiele fiir Bruchterme sind: —: : s :
XL o—x (@+by y—vy

Keine Bruchterme sind: 3x; (a+ b)*; 1+ x4+ x2.

Der Bruchterm - 1 liefert fiir fast alle Einsetzungen Zahlenterme. So ergibt
e
ich f 0 der Zahl - 0 ?
sich tur x = 0 der Zahlenterm ——=— = — —.
0—4 —4 4
Nur die Einsetzung x = 4 macht Schwierigkeiten; man erhilt ndmlich
3 3
4$=4 0
kann. Die Zahl 4 gehort demnach nicht zur Definitionsmenge D des Bruch-

Das ist aber kein Zahlenterm, weil man durch null nicht teilen

terms ——; denn die Definitionsmenge eines Terms besteht ja gerade aus den
X —

Einsetzungen, fiir die der Term zu einem Zahlenterm wird.

Ein Bruchterm wird nur dann nicht zu einem Zahlenterm, wenn beim Einset-

zen der Nenner null wird. Der Einfachheit halber betrachten wir zundchst nur

Bruchterme, bei denen nur eine einzige Variable im Nenner auftritt. Fiir solche

Bruchterme gilt:

Satz 11.1: Die Definitionsmenge eines Bruchterms mit einer Variablen
ist die Menge der Zahlen, die man fiir die Variable einsetzen kann,
ohne dass der Nenner null wird.

Zur Bestimmung der Definitionsmenge eines Bruchterms muss man also alle
Zahlen ermitteln, fiir die der Nenner null wird. Man nennt diese Zahlen Null-
stellen des Nenners. Die Definitionsmenge D eines Bruchterms ist also die
Grundmenge @ der rationalen Zahlen ohne die Menge der Nullstellen des
Nenners.

Versteht man unter A4\ B (gelesen » 4 ohne B«) die Menge der Elemente von A4,
die nicht zugleich zu B gehéren, so kann man schreiben:

‘ D = @\ Menge der Nullstellen des Nenners |




12 1

Umformen von Bruchtermen

Fiir unser Beispiel sieht das so aus:
-5

Der Term

ﬁ . i~ ..
hat die Definitionsmenge D

o\ fAL
= ¢ l"]'!'

x —
Die Menge @\ {4} kann man auch kiirzer durch die Ungleichung x + 4 be-
schreiben.
Beispiele: 1) - ; D=0Q\{—1
% —1
x—1
N
2) '7\_ 1 D= L2
2
=5 i J R
3) D=Q\{—-2;1}

Es ist nicht immer ganz leicht, die Nullstellen des Nenners zu erkennen. In

komplizierteren Fillen empfehlen wir folgendes Vorgehen:

— Nenner null setzen

— Nenner faktorisieren (ausklammern, binomische Formeln anwenden)

- Jeden Faktor einzeln null setzen und die Gleichungen 16sen

Beispiele: 1) —

X7+ .1'.

Also: D =0Q
1

- IR L i
) 0,1x* — 8x?

Also: D=0
x+1
x>+ 6x+9

-

Also: D =0\

NR: x24+x=0

x(x+1)=0
= Q oder x+1=10
x=—1
\{—1;0}

NR: 0,1x* —8x> =0
x*(01x—8)=0
x*=0 oder 0,1x—8=0

x=10 01x =38
X =54
x = 80
\ 10; 80}

NR: x*+6x+9 =10

(x+3)2=0
x+3=0

[| =

g

1
Wk |
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1.1 Definitionsmenge 13
Aufgaben
Gib die Definitionsmenge an:
L 2) 23 | X 1 d x4+ x*
. a
x—2.3 ) 0,1 +x ©) 2 —x ) X2
5 2x+ 6 b) 3 0,1 a 14
2.4 )
) 2x—06 8 —4x ©) 8x+ 8 ) 28 +0,7x
3. ) | b) 2 ) 3 ) 4
3.a . i
2x—9 18 + 4x S ooa—17 3,06 + 0,01 x
8 8
4. a) < - b) - : )
(x—1(x—=23) (x+2)d—x)
8¢ 8d
CJ - ’) 3 d 1
B3x+18) (0.8x —1) x(2,4x — 2%)
5. a) 1 b 3x+2
5.a .
x(x+1)(x+2) ) 2x—3)B3x—2)(2x+ 3)
0.1x—1
c) -
x(x40,1) (0,1 x+ 0,1)
2 3 4
X X X X
6. a - I . C , i .
)\“— X ) 3x —4x° )2_\'-:—3'[\'5\ o Tl S
la 7b 7 Td
T > b 2 c d 3
2) 75 ) ! 06 ) 352 —2
8. a) 72 | 4 ) 8 | 16
A — ¢ (i -
4% 12 e x*+16 S
9. a) 1980 , 1981 } 1982 a) 1983
0, a p ; ——=
xe— 211 ) o [ 2 ox+9 4 x* Ox+4+12x
10. a) 333 b) 1492 ) 1789
- a - s c = -
3x L 6x 3% 10x> — 4x2 + 0,4x x—25—001x%
x+ 6 6x
11. a) 7 g b) AN | SR
(x — 6) (x% — 6) (6x — 1) (1 + 2x) (6%x + 6)
12. a) 1 b) m-0-n-(s —ite - r)

0,0001x* — 1 94x* — 0,02 -9%- 6*x* + 0,0001 - 6*

13. Gib einen Bruchterm an, bei dem die aufgefithrten Zahlen nicht in der
Definitionsmenge liegen:
a) 1 b) 1; —2 c) 0; —3
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1.2 Aquivalenz von Bruchtermen

Zwei Briiche konnen denselben Wert haben, obwohl sie verschiedene Zahler
und Nenner haben. So gilt z.B. 3 = §. Bei komplizierteren Zahlen ist die
Gleichheit aber nicht mehr so einfach zu sehen. Sind etwa 2§ und 28 gleich?

Die Gleichheit zweier Briiche erkennt man leicht, wenn sie gleichen Nenner
haben; dann miissen ndamlich auch die Zihler gleich sein, damit die Briiche
gleich sind. Erweitern wir also 27 und 28 jeweils mit dem Nenner des anderen
Bruchs, so erhalten wir 2$:37 bzw. 2821, Die Zihler ergeben jedesmal die
Zahl 1938. Also gilt 27 =325, weil 34 - 57 = 38 - 51.

Weil3 man umgekehrt von zwei Briichen, dass sie gleich sind, wie z. B. 2 und g,
dann ergibt sich mit derselben Uberlegung, dass dann auch dic Produkte 3 - 8
und 6 - 4 gleich sein missen.

Damit haben wir die Untersuchung der Gleichheit zweier Briiche durch die
gleichwertige Untersuchung der Gleichheit zweier Produkte ersetzt.
Genauso konnen wir die Untersuchung der Aquivalenz von zwei Bruchter-
men durch die Untersuchung der Aquivalenz von zwei Produkten ersetzen.
Dabei miissen wir allerdings bedenken, dass die Aquivalenz nur auf der ge-
meinsamen Definitionsmenge der betrachteten Bruchterme sinnvoll ist!
Auf Grund der obigen Uberlegungen gilt also

. ey ¢ el ;
Satz 14.1: Sind ; und Bruchterme, dann gilt in der gemeinsamen

7 L
oo e a c
Definitionsmenge: —=— < ad=bc
b d
Beispiel: 7, (x) = ol D, =Q\{-1},
. %2 _ %
Tolai=——" N — Q%11
=1 = '

Die gemeinsame Definitionsmenge ist D= D, n D, = Q\ {—1;1}.

2
Annahme: i 'T, ]
x+1 x*—1
Priifung der Annahme: x(x>—1)=(x*—=x)(x+1)
Xt—x =xidat—xt—x
i e

Links und rechts vom Gleichheitszeichen steht derselbe Term, also sind
die Bruchterme 7' (x) und 7, (x) in D dquivalent, d. h., bei jeder Belegung
aus D liefern 7'y und T, dieselben Werte.
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1.3 Erweitern und Kiirzen 1

Aufgaben

1. Sind folgende Briiche einander gleich?

a) 27 und £81 b) 5% und 48 ¢) 1% und 255
1732 297
d) (55)° und 1 + .

(o]

Fur welchen Wert von x sind folgende Briiche einander gleich und wie
lauten sie dann?
18 2 A% 5

3 x 3x X
a) = und 1? b) T und 1 ¢) 9 und 3 d) ; und ;

-
[ %)
-
+
-1

3. Fiir welchen Wert von x sind folgende Briiche einander gleich und wie
lauten sie dann?

F
S
wn

SR . S —b ] 9 —7x —1
a) - = b) __=18 c) T d) - : = T

2
Lh
L

2

4. Wann sind Briiche mit gleichem Nenner einander gleich?
5. Wann sind Briiche mit gleichem Zihler einander gleich?

6. Ist es moglich. dass zwei Briiche mit gleichem Zihler und verschiedenen
Nennern einander gleich sind?

7. Sind die folgenden Bruchterme dquivalent?
X X%+ x x+1 |
a) und — - b) - und =
x+1 x4+ 2x+1 x—1 (x—1)*
1 2 2
x- —4.,5 x—3 x—4 x<—16
c) = und d) — und —
x+3 2 ) 2x 2x°—8

1.3 Erweitern und Kiirzen

Die dir vom Rechnen mit Briichen bekannten Operationen Erweitern und
Kiirzen* lassen sich auch auf Bruchterme iibertragen.

* Das Fachwort erweitern wurde vermutlich von dem preuBischen Gymnasiallehrer Johann Friedrich KroLr
in seinem 1839 erschienenen Grundriff der Mathematik Siir Gymnasien und andere héhere Leranstalten ge-
prigt.

Eine interessantere Geschichte hat das Fachwort kiirzen, das erst zu Anfang dieses Jahrhunderts aufgekom-
men zu sein scheint. Der aus Norddeutschland stammende Theologe und \1c| hematiker JORDANUS NEMORA-
RIUS (um 1180-1237), der 1222 zum zweiten Ordensgeneral der Dominikaner gewihlt wurde, auf dessen
Anregung dic Universitdt in Toulouse gegriindet wurde und dessen mathematische Schriften lange Zeit in
e = auf eine kieinere Benennung zuriick fiili-

Gebrauch waren, sagte dafiir ad minorem denominationem reduce
ren. Sein Zeitgenosse GERNARDUS sprach von subtifiores minutias in grossiores reducere = feiner gebaute
Briiche auf grobere zuriickfithren. Der Rechenmeister Christoff RupoLsr (um 1500 — vor 1543) und andere
uberschrieben die betreffenden Kapitel mit »Priich kleiner machen; fiir kiirzen sagte er aufheben, worunter
man beim mittelalterlichen Linienrechnen verstand. so viele Rechenpfennige wegzunehmen, dass eine Zahl
durch moglichst wenige von ihnen ausgedriickt wurde. (Befanden sich 5 auf einer Linie, so nahm man 4
weg und setzte einen in den Zwischenraum zur nachsthoheren Linie.) Aus aufheben wurde zu Beginn des
19.Jh.s heben. das sich bis in unser Jh. noch in den Rechenbiichern fand.
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Definition 16.1: Ein Bruchterm wird mit einem Term T erweitert, indem
man sowohl den Ziahler wie auch den Nenner des Bruchterms mit
diesem Term T multipliziert.

Ein Bruchterm wird mit einem Term 7 gekiirzt, indem man sowohl
den Zahler als auch den Nenner des Bruchterms durch diesen Term
T dividiert.

Den Zusammenhang zwischen dem urspriinglichen Term und dem erweiterten
bzw. gekiirzten Term klért

Satz 16.1: Beim Erweitern und Kiirzen entstehen dquivalente Bruchter-
ol Ganll=n a . = ;
me, namlich == i, wird mit T erweitert
b T:b b
a T i al : e "
bzw. —=— d.h,, — wird mit T gekiirzt.
b= b hT

Beachte: Weil beim Erweitern bzw. Kiirzen Faktoren im Nenner hinzukom-
men bzw. wegfallen, kann sich die Definitionsmenge des Bruchterms édndern.
Die Aquivalenz gilt natiirlich nur in der gemeinsamen Definitionsmenge. Da-

zu die
Beispiele:
1) Erweitert man ;; : , D; = Q\{—3}, mit dem Term 3 — x, so ent-
steht der Bruchterm H—}S\;{:}“ 0’ D, =0Q\{—-3;3}. Also gilt
3—x (B —a)" P

= in der gemeinsamen Definitionsmenge
34x (B+x)(3—x)

D=DnD,=Q\{—3;3].

o _ It — 3 .
2) Will man den Bruchterm 5 —— kiirzen. so muss man zuerst Zih-
%27

o ] 3 2
; : s aeax —3x  3x(l—x)
ler und Nenner faktorisieren. Man erhélt o -,
9x 4+ 27x* 9x(1+ 3x)
Jetzt erkennt man die Definitionsmenge D; = Q\ { —3; 0}. Wir kon-
: S A=
nen den Bruchterm mit 3x kiirzen und erhalten —— mit
1 ==3x)
Beeie o x(1 —x)
9x+27x* 3(1+3x)
men Definitionsmenge D = D;n D, = Q\{—3;0}.

D, = Q\{—3}. Also gilt in der gemeinsa-
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3) Enthalten die Terme mehr als eine Variable, dann ist die Angabe der
Definitionsmenge recht kompliziert; wir wollen daher in solchen Fil-
len darauf verzichten. Als Muster diene

a-+b

(a+b)-1 1
= Gthila=h a—b

Beim Rechnen mit Potenzen haben wir die Division zweier Potenzen mit glei-
cher Basis (z. B. a°: a®) ausgespart. Jetzt erkennen wir, dass es sich dabei um
einen speziellen Bruchterm handelt. Schreibt man die Potenzen in Zihler und
Nenner als Produkte, dann lassen sich die gemeinsamen Faktoren wegkiirzen:
&
o’ asdaaragta -
T = =da‘ada=a".
- da-a

Weil a* = >~ gilt, kann man auch schreiben

a
a S -
3 =4 “=a".
a

In gleicher Weise erhilt man etwa

a’ | 1

= I .!' = "1 -

a’ FrhE a“

Das fithrt zu

a m

Satz 17.1: Ist m > n, dann gilt — = @™ ™™
a

I Dabel muss a & 0 sein.

: ﬂ"I

Ist m < n, dann gilt — =
a

Sind im Zihler und im Nenner gleich viele Faktoren a, dann hat der Bruch den

a*
Wertl,z B — =1,
a
a’ 8 S 2 .
Rechnet man — genauso wie ; = a’ = a°, dann erhilt man
a- a
a 5—5 0 : . a’ :

s =a ~ = a . Da wir aber schon wissen, dass — den Wert 1 hat, legt man
a a P
allgemein fest

Definition 17.1: «%:=1 fiir a=+0. J

. e _
0° wird ebenso wie 5 nicht definiert.
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Aufgaben
1. Erweitere: -
i 24 : :
a) 3 mit 17 b) 3 mit —21 ¢) 17:13 mit x
20
x ] 9a+1 | Sca® .
d) 5p:(2¢) mit pg e) 5 mit 2a? ,— mit 2e+d
a— :
3u+v 11 A0 e
g) : mit —GBu—v) h) [3r2Q2+m?)]:(Tm* —r®) mit 4 —2m?
3u—v
W Ix—24 R % _
i) ik mit 5x + 4y k) (7a= — 5ab—b°): (3 — 2ab) mit —1
3x+y

2. a) Schreibe 1 als Bruch mit dem Nenner 29.
b) Schreibe 5 als Bruch mit dem Nenner —7.
¢) Schreibe —a als Bruch mit dem Nenner b.
d) Schreibe 3x?y als Bruch mit dem Nenner 2.
e) Schreibe 5u* — 20uv als Bruch mit dem Nenner u + 4v.
f) Schreibe 0 als Bruch mit dem Nenner (3 + 2)%.

|75

.a) Schreibe 64 als Bruch mit dem Zdhler 1024.
b) Schreibe —8a*b als Bruch mit dem Zihler 16 (ab)>.
¢) Schreibe 4p — 3¢g als Bruch mit dem Zihler 3¢ — 4p.
d) Schreibe 3 — 7n als Bruch mit dem Zihler 9 — 492

4. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner.

5 Ta+ b b—a 2a+ b
2) 2a+b 2a—b b—2a 1 ey }
+ 2 3p Tp—3 —1 <
b) - : s ; do i -:  Nenner pg” —p
p g1 g — plg+1)
Sm?n  6m+ 4n 1 a—8b
) —; : : Nenner 27m? — 36mn + 12n

3 ' 3m—2n’" 9m—6n" (Bm—2n)?

5. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner.

a+b . 2 X—y 5
a) - Nenner a* — b* b) - Nenner x* — y?
a—b Xy '
St LT P 6 2L N 4p2 — 94>
¢) ——— Nenner 25¢* — 165 enner 4p° — 9¢°
S5a—4b 2p + 3¢q ; 4
r—+s 2a+3
e) Nenner 9r% — 452 f) = it Nenner a® — 1
3r—2s a—1
2x—3 ; ; L 4x+5 i
g) Nenner 9 — x~ h) ——— Nenner 4x* —25
x—3 S —12x
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6. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner N.

a + ¢ ; X—y

a) = N=ua —2ab+b> b) o) N=xZ+2xp+3?
a—b X4y A
Q= ADE S B pt+4q , el 2

c) 9 N =a"+4ab+4b d) = N = p* —6pg + 9g°
Sr— s : - 2x—5 1

e) ~ N=4a"—12a+9 f) N=9x*—6x+1
2a—3 Jx—

7. Bringe die folgenden Briiche auf den angegebenen Nenner N.

4x—9 5 2a+ 17
a) N=x"—16x+ 63 b) - : = N =a’+ 5a—24
X= ? a—3
3u—11 5 6z — 1
: N = u* — 4u — 45 d) 2 N=z*—5z—14
u+5 z—17
2a—9 6x—5
— N=2—10a—1> i N=2x2+13x—2
e) T3 a a f) T I X 0
11x—9 : 2 : Ju+8 . X =
g) T N=16x“—46x +15 h) S N=40u*—53u-+6
Tr-—3 : _ - s ) .
i N = 56r* + 197> — 15 i - N = 48a* — 24* — 35
) 573 & : ) it e
2a—"Tb 5 Tx—5y
i AT o A s iy 2 - AT 2 A A [~
k) T N = 56a S51ab —27b% 1) i, N = 36x Txy—135)

8. Bestimme die fehlenden Zahler und Nenner.

% —7 x—7 77—t
) — =Rl vy D

x4 3 3+ 5x S5x+3

(2x)* z—2 522 — 20

i - — == d —_
121 =3 10 —3x ) T2 1

x4+ 1 o SO (SO
§ - n I—<Z7

x+2 x=+3x 2 S—x
)?5_; eeh - 22— 982
© 45+3 T 87 +6s 1655+ 245+ 9

9. Lose folgende Gleichungen fiir die Unbekannte x.

2) £ 6 b 6x? N 5u”-0 S e e
= ).\‘+3_.r3—9 ¢) Tx:(3a)=
4 2x—3 9x — 6)%a’® 0
d 2 iy T - — —— = R D I — —
e b0 =0T e o ) 4h 36h
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2 10. Erweitere den Bruch

b) sk ap

a’* + ab + b?
" 2a—3b
S5p — 6gq
:4;.0 — 3¢g
7x* — 9y?
Su—3;z
2x — 3y

Tx2y — dxy?

4x* — 3y
23a* — 35b

f)

g)

auf den Nenner 10pr — 15ps — 6qr + 9gs

auf den Nenner 35mx — 28my — 20nx + 16ny

auf den Nenner 8a® — 12a%b + 18ab® — 2753

auf den Nenner 24ap — 36bp — 30aq + 45bq

auf den Nenner 35x%u — 21x%z — 40y%u + 24)?;
3

auf den Nenner 14x° y* — 63x> y*> — 8x*y* + 36x%y°

auf den Nenner 92a* x* — 694y — 140bx? + 105by.

e11. Erweitere den Bruch

a—b

a)

2

a + ab + b2
a+b

a® — ab + b?

0 a

ll) a

a— b +ab*—- b

auf den Nenner ¢°® — b?

auf den Nenner & + b3

auf den Nenner g* — b*

a> + a%b +ah“ <+ B>

auf den Nenner a* — b*,

Kurze die in den Aufgaben 12 bis 16 angegebenen Quotienten so weit wie

moglich!

93 —16a 45(x 4+ 1) 18p
le8) o Ty SGEre el
13. 2) _f_'}__uy_t_n_' b) 14..1'_1':_ : 49pq d 3(a+ Eb)_
3uw 21xy 28pg 9(a + 2b)
14.8) x*:x D) y%:p° e 32°:(12z%) &) [16@— )] [8(u—1v)*]
{5 24a* bc? 69p° g*r ) 15(a”b)*c? q 44 (uv)* u?
= 9a3 b?c 46 (pr)® = (5a)® (be)* 12 (1?v)?
16. a) (4u—v)*:[2(4u —v)] b) (4u—v):[2(4u —v)]*

e) [xy(5x—2p)*]:[x2y—5x)] d) (7p—49)°: (35p—20g9)>




1.3 Erweitern und Kiirzen

17. Vereinfache durch Kiirzen:

e o 17 =
a) — b) a'':a ¢) — d) — e) a®:a
a a a
18. Kiirze den Bruch
abe axy G r d abce
a - Pq d) - e)
bed bxy Pq ax dabcd
atx ) Fot Ta® b? ) 24a° b’
i —— i — s 1 B i
Ta 2 yr 28 56a* b> 364°b*
X axtya’ ) 1657 1 ) 147 a* p? x®
() — = il m e
105x% y3 23 b e 189a* bex®
e 19. Kiirze den Bruch
ax + bx 12ax — 18ay 25rx — 35ry
a) = C)e=—
cx 24ap + 30aq 355x — 49sy
65a*x* + 91ax? ) a’+ 2ab + b* H ar—he
= e 5 = - .
85a%x + 119ax? at — b? a——2ab -t b*
) 15%p—25y° 21a* + 9a 50a® — 72 ab?
g } :

9x2 — 30xy + 257

4902 +-42a+ 9

254> — 60ab + 3652

Zerlege in den Aufgaben 20 bis 30 Zihler und Nenner in Faktoren und kiirze.

20. ) 3m + 6n 6x — 24y 0
i 8m + 16n 6x — 18y
1 1,5 — 4.5m 6u— 2.4v )
2 . ; c
on— 18m S5u— 20
2x+ 1
22. a b
) 4x* +4x + 1 )
4q+ 1
% 32a¢* -2 D
23. ) 64 — 254> b)
"™ 64 — 80a + 254>
1600x% — 100072
c k)4 d
) 25y% — 402 )
24, a) ax — bx + ay — by b)
’ Sa — 5h
3 Tab — 35a* — 10a + 2b a)

—10a + 2b

da — 6b
3 —2a
18¢c*d + 6¢%d?
14ed? + 422 d?

4a+ 6b

3b+ 2a

da—12ab

8a* + 20ab

9y* — 12yz + 422
9y — 62

45p* — 204>

21p — 144

0,16 +2b + 6,25
16056% + 20005 + 6250

d)

184> — 484+ 32
22545 — 4
3a+ 2ab — 9h — 63

3+ 25
x4 32—
1 4 x2




e25. a)

)

26. a)

eC)

e 27. a)

c)

28. Vereinfache so weit wie moglich.

a)

oC)

$29. a) -

g)

m

| Umformen von Bruchtermen

16m?* — 9n?
8m? — 6mn +4m — 3n
8a+9b—12ab — 6
8aZb — 12a2b?

xX=»x+ykx—y)

H+U4+ w
m? 4+ 2mn +n? — 1

e =t —2m 1

5p*+p+q+5pq

b 7 7
) 25p° +10p + 1
1012 — 8uv + Suw — dvw
d) -5 .
Su® — 4uv + 10uw — 8ow
(\ —— _]rI}Z_.\‘ —i_ (\ = _}‘}2_".
h
x° — xy
et
Wi
3 2X = X
b) Ap* —dpg -+ g*> — 25r*
4p — 24 + 10r
a0 at—8a =+ 16

= 4(;3_:4_(53 - 4)

?‘Sm_;z + 50ny* — 30myz — 20nyz + 3mz> + 2nz?
—45m*? + 9m?z — 60mny + 12mnz — 201> + 4n’z

25a* — 10052
Sa+105b

z2 _4z+3

7% — 07—

1257
a* — ab — 20b?
r2 +4rs — 215>

}"i-+ 12rs — 355>

a’+ ab -

a’ + Sab — 14b>

a +12ab— 2852
1572 + rs — 652
12r% + 5rs — 252
15p* — 19pq — 564>
15p* — 58pg + 484>

64x>y —136x%y% 4 42x)°

48x3y — 140x% % + 98x)°

T2x%z + Txyz —2y%z
40x3y — 29x2p% + 3x)3

e

od .
)_"-‘—|—2:+1

b) .!f}z + pg — Zﬂfgi
p°+ 2pg —15¢°
x? — 8xy + 15)2
= e
X oy — 3y

f p* —4pg — 454>
p*— pg — 304>

4x* 4+ 20xy + 25y>

h) - =) = 2
6x* + 23xy + 20y

) 1842 — 3uv — 1002

! 53uv — 400* — 61°

) 48a> — 2a*bh — 35ab>

364%h + 60ab? + 25b3

6x>z — 24xy*z
2x*y — 8x?y? + 8xy3
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14a%x? — 63a% y? — 8b%x2 + 36h% )2
494* — 564> b* + 16b* '
8a*u® — 3b3 — 6abu + 4ab*u
123 u* — 9a®bu + 20abu — 15b2
15a* — 21bc — 35ab + 9ac 48ax — 42bx + 40ay — 35by
9ab — 15ac — 21b* + 35bc 16au — 14bu — 24av + 21bv

¢ 30. a)

1.4 Hauptnenner

Bruchterme mit gleichem Nenner heiflen gleichnamig; haben sie verschiedene
Nenner, dann heif3en sie ungleichnamig *. So sind zum Beispiel die Bruchterme
b d b d

= und gleichnamig, die Bruchterme — - und
a“ + ac ala+ c) a- + ac ala— c)

ungleichnamig.

Ungleichnamige Bruchterme lassen sich ebenso wie Briiche, deren Zihler und
Nenner Zahlen sind, durch Erweitern gleichnamig machen. Man muss dazu
als gemeinsamen Nenner einen Term finden, in dem jeder einzelne Nenner als
Faktor enthalten ist. Zum Beispiel ist das Produkt aller vorkommenden Nen-
ner ein gemeinsamer Nenner. In vielen Fillen ist es jedoch mdglich, einen
einfacheren gemeinsamen Nenner anzugeben. Man zerlegt dazu jeden Nenner
so weit wie moglich in Faktoren und ermittelt wie bei Zahlen das kleinste
gemeinsame Vielfache (kurz: kgV) der Nenner. Den so bestimmten gemeinsa-
men Nenner bezeichnet man als Hauptnenner (kurz: HN).

Definition 23.1: Unter dem Hauptnenner von Bruchtermen versteht man
das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner dieser Bruchterme.

Beispiel: = ; ¥ 0l <)
4% — 9h? 10a+ 156" 2ac—3bc
Nenner Faktorisierung Erweiterungsfaktoren (EF)
4a* — 9b? = (2a + 3b) (2a — 3b) 5¢
10a + 15b = 5(2a + 3b) c(2a — 3b)
2ac — 3be = ¢(Qa — 3b) 5(2a+ 3b)

HN = S5¢(2a+ 3b) (2a — 3b)

* Bernardo BarvLAAM (um 1290—nach 1348), Mdnch. spiter Bischof von Gerace in Kalabrien, verwendet in
seiner griechisch verfassten Jogistica die Ausdriicke guvenuuoc (synonymos) und érepanuyos (heteronymos),
die wortlich {ibersetzt gleich- bzw. ungleichnamig ergeben. Im Deutschen des 15. und 16. Jh.s gibt es dafiir
allerlei Ausdriicke; gleichnamiz machen verwendet der zu seiner Zeit bekannte Rechenmeister Simon Jacog
(1510(?) Coburg — 1564 Frankfurt) in seinem Ein New vnd Wolgegriindt Rechenbuch (1565).
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Mithilfe der Erweiterungsfaktoren kénnen wir die gegebenen Briiche
gleichnamig machen:

u Scu

4a>* —9b> ~ 5c(2a + 3b) (2a — 3b)
U cv(2a— 3b)

10a + 15b &= 5({2?3?}%1’_(: — 3h)
W Sw(2a+ 3b)

2ac—3be S5¢(2a —:3!’:) (2a — 3b)

** fur Geschichte des Hauptnenners
5 L = ot = s 4 - - :
Im A, ﬁ _';9}. #5  (Chiu Chang Suan Shu)* — »Neun Biicher arithmetischer

Technik« — der Han-Zeit (202 v. Chr.—9 n. Chr.) wird der Hauptnenner als Produkt
aller Nenner eingefiihrt, bei den Aufga-
ben von Buch IV wird meist jedoch das
kleinste gemeinsame Vielfache der Nen-
ner als Hauptnenner genommen, ohne
dass angegeben wird. wie man es findet.
Die Araber wie z.B. AL-KARADSCHI
(11019/29) und auch LEONARDO VON PI1SA
(um 1170 — nach 1240) bestimmten den
Hauptnenner mehrerer Nenner schritt-
weise, indem sie zuerst das Produkt von
zwei Nennern durch deren groBten ge-
meinsamen Teiler teilten; genauso verfuh-
ren sie mit der so erhaltenen Zahl und
dem dritten Nenner usw.
Auch BHASKARA IT (1115 — nach 1178),
ein indischer Astronom und Mathemati-
ker, der das gesamte mathematische Wis-
sen seiner Zeit zusammenfasste, sagte im
Lilavati — »Die Schone« — (das Werk ist
tatsiichlich einer schonen Frau gewidmet,
die Ofters angesprochen wird), dass der
intelligente Rechner nicht immer das Pro-
dukt aller Nenner als Hauptnenner neh-
me.
Das Zerlegungsverfahren zum Aufsu-
chen des Hauptnenners, das du schon in
der 6. Klasse gelernt hast, hat 1801 der  Abb.24.1 Carl Friedrich Gauss [GauB]
grolle deutsche Mathematiker Carl (30.4. 1777 Braunschweig — 23.2. 1855
Friedrich GAuss (1777-1855) in seinen  Géttingen)— Pastell von Johann Christian
Disquisitiones arithmeticae — »Untersu- August SCHWARTZ (1756—1814).
chungen uber hohere Arithmetik« — be-  Mathematicorum princeps — »Fiirst der
schrieben. Mathematiker« — stand auf der Gedenk-
medaille, die der Kobnig von Hannover
* gesprochen tschiu tschang suan schu 1855 prigen lieB.
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1.4 Hauptnenner
Der Ausdruck kleinstes gemeinschaftliches Vielfaches erscheint 1825 1n Die reine Ele-
mentar-Mathematik des Gymnasiallehrers und spéteren Professors Martin OHM (1792

Erlangen — 1872 Berlin). Wer den Ausdruck Hauptnenner cinfiihrte, konnten wir nicht
herausfinden. Im Algorismus Ratisbonensis hieB er noch der gemain nenner.

Aufgaben

1. Sind folgende Briiche gleichnamig?

3 4 | 1
a) = und yEREY b) R und 35 5%
32.93 10 7 3a
C und — d - und — -
) 1-2-3:4.5 11 —1 )(a+2){rs—]} a“+a—1
) St 4-4 ; Tx—2 f) 2a—3b q 5
e - un n .
B ) 5N x+2)(x—2)-3 a>—p3 = (a— b) (a* + ab + b*)

2. Fur welche Werte von x sind folgende Briiche gleichnamig?

a) 2 und 1 - b) il und h— c) Ll und 4

3 x—2 2x+3 18 4x X~
m n
s ) s
3. Mache gleichnamig

Aol b) = edliday 2 S AR
24" 64 el =513 3214 — 6923
a 3 5 1

©) = on 9 X< 2
2u Su I i

) 3 3u—3 J 3p 4(;.

5y b h) y p?

Te2d?’ 20342

4. Bringe auf gleichen Nenner

i) r'—ff: a+b b) ‘Sj— \.’: \1—|—“§ _
a+b c+d 2x— 8 Ba-—12
1 LA b c
: : -7 - d) — : -
©) 6x —3" 8x3—4x? ) a—9 3a—9
1+2z 3z 1 1
e) — : f) 2

—dz ¢ n*—9m*n®’ n?+3mn
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prl pi=—1 2
rlq+p*’ pg®—pg q’—gq

a b ¢
h) 2 T . e
(xp)> —y 2x"y+2y x*—1
ab: |k 2a D @a—3b i
2a+3b° 124° + 36ab + 276%° 2a Y 3

5. Bestimme den Hauptnenner und die Erweiterungsfaktoren.

1 1 1
2) iﬁ;: 2a® + 3a? : 8a* —12a
AR SR R

S K Vi o) XX

X _ ¥ ‘ Z
©) 144m* — 144mn + 361" 3n® + 12mn+ 12m*’ 2m? — 0,512
ds B 2y lors 3
Vv om Fodr
a . b
) ax-+3bx* 4+ a+ 36" —dad-dax>+12bx — 126
P : q

Z m® — 40513 + 5m?n — 81mn?’ —m3 — 225n® + 9m>n + 25mn’

6. Kiirze zuerst und mache dann gleichnamig. Berechne zum Vergleich auch
den Hauptnenner der ungekiirzten Briiche.

15ab : 2a* + ab \ 6ab — 3b?
? 6a—3b’ 4a’>+4ab+4b:’ 4a*—b?
P x> ' — 4 —x*
D) 3x+ 127 8x*+x*" x*+12x+32
3x+6 10 — 5x X2 —2x%
€) — '

2x2+8x+ 8 4x?>—16x+16" 196 — 49x2
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v%1.5 Zur Geschichte der Briiche

)
w

Um 3000 v. Chr. entstand die Schrift fast
gleichzeitig bei den SUMERERN, wie Tonta-
felfunde aus Uruk am Euphrat zeigen.
und bei den Agyptern, wobei wir nicht
ausschlieBen konnen, dass die Agypter
von der Entdeckung der Schrift durch die
Sumerer gehort hatten.

So verschieden, wie die Schrift dieser bei-
den Vélker war, so verschieden war auch
die Entwicklung der Schreibweise fiir
Briiche und damit erst recht der dazuge-
hérigen Rechentechnik. Im Wesentlichen
driickten die AGYPTER beliebige Briiche
durch Stammbriiche, also durch Briiche
mit dem Zihler 1 aus. Gewohnlich schrie-
ben sie einen Stammbruch so, dass sie
uber das Zahlzeichen die Hieroglyphe
<— setzten, die neben Mund auch Teil
bedeutete; § schrieb man also 777 . Inter-
essanterweise ist unsere Nachsilbe -tel, Abb. 271 Tontafel aus Uruk. etwa
mit der wir Briiche bezeichnen, auch aus 3300 bis 3200 v.Chr., Héhe 6.4 cm. Breite
dem Wort Teil entstanden. So finden wir 4 7 cm, eine Warenliste darstellend.
z.B. 1514 im Ain New geordnet Rechen- () bedeutet vermutlich 10, D 1 oder
biechlin auf den linien mit Rechenpfenin- g

gen des Jakob KOBEL (1460/65 Heidel-

b 1533 O heim) d Brucl i
erg — 1533 Oppenheim) den Bruch -
XXXI
Obwohl die Agypter auBer § nur Stammbriiche durch Zeichen darstellten, rechneten
sie natirlich mit anderen Briichen: schreiben mussten sie sie aber als Summe von

Stammbriichen (Abbildung 27.2).

als zwent3igf aimundreysigl tail erklirt.

2 1 1 1 1 1

3 45 30 L0 F] 4

1. A A

B3l LAR <

343 A =X

Abb. 27.2 Aufgabe 23 des Papum Ri}md{um 1550 v. Chr.), dgyptisch von rechts nach
links gelesen: l:rgan& 1 % 10 30 a5 Zu 7. In der hier verwendeten hieratischen Schrift

wurde die Hieroglyphe <= zu einem Punkt iber dem Zahlzeichen®. — Welcher Bruch
wird durch die Summe der Stammbriiche dargestellt? Was ergibt sich als Losung?

Im Gegensatz zu den Agyptern, die mit dem konstanten Zihler 1 arbeiteten, entwickel-
ten im Zweistromland um 2000 v. Chr. die Gelehrten der BABYLONIER aus der sumeri-
schen Zahlenschreibung ein Stellenwertsystem mit der Grundzahl 60, in dem sich dhn-
lich wie in unserem Dezimalsystem auch Briiche darstellen lassen; wir konnten bei den

* lies hi-eratisch und Hi-eroglyphe. In beiden Wériern steckt das griechische fepdg (hi-erds) = heilig. Hierogly-
phen sind die eingemeiBelten (pitperv [glyphein] = einmeifieln) heiligen Zeichen, aus denen die abgekiirzten
Schreibzeichen der Papyri wurden, die man hieratisch nennt.
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Babyloniern gewissermalien von einem Bruchrechnen mit konstantem Nenner spre-
chen, wiirde die 60er-Teilung nicht immer weiter fortgesetzt. Geschrieben werden nur

; 5 . <
die Zihler, nicht die Nenner. Unser 55 stellt sich dar als T‘(‘((( TT (t(( , d.h. als

a0 + 3260 + z1e000-- Im 3.Jh. v.Chr. begann das babylonische Sexagesimalsystem
seinen Siegeszug als Handwerkszeug fiir Mathematik und Astronomie und wurde erst
abdem 15. Jh. im Abendland vom Dezimalsystem verdringt. Es wirkt aber heute noch
nach in der Einteilung des Winkelgrades in 60" und 3600” und der Stunde in
60 Minuten und 3600 Sekunden.

Von den Agyptern haben die GRIECHEN gelernt. Die Stammbruchdarstellung der Brii-
che findet sich bei ihnen bis in die spitbyzantinische Zeit. Parallel dazu schreiben sie
aber allgemeine Briiche mit ithren Zahlzeichen, ndmlich ihren Buchstaben, die zur
Unterscheidung von ihnen entweder tiberstrichen werden oder einen Akzent erhalten.
Da § die Zahl 4 und ¢ die Zahl 5 bezeichnet, schreiben sie £als 3¢’ oder als §'€”. Da dies
aber auch als 41 gelesen werden konnte, erzielen sie Eindeutigkeit durch Verdoppelung
des Nenners, schreiben also d¢&'e' bzw. 8'£" £”, wie wir bei HERON VON ALEXANDRIA (um
62 n. Chr.) lesen kénnen. Aber bereits in einem Papyrus des 1. vorchristlichen Jahrhun-

derts finden wir fir % die Schreibweise 2. also den Zihler unter dem Nenner!
E b

Vergessen wir die mathematisch nicht sehr begabten ROMER, deren Behandlung der
Briiche ungenieBbar ist. Der Kuriositit halber erwihnen wir nur, dass bei den frithen
CHINESEN der Zihler als »Sohn« und der Nenner als »Mutter« des Bruches bezeichnet
wurden.

Die INDER dehnten ihr dezimales Stellenwertsystem nicht auf Briiche aus, sondern
verwendeten in thren astronomischen Schriften. den Siddhantas (5. Jh.) die babyloni-
schen Sexagesimalbriiche. Fiir die gemeinen Briiche* ist eine Ziffernschreibweise erst
bei SCHRIDHARA (um 900) belegt, und zwar wird der Zahler {iber den Nenner geschrie-

6
ben; bei gemischten Zahlen stehen die Ganzen noch dariiber: 1 = 64.
i

Die ARABER bringen durch die Verschmelzung griechischer und indischer Wissenschaft
die Mathematik zu neuer Bliite. Und hier ist es wieder ABU ABDALLAH MUHAMMAD IBN
Musa AL-CHARIZMI (um 780 — nach 847 (?)), der nach seiner Algebra eine Abhandlung
tiber das dezimale Stellenwertsystem der Inder geschrieben hat. Dieses Werk, das ver-
mutlich al-Kirab al-hisab al- Hind—»Buch iiber die indische Rechenweise« — hieB, ist die
Quelle, von der aus sich die neuartige Zahlenschreibweise und das Rechnen mit diesen
Zahlen iiber die ganze Welt verbreiteten. Leider ist uns der arabische Text nicht erhal-
ten, ebenso wenig wie die erste lateinische Ubersetzung aus der 1. Hilfte des 12. Jh.s,
sondern nur eine recht fehlerhafte bruchstiickhafte Abschrift dieser Ubersetzung aus
dem 13. Jh. Eine sehr genaue Vorstellung vom Werk AL-CHARIZMIS bekommen wir aber
aus einer Abhandlung des JOHANNES HISPALENSIS (wirkte um 1135 bis 1153), deren
ersten Abschnitt er ausdriicklich liber alghoarismi de practica arismetrice — »Buch des
AL-CHAR1ZMI iiber den kundigen Umgang mit der Lehre von den Zahlen« — nennt. Thm
entnehmen wir, dass AL-CHARIZMI sowohl die Stammbriiche der Agypter wie auch die
Sexagesimalbriiche der Babylonier und dazu die gemeinen Briiche der Griechen neben-

* Der Ausdruck geht zuriick aufl fractiones vulgares, womit der franzdsische Astronom und Mathematiker

JoHANNES DE LINer1s (= Ligniéres bei Amiens; f zwischen 1350 und 13535) sie von den Sexagesimalbriichen
unterschied. — vwlgaris (lat.) = allgemein, allen gemein, allbekannt.
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einander verwendet, aber sie alle mithilfe der indi-
schen Ziffern schreibt, und zwar wie die Inder Zih-
ler iber dem Nenner und die Ganzen noch driiber.
Bis ins 16. Jh. rechnete man dann in Europa so, wie
es AL-CHARIZMI vorgemacht hatte.

Zahler und Nenner durch einen waagrechten Strich
zu trennen geht in Europa auf LEONARDO vON PisA.,
genannt FIBoNAccl, (um 1170— um 1240) zuriick.
In seinem liber abaci* schreibt er 1202:

Cum super quemlibet numerum quedam uirgula
protracta fuerit, et super ipsam quilibet alius nu-
merus descriptus fuerit, superior numerus partem
uel partes inferioris numeri affirmat; nam inferior
denominans, et superior denominatus appellatur.

Wenn iiber irgendeine Zahl ein Strich gezogen ist
und iiber diesen eine andere Zahl geschrieben ist,  Abb. 29.1 4-Kopeken-Marke
dann bezeichnet die obere Zahl den Teil oder die  der Post der UdSSR (1983) zum
Teile der unteren Zahl; und daher wird die untere  1200.Jahrestag der Geburt AL-
Zahl der Nenner und die obere der Zihler genannt.  CHARIZMIS

LEONARDO wuchs in der damals wichtigen Handelsstadt Budschaja** auf, wo er in der
dort iiblichen Kunst der indischen Ziffernschreibweise unterrichtet wurde. Wir diirfen
daher annehmen, dass er bei den Arabern auch den Bruchstrich gesehen hat, wie wir
thn bei dem westarabischen Mathematiker AL-HASSAR (12./13. Jh.) finden. Genau wie
dieser schreibt LEONARDO bei gemischten Zahlen die Ganzen noch rechts vom Bruch.
also in der arabischen Schreibrichtung! Der franzésische Mathematiker, Ingenieur,
Staatswissenschaftler und Bischof NIKOLAUS VON ORESME*** (1320/25 bei
Caen—11.7.1382 Lisieux) setzt in seinem Algorismus proportionum®*** (nach 1351,
vermutlich vor 1360 geschrieben) schlieBlich die Ganzen links vom zugehérigen Bruch,
wie es unserer Schreibrichtung auch entspricht.

Durchgesetzt hat sich der Bruchstrich, der unser iltestes Rechenzeichen ist, nur lang-
sam. Erstaunlicherweise fehlt er in den &ltesten gedruckten Rechenbiichern giinzlich,
wohl deswegen, weil er drucktechnisch zu kompliziert war. Doch seit dem 1489 ge-
druckten Rechenbuch des Johannes WipMANN vON EGER (um 1460-nach 1500) ist
er meist vorhanden. Ganz klar gibt 1514 Jakob KOBEL (1460/65-1533) in seinem Ain
New geordnet Rechenbiechlin die Anweisung (Moderne Fassung im Losungsheft):

Du solt mercken / das ayn yeglicher bruch geschriben | unnd auBgesprochen virt |
durch tzwaierley / tzale und wirt die erst zale oben gesatzt / und hayst der Ziler |
dan durch die selb zale wirt gezelt / wie vil man tayl hat uii wirt under die selb zale
ubertzwerch ain strichlein gemacht / unnd under das selb strichleyn |/ die ander

liber abaci, auch liber abbaci — »Buch vom Rechenbrett«. Im Mittelalter bezeichnet man aber mit abacus
ganz allgemein die Rechenkunst.

180 km &stl. von Algier; frz. Bougie. Von dort bezogen die Franzosen ihre Wachskerzen, und so kam es,
dass die Kerze im Franzdsischen la bougie heilt.

gesprochen wie Ordm (' re m)

algorismus ist eine Verballhornung des Namens aL-CHaR1zmMI der in Vergessenheit geraten war, sodass
man unter algorismus die Lehre vom Rechnen verstand. Daraus wurde unser Algorithmus. Erst 1849
hat der Orientalist Joseph-Toussaint REINAUD den Ursprung dieses Wortes erkannt.

W

*ogow
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Du [ole merchens / das ayn yeglicher brilch gefchriberr/
v auf gefprochen vivedurch mwaierley/ gale ynd
wolrt bie erft sale ober gefanst/ond bay[t der 35ler/ dan
durch die [elb sale wirt geselt/voic vil man tayl bat vii
oirt vnder die [elb salenbanwerdy ain firichlan ges
madht/vnnd vnder das felb (Irichleyn / dicander gale
gefchriben/bie [elbig sale hayft der Elenner /roan fie
nende/vas tayl das {ein/oder was namens die tayl ba
ben diedurd) dye Sber[t nale/das ift den reler genelde
worden fein/

Abb. 30.1 KOBELs Anweisung zur Bruchschreibweise aus dem Jahre 1514

tzale geschrieben / die selbig tzale hayst der Nenner / wan sie nendt / was tayl das sein |
oder was namens die tayl haben die durch dye 6berst tzale / das ist den tzeler getzeldt
worden sein |

Der schrig stehende Bruchstrich / scheint neueren Datums und aus drucktechnischen
Griinden erfunden worden zu sein. Unser Wort Bruchstrich ist neueren Datums: bis ins
18. Jh. sagte man kurz Strich.

Unsere Fachworter wie Bruch, Zahler und Nenner gehen auf die lateinischen und
spiteren deutschen Ubersetzungen und Weiterbearbeitungen des al-Kitab al-hisab ai-
Hind des AL-CHAR1ZMI zuriick. Eine kleine tabellarische Ubersicht zeigt dir, wie man
fiir die mathematischen Begriffe nach lateinischen Fachwdrtern suchte.*

| = :
JOHANNES | LEONARDO JOHANNES

HISPALENSIS vON Pi1sa DE LINERIIS
Bruch | fractio | numerus fractus: minutia;
ruptus; fractio
minutum

| Nenner | numerus denominationis; | numerus denominans | denominator
denominatio

Zihler numerus denominatus| numerator;
numerus numerans;
numerus fractionis

Im ausgehenden Mittelalter tauchen dann schlieBlich die deutschen Ausdriicke auf. So
finden wir in der Geometria Culmensis (um 1400) czeler der teyle und benumunge der
teyle, was als Benennung der Teile noch 1716 im Mathematischen Lexicon des Christian
vON WOLFF (1679-1754) erscheint. Der ruptus des LEONARDO wird im Algorismus Rati-
bonensis, einem vor 1450 in Regensburg entstandenen Text, mit pruch iibersetzt; die
Fachworter zeler und renner werden dort auch verwendet.

* denominare = benennen; fractus = gebrochen, zerbrochen, geteilt; minutus = kleiner gemacht, in kleine

Teile zerlegt; nmominare = nennen, benennen; mumerus = Zahl: ruptus = gebrochen, zerbrochen, zerteilt
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L cerende door onghehoorde lichticheyt |
allen rekeningen onderden Menfchen
noodich vallende, afveerdighen door
heele ghetalen fonderghebrokenen. |

Befchreven door SiMoN STEVIN

van Br::gg!yr .

Tor LEYDEN,
™"y W By Chriftoffel Plantijn

M. D, LXXXV

Abb. 31.1 Simon StEVIN [i betont] Abb.31.2 Titelblatt von Simon STEVINS
(1548 Briigge zwischen 20.2. und De Thiende von 1585*. — Titelblitter gibt
8.4.1620 Leiden) niederlandischer Ma- es erst seit Beginn des 16.Jh.s. Das erste
thematiker und Ingenieur. Anfinglich in  vollstindige Titelblatt druckte Wolfgang
der Finanzverwaltung titig, ab 1593 Be- StOCKEL 1500 in Leipzig.

rater des Prinzen MoRriTz von Oranien.

Wie oben schon angedeutet, blieb es dem Abendland vorbehalten, das indische dezi-
male Stellenwertsystem auf die Bruchrechnung auszudehnen und das babylonische
Sexagesimalsystem aus dem praktischen Rechnen zu verdriingen. Anfinge eines dezi-
malen Bruchrechnens mit Zehnteln, Hundertsteln usw. finden sich zwar bereits im
Chiu Chang Suan Shu aus dem Beginn der Han-Zeit (202 v. Chr.—9 n. Chr.) und bei AL-
CHARIZMI und einigen anderen arabischen Mathematikern.
Ganz nahe an die heutigen Dezimalbriiche kam 1579 Frangois VIETE (1540-1603) in
seinem Canon mathematicus**, in dem er die Dezimalteile durch Kleindruck von den
Ganzen abhob, z. B. 653, 638, 057, 33, oder gar als zusitzliches Trennungszeichen einen
senkrechten Strich setzte wie bei 86, 602|540, 37. (Das Komma dient nur zur Einteilung
in Dreiergruppen.)

* Der Zehent, welcher lehrt, mit unerhorter Leichtigkeit alle Rechnungen, die unter den Menschen notig

werden, durch ganze Zahlen ohne Briiche zu erledigen, Beschrieben von SiMoN STEVIN aus Briigge. Zu
Leyden/Bei Christoffel Plantijn M.D.LXXXV — Das Motto lautet: Durch Arbeit und Bestindigkeit.

i

O xaviv = der gerade Stab, das Richtscheit, die Regel
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1 Umformen von Bruchtermen

1616

o~ mopa-

(1563 Frankfurt/Main — 1625 Frank- Abb.32.2 John NAPIER. auch NEPER.

‘ZV(A" n#f‘av{'mmu; Byw;

Abb. 32.1 Johann Hartmann BEYER

furt/Main) Rechenmeister, Arzt, Rats- Laird [ = Gutsherr] of Merchiston
herr und Schoffe der Stadt Frankfurt (1550 Merchiston Castle bei Edinburgh
am Main bis 4.4.1617 ebd.)

Als Erster hat jedoch erst 1585 Simon STEVIN (1548—1620) in seinem Werk De Thiende

»Der Zehent«— Dezimalbriiche exakt definiert und die Rechengesetze fiir sie aus den
Gesetzen des Bruchrechnens hergeleitet. Ab 1630 sind Dezimalbriiche dann in allen
einschlagigen Lehrbiichern zu finden. Die Ausdriicke Dezimalbruch und Dezimalrech-
nung gehen auf die Logistica decimalis: Das ist Kunstrechnung der Zehentheyligen Brii-
chen* (1603) des Rechenmeisters Johann Hartmann BEYER (1563-1625) zuriick. Des-
sen und auch STEVINs Schreibweise waren viel zu kompliziert. Schrieb letzterer doch
fiir 8,937 noch 8@903@7@, Erst die Einfiihrung des Kommas als Trennzeichen durch
den schottischen Mathematiker John NAPIER**, auch NEPER, (1550—1617) in seiner
Rabdologia*** (1617) brachte die heutige Darstellungsweise.

* 1) hoywornikfy = die Rechenkunst; decimus (lat.) = der zehnte

** gesprochen 'neipia

*** Lehre von den Rechenstibchen. — pafioc (rhabdos) = Stab
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