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Titelblatt des Augsburger Raubdrucks (1514) des Rechenbiichleins von Jakob KOBEL
(1460/65-1533), das 1514 in Oppenheim erschienen war. Rechenbiicher sind die ersten
volkstiimlichen Druckschriften, die im 16. Jh. in allen Lindern erscheinen. Das dlteste.
mit Einzelbuchstaben gesetzte Rechenbuch ist der um 1475 in Trient gedruckte in
baierischem spiiten Mittelhochdeutsch geschriebene Algorismus.




2 Rechnen mit Bruchtermen

2.1 Addieren und Subtrahieren gleichnamiger Bruchterme

Vom Rechnen mit Zahlen kennen wir die Regel, dass gleichnamige Briiche
addiert bzw. subtrahiert werden, indem man ihre Zéihler addiert bzw. subtra-
hiert und den Nenner beibehilt. So ist z. B.
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Aus diesem Grunde ergeben die Terme — + — und —— bei jeder Einsetzung
¢ ic c
den gleichen Zahlenwert. Also sind sie &quivalent. Damit wissen wir, wie man
gleichnamige Bruchterme addiert:

Satz 34.1: Gleichnamige Bruchterme werden addiert, indem man die
Zahler addiert und den Nenner beibehilt: kurz:

a b a+b

c & c

4a> —6ab b* +2ab =3 (4a* — 6ab) + (b* + 2ab)

Beispiel: Py T 4q? — b? 5
4a® — 4ab + b?
= 4a* — b? =
(2a — b)?
E (2a — b) (2a + b) =
2a—b
=% +b°

Auch bei der Subtraktion gleichnamiger Bruchterme ergeben die Terme
a b a—b : o g :

— — und nach dem obigen bei jeder Einsetzung den gleichen Zahlen-
C (s (64
wert. Sie sind also dquivalent und es gilt

Satz 34.2: Gleichnamige Bruchterme werden voneinander subtrahiert.
indem man die Zihler voneinander subtrahiert und den Nenner
beibehilt: kurz

a b a-=»>

& C c
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2.1 Addieren und Subtrahieren gleichnamiger Bruchterme

Beachte: Da der Bruchstrich eine Klammer ersetzt, muss der Zihler des Mi-
nuenden, falls er ein Aggregat ist, unbedingt in eine Klammer gesetzt werden,
wenn die beiden Zihler auf den gemeinsamen Bruchstrich kommen.

e 3x*—6 x*—4x—8 (Bx2—6)—(*—4x—28)
Beispiel: ——— - = 2 S gl
X"+ X B P o2t B e
-G — A dx -8 il

x>+ x =
2x* +4x 42 =

S

2 +2x+1)

X2+ x
2(x+H1)%

x(x+1)
2(x —i—_i)

X

Sind mehr als zwei Bruchterme durch Plus- und Minuszeichen miteinander
verkniipft, so erhélt man ein Aggregat von Bruchtermen, fiir das die dir be-
kannten Regeln iiber das Rechnen mit Aggregaten gelten. Speziell fiir Aggre-
gate aus gleichnamigen Bruchtermen gilt

Satz 35.1: Ein Aggregat von gleichnamigen Bruchtermen wird berech-
net, indem man den Nenner beibehélt und in den Zahler das ent-
sprechende Aggregat aus den Zihlern der einzelnen Glieder setzt.

3r+5 7—2r 4s + 7 : Br+s)—(T7—=2rN+@s+7) v

Beispiel: — S — s+ — e 5 5
Foi=8"  F—gs L —§F rc—s*-
3r+s—T4+2r+4s+7
= ki -
T
5r+ 5s
re—s*
2(r + s)
= (r+s)(r—-=s)
5
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13a 17a : 19a 11a

Tb 76 1b 1b

2b

Aufgaben
Ta 9a 6a

i‘a ._:_+ .
) 5x N o

2a— 3b . S5a—6b 4b—3g
5 5

c) = . -
3 %)

a) Tx—9y 12x — 13y 14x 4+ 15y S Ty
18 18 18 48

8n—9m Tn—6m . Sn—2m

e

) 13 13 13 1
2a*+3ab  3a*+2ab  a*+3b* S5a%+ab+2b2
— T + =
atb a+b a-+b

(%]

5m— 6n

f
) a+b
2y* + 2x* —3xy

x*+4xy+y*  3xy—2x*+4y?
xX—y

2) = :
x—) xX—y ;
S5a? + 2ab — 3b* e e a —ab-+7b°
h) 3 3 = %5 2 =l - s )
a-—b as— - a-—b*
2x2 —dxy+5y7 - Txp—At 32 5% —9xp g’
e 2 xZ )2

) ——— 2 : 2
X X5 =)

(a — b)?

(a + b)?
2ab

I~
==
S

2ab

Bp—29° (5p+39)° _(59—4p)(4p—9q)
2pq 2pg 2pq
(5r — 8s)? (4r + 65)*
g - +
12rs 12rs 12rs
(2a—b) (5a—4b) (9a+ b)(a+ 5b) — 59ab
4a — 5b

(3r + 10s)?

(7a— 8b) (5a+ 2b)

d) =
da — 5b da — 5b

5x+4y)(2x—3y) (@Gx—3»)* x—5)2x+5y)
= )l 2 _ 42 2

e) X2 — 4)? X2 — 42
11x* — 13xy
x2 —4y?
(4a — 3b) (a + 17b)

(6a — 5b)° 15ab — 11h% +
Ta+ 3b Ta+ 3b

_i_

o3. ﬂ)
T +3b
9a% + 10ab + 6b>

Ta+ 3b
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2 Addieren und Subtrahieren ungleichnamiger Bruchterme 37

(2x—3y)* (Gx+79)Bx—yp)  (x—3p)(5x—9y) 21y + 31xy

3x — 8y 3x—8y r 3x—8y i 8y
c) (1 + 4v)> . (2u — Sp)~ A (2u—Tv) (3v — 5u) e 110v? — 75up
Su— 6v Su— 6v Su— 6v Su — 6v
(4r — 35)* 2r—78)(35s—8r) 9s(2r —s)
d) s +
4dr —Ts 4dr — 7s dr — s
24.2) FE+DE+E—1) 2x+2)GE+DE—2) B = mi— 9
X—3 x—3 x—3
b) (@a+3)(a+3)(a—2) (a—3)*(a+4) -
2a+3 2a+3
(@+2) —ad®(a—2)— 711
~ 2a+3
Bx+4p)2x—y)2x+3y) (x+3»)Bx—2y)2x+y)
6.1'2. 6y* Pk
x*(6x +11y)
Mt 6)°
d) (2p —3q) (p —49) (4p — 59) .z (4p—3¢9) 5p—2¢) (p+10q)
3pg 3pg
4;}(5(;3 ?pz}
B 3pg

2.2 Addieren und Subtrahieren ungleichnamiger Bruchterme

Genauso wie bei Zahlen kann man ungleichnamige Bruchterme addieren bzw.
subtrahieren, nachdem man sie mithilfe des Hauptnenners gleichnamig ge-
macht hat. Wir merken uns

Satz 37.1: Ungleichnamige Bruchterme werden addiert bzw. subtra-
hiert, indem man sie gleichnamig macht und dann die Sitze fir
gleichnamige Bruchterme anwendet.

Ebenso stellt man aus einem Aggregat ungleichnamiger Bruchter-
me zuerst ein Aggregat gleichnamiger Bruchterme her und berech-
net dann dieses.

L

Beispiele:
a-+2b 2

a* + 2ab + b 3a+3b

1)




38 2 Rechnen mit Bruchtermen

Wir bilden unter Angabe der Erweiterungsfaktoren EF den Haupt-
nenner HN:

EF
a* + 2ab + b* = (a+ b)? 3
3a+ 3b = 3(a+ b) (a+b)
HN = 3(a + b)?
a+2b i 3(a+2b) 2(a+b)
Als = I S =

S P E0ab+ 2  3a+3h 3(a+b)?  3(@+b)?
3(a+2b)—2(a+b)
= 3(a+ b)? =
3da+6b—2a—2b
= 3(a+ E;)-z- 2R
a+4b
& 3(a+b)?"
1 2 15 — 19x — 8x?
23 +4x% 15— 3x  12x° — 36x” — 120x

Wir bilden durch Faktorisieren den Hauptnenner und multiplizieren
die Erweiterungsfaktoren EF so weit wie moglich aus:

2)

EF
2x* 4 dx* = 2x% (x + 2) |2 3(x — 5) = 6x—30
15—3x=3(5—1x) —22x*(x+2)=—4x>—38
12x3 — 36x% — 120x = 12x(x* — 3x — 10) =

=2%-3x(x+2)(x—5)| x
HN =2%2-3:-x*(x+2) (x—5)

Beim Zusammenfassen der gleichnamig gemachten Briiche ersparen
wir uns viel Schreibarbeit, wenn wir fiir den Hauptnennerterm, solan-
ge wir nur im Zdhler rechnen, einfach kurz HN schreiben:

1 T e B l9r—Ex =
IRV ARE 53 0y L 86T oGyl T
1-(6x—30)+2-(—4x* —8x%) —(15—19x — 8x?) - x -

HN
6x—30—8x" —16x — 15x+19x* + 8x°
= — = -
s 3(x* —3x—10)
5 HN =2 3. 2GR0
(x+2) (x—5) 1

T2 2x+2)(x—5) 4




2.2 Addieren und Subtrahieren ungleichnamiger Bruchterme 39

Nun weiBt du, wie du Aggregate aus Bruchtermen berechnen kannst. Was

X o : :
j—‘.’ Wir erinnern uns, dass man jede
A g

Zahl als Bruch mit dem Nenner 1 schreiben kann, z. B. 5 = 2. Genauso kann
man jeden Nicht-Bruchterm als Bruchterm mit dem Nenner 1 schreiben.
Machen wir’s!

machst du aber mit dem Term 3x +

6x 8% 6x 3x(Tx—2)+6x-1
Ix + = 4+ — = =
Tx—2 1 Tx—2 Tx—2
- 21x — 6x L 6x 21 %=
i TH =1 P iR=2
Aufgaben
a 2a 5p 3p @ b apt . klyg
Lay — 41— i — = d .
o TR S~ g5 5 Sty
TR 6 2 11 3 —1 27
2. — 4+ - b - C d -}
a) a i b ) a 3a ) 8m i 4n ) 1z 196z
6n 5 11u Su b 3 i y
3.a — — — b — C - d — =
) Tm  4m ) 13vow  3ow ) a’ { b ) S
Bty a da4+b a—3b
4. e R b
%) 3a? i 6b 16a%h iz 12ab?
Ty —1 1 2m+1 3n*—m
B x i ;fl.‘c: 4m?n 6mn’
a b 1 w2
5.a) 1+ b) a— c) —— % d ——+v
b a X u-v
b ¢t + d? (m + n)* (x — y)?
6. e = —=n g
8) ab i b} cd £) dmn ) 4 %
a+ b)* ) u + v)*
7. a) ( - ) —(a—b) b) . +((x+y) c¢) ( + (v +v)
a—b x+y u—v
8. 2) a ™ a b) 3a 2b+1 3x—1 3y—2
2 - — — c — e
Fewh a0 4a=7% = 3b 2x% —xy  2xy— p?
a b X y
) ey e b e e ,
a) a—b a+b ) X+y x—y
a+ b 1—b 1 |
¢) - d — +
a—b a+b T
10. 2) 3a+5b 2a—3b b du — Tv i bu+v

2a-+3b > 35k bu—v 4+ Tv
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12. :

13.

14.

o 15.

0 16. ¢

17.

18.

19.

20.

21,
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da—5b  Sbht4daq b) 2a(a— b) a+b
6a+7b 6a—Th at—2ab+b* a—>
2a b A b — Tm 3n &m —n
api g e Vs B
5p  —3q 4 a) a—b 2a+tbd P + b
g a5r - 2 16 36 —24
| 1 at+ b l}m—l 1 3n + 2
— ] e e
a b ab 2m 3mn 6n
a* + 3b 1—3a 5b—3 3x—1 x*+y -1
% e ci.2 d) 3 i EE) il ~ .4
ab 3ab Sh* Tx%) 2xy” 3y
4x —3y 6x—75) 2p— 3% b) 3z—1 1 —4z —3
atb 2a+2b  3a+3b 15 —9 Mg —12 a2 a5y
4p — T¢ 7+ S¢ 3p+¢ 3a—b 4da+b 2a—b
peild UG TF B atbh
im—4n —Tm—4n Tm+ 4n x—2y 2y—x 2x—y
] . 49¢q 8p + 3¢g
e :
4p—Tq  2Upg—12p* 12pg—214¢*
3 4 y* 4+ 22
32yz* +28y* —24z° —21yz  8y*z3 4+ 1y’z
4a+ 1 7 X 3x+1
- e by — +
da+ 7 16a- — 49 45x* —5 3x—1
x+b x+5b Sh) Sm+2n 4m — S5n
2 | iy o ) = ) i 2
a“ — b* a” — ab . 125m= — 20n~ 16m° — 20mn
3 6x —1.25 z+4 1
5] _- X 5 ] sl : : b) » i iy 2 + : c
24x —4  36x°—12x+1 8+ 40z + 50z~ —22 — 55z
= ]3\ 13x 3a—b b= 3{;
. S - b) : Aaets 5
y-—26yz+169z=  169z° — 13yz 243a* — 3b*  27ab — 3b*
554+ 7 6s — 7 b) S5r+ 12s r—4ds
2 = 2 ] e T ') ]
t“—414 4 4 — t* dr= — 645~ — s —8rs — 165°
X XA p 1
— — b) — =
2x—6 x*—4x+43 2y +4y—6 y—1
28— a2 20—7 : b) m? Tm + 4n 1
| e ] - 'j- — EOe. b
12a° — 27 ba—9 m- — 4n* 10m + 20n : 5
o 5x A8 8 16y* + 60y +9 5
I 4 h) 4 'm o Z =
=2 et — 16 16y — 81 4y“+9



26.

27.

28.

29,

o
32

e33. Zl)

2.2 Addieren und Subtrahieren ungleichnamiger Bruchterme 41

-

a- 31a? — 5062

a o . — 42
) 16a* + 40ab + 25h> 16a” — 255H%

b)

a)

a)

. a)

d)

e)

b)

c)

. a)

A 7 7 el ) r
ac+ ab+ b a-—2ab — b~ a‘ — ab 4 b*

: + + , =7
a- ab b
L5 e2 Sa—12b b) lv, 2x —3y |
a b a*—4ab-+4bh? 2x = 4x? +12xy + 9)2 3y
m—1 4 15m + 5v 10u 5
3 a5 T 3 b) — T = 9 + =
m- om—4 4 —9m- uy u” —25p° i — Sv
8x" —05a Tx+05a—1 { x—1 b) 6m? + 9 m } [
~ — + ) — - - — - -
2x° —ax 2x—a 2x Tm”> —63m 9 —m? Tm
1 I b? X—a X+a (da+ 6)x
+ b) - = ot

Sx+3 S5x—3 ' 2529
2a—3b 2a+ 3b : Sas - 18h>
2a -+ 3b 2a— 3b da*—0ph"

2—b 245 44—

a+b a—»~b . e T
R

3p+4q " 3p—4q 48 pg

a—b a-+b

3p—4qg  3p+4q 9p* — 1647
2(4a—>b) 3(@a+b) 32a*+ 32ab + 2b%

da+b  4da—>b ; 16a*> — b2
5(2x—3y) 4(2x+3y) 4x2 — 25xy
4x—5y  4x+5p  16x>—25)°
—3a+4 2a —1 64 — 64a — 264°
4a—32 6a+48 244> —1536
2(3m + 4n) 2.5m—n Im* —1,5mn — Tn*
6m+9n  10m—15n 4m? — 9n?
a b " 2b 1 b a>—3a’h 4 _“wff +3h3
(a+b¥ (a—b? a>—b* da+b (2 — b*)®
a b 2ab — c(a+ b)
a+b—c a—b+e a* — U’J — {‘)‘2-
6x + 1 " 8x—3 B 20x%2 —4x+9 b) 4—-5y . 449y  12—14oy
4x—6 6x+9 8x* — 18 4+5y 5y—4 3250y
12a+5b  Y9a+4b 2(27a* + 33ab — 45?)
09a+0,6b ' 06a+04b  27a>— 1,2
3a* + 6ab ab S5ab—4b* Sa—14b

154 —20b 3a—4b  6a—8b 30
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3a—b  4da—b>b i(.\‘ + )

34. : — + -+ —
%) 3x—6y —4x+8y 2x>—8)?
3z y+ 2z ¥
) = ) T -‘) i 4 2
6u+12v 4u+8v (2u+ 4v)
Dt —d9 -~ —2ptd 4w —1
35.a) ——— — + —
) 735 —15x° 3x—21 S5x + 35
b) 2a— 3b 6a + 4b " Sa+ 85 8a—b
4a* + 2ab  6ab + 3b* Gab 8a? + 4ab
36 )f.;4+1+a2—|—1 a—+1 b) x? " o . 1
36.a s = _ ~ +
ar—1 '@ —4t a—1 1—x* 14+x* 1+x
37, 2) 3ab a+b :;az —lf.lah — h2

) Fl= = 3 3
9a* — b* 2b — 6a 18a~ — 2b~
b) 3a— 5b 2a+7h Sab— 15h% o 4a? — 2312
6a*—9ab 4dab+ 66> 124> —27ab*>  8a*b — 183

—2x+43 11x% + 51x — 54 11x—12

¢ 38. a)

3x+9 6x% — 54 =9
b) Tx+2y 3x —4y 6x2 — 4y? 6x* + 7y?
6xy —2y* 9x*+3xy 27x3—3xy? 9x?y—y?
2 X3 X 1 24y 2z
Jij' a o == > b P et T Kt 1 * vl _E_ -
) x+1 x*—1 x*—-2x+1 ) 3y—2z 36y —16z* (3y+2z)°
1 2a—b a—3b
40. = &
el 1) 3a—4b i —9a? + 24ab — 16h%2  9a? + 24ab + 16b2
b) 442 2a . 3b 9h2
6ab+9h* 3b 2a 4a* + 6ab
m > m(m? + n?)
41. a) — + - -
K ) 2n  m?* —2mn+n* 2m?*n—4mn* + 2n°
) 4q% + 25b* 2a = 5b
10ab—250* 40> —10ab 5b 2a
X—y 1 X
42. o =
. 3ax —2by+3ay—2bx 3a—2b x*>—)?
ax—a Dax?* +ax
«43. — — —1

Zax+2x—a—1 darr+taxrr=a—il
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2a—3b 3 2b 3a 5a% + 6ab — 19h%
e44. - Sl - ; S =+ T 5
6ab 4a—6b 6a°—9ab 8ab —12b° 24a*b — 36ab
2 3 1
45 - o =
-1 P+x—2 t x2+3x+2
1 1 2
46. — — + — -
x:—6x+9 > 18xt1s 12
3 42 _. . e e 35
«47. Z]\ e ) == \ P D ;\ i _4.-"5__:‘_
2xy x+y x-—y 2(x°y — xp?)
2 2 1 X — 1 x(x—1y
gafgy il ool VT Iniiuso aBiGsing gy riareNm it oL M im0
pP—q pz =P P X P @ e Bt o
5 2 42 —28x—"17
| NE i s A
4x* —4x+1 4x2+4x+1  16x* —8x2 +1
= a+b a—>b 2a—b  4(ab® — b3)
31 =T e e Bl oA A
@ —2ab+ b " A2+ 2ab+ b2 F2—-b  (a®—bYP
X y2 x2+y2  xy(6xy — 5y?)
*52. - T ST R T 2 T
4x* —4xy+y* AxP+4xy+y* 4xP—y (4x* —p?)
- Ta> —4p2 5a* —9ab 2a* — 3ab + 4b?
D o 3 - — - - - e
* @+ 6ab+9b®  a® — 6ab + 9b2 a* — 9b*
e 462ab> — 82a?b?
a* — 18a*h* + 81b*
54 2a —3b 2a+ 3b - 10a® + 10a?b 6b
o34, —— = — -+ - b
@’ +2ab -+ 6 at=2ab+ b  at*—2a7b2 bt ot — B
2x—1 2x+1 4x>+7
.55. __-_,_ S AR __T — + __'r—
4x“+4x+1 4x*—4x+1  16x*—8x*+1
256, — L hy o el 5 a+b 2
a“+3ab+2b*  a*+4ab+3b%2 a® + Sab + 6b*
SRR e Y D
(@a—b)(a—¢c) B—a)b—c) (c—a)(c—0>b)
a b C
) oy e =L
(@a—b)(a—c) GB—a)yb—c) (¢c—a)(c—>b)
a’ b? c*
c) — —t—— + —
(a—b)la—c¢) (Bb—a)(b—¢c) (¢c—a)(c—Db)
d) el b Cofen

(a—b)(a—c) ¥ (b—a)(b—ro) 4 (c' —a)(c— b)




44 2 Rechnen mit Bruchtermen
2.3 Multiplizieren von Bruchtermen

Vom Rechnen mit Zahlen kennen wir die Regel, dass Briiche miteinander
multipliziert werden, indem man Zihler mit Zahler und Nenner mit Nenner

<o e LEgr ol 3-8 24
multipliziert. So i1st z.B. — - — = - =
T 13 =13 5 9
. - = IES 4] (4 dac e s %.
Aus diesem Grund ergeben die Terme — - — und bei jeder Einsetzung
b d bd

denselben Zahlenwert. Also sind sie aquivalent. Damit wissen wir, wie man
Bruchterme miteinander multipliziert:

Satz 44.1: Bruchterme werden miteinander multipliziert, indem man
Zihler mit Zahler und Nenner mit Nenner multipliziert; kurz:

a ¢ ac

B =hdr

Beachte: 1) Produkte sind meist bequemer zu verarbeiten als Summen, des-
halb multiplizieren wir nicht aus, sondern versuchen im Gegen-
teil so weit wie moglich zu faktorisieren, um gegebenenfalls kiir-
zen zu konnen.

Ubrigbleibende Zahlenfaktoren multiplizieren wir aus.
2) Vergiss die Klammern nicht, wenn du einen Bruchstrich machst.

10x% — 60x + 90 _ 4" +4x —8 5

Beispiel: =% T
10(x2 —6x+9) - 4(x%2+x—2) 10-4(x—3*(x+2)(x—1)
= (x2—4)-5(x — 3) T s e
C2:4(x—3)(x—1) 8(x—3)(x—1)
x—2 x—2 g

Nun weillt du, wie du Bruchterme miteinander multiplizieren kannst.
: 1 + x

Was machst du aber mit dem Produkt 12x - e ?

QX 3 X

L

12;
Wir schreiben 12x als Bruchterm . : und wenden Satz 44.1 an:
5 1 4+ x 12x 1+ x 12x(1 + x) 12x(14+x) 2(x+1)
PO Pl —~ = 4 =~ : — =
6x° — 18x 1 6x%2 —18x 1-(6x*—18x) 6x(x—3) x—3

b ab
Es gilt also a—=—
¢ ¢
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2.3 Multiplizieren von Bruchtermen 45
Aufgaben
a a r b Tl Ip 2
18— s g) 2L s ot
b b b a 3g 5q 3g Sp
64k 125 1216 169¢ 133 = 35, 98m?n  65m
2, a) i " — Q) ——t d} = —
251 128k 91a 156d TOye =352 %« 39 147n°
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b8 T 6y s S Ay
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6. a) AT (a° — b*) b) (a*—b?)- £ c) AL (a—5\"
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)H—i—h & %) €) (o &) a—>b ) u—h() %)
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7.a) — : ; b)Y ——— g
3x—y 8z-—-24 S55mn Sm—3n
) 6uv — 14v* 3u*—3 ) 48a*c — 28ab  2lac + 18¢?
C g - S B =
w4+ u Tv? — 3uw ; 28abc + 24bc?  14b% — 24abc
8. a) 3x—1 2x+4 b) .(SH.? — H.]3 j 78m? 4 39..'13

X-—d 1093

36a* — 84ab + 4952

27 (ab)?

1 3mn

X2 (3ab)> " 14a® — 12ab
b) 3(a+ b)? 4x + 2y
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5 —5% A — a2 2012 1 18
0 10. a) - . —
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byt S
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c)
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) " r s\ (s 3s
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e19. a)
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o 1_5\ (?1_ 28_1') b) (IE - 1()512) : (35;’:2 B ’x;’b)
4 o 25 15h 8a ¢
Te+d (’4+ 10d — [3{»‘) b) (a— 3b u+?_{=__)’
4c+3d d4e— 3d 3a—9b 2a—6b
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) 2a 0 350 3a 2b a b ) a b
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23. a) X Sl | 1 1 b) »? i X AR
ST B yEa ety Xy x2—y  x—y X
m 3m+411n \(13m—4n n 3
24. a _ - | —— -
. ) (3” i 6m — 3n N ) ( 2m+4n m 2)
b) 2x+3y  2x—3y\ 9x*—16)?
3x—4y 3x+4y 4x5 — 9y*
1 1 1 2 3 2 3
25.a) (1+ -+ | (1 +z+42z2° b) +—F |l ——
e Xea X xt
x v Doyt N [ 32 2x)
26. s -+ — — — + :
o (3 3x—2y  9x— m-) (3 3x—2y ' 9x— 6y

= Nty . 2 Yz
X 2X 3x i 21
S-S+ —4) (5 + ---H)
| g ¥ ¥ o R X ;

2a*’x  4ay 8by? ) 3b%y  9bx 2?(:_1"2)

+o =y - —
276%y ~ 9bx 3ax?) \8a’x  day  2b)?

i 1 ) ( 4{&? W b. _a+ h)
a i =b:  arbh a—b
a b GrEr e 3 (1 —a)? : s
a—b aEb  a f:ll) (Suz + 1 + BRI -h'“"')

x (2p*+1 y\ [2x—y 6x+y 4y — 8x?
C) T = — - i e . =
y Xy X x—1 ot 3 x“+2x—3

¢ 28. LEONARDO VON PIsA, genannt FiBoNAccl, (um 1170 — nach 1240) schreibit:
Die Zahl a sei in zwei Teile [ = Summanden] b, g geteilt. Man teile @ durch
b, das Ergebnis sei ¢; und man teile « durch g, das Ergebnis sei d. Ich
behaupte, dass das Produkt von d und e gleich der Summe von d und e ist.
Zeige, dass LEONARDO Recht hat.

e27. 3)

b)

=
T I N M e T e e
t =]
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2.4 Dividieren von Bruchtermen

Vom Rechnen mit Zahlen kennen wir die Regel, dass durch einen Bruch divi-
diert wird, indem man mit seinem Kehrwert* multipliziert. So 1st z. B.

3 8 30 438 3137 39
7 83 70§ - TEigE 56
g = A & C ac N i
Aus diesem Grund ergeben die Terme — : — und — bei jeder Einsetzung den-

My 11¢
selben Zahlenwert. Also sind sie dquivalent. Damit wissen wir, wie man durch
einen Bruchterm dividiert:

Satz 48.1: Durch einen Bruchterm wird dividiert, indem man mit sei-

nem Kehrwert multipliziert; kurz:

a ad ¢ ad
—t—=— bzw. G;—= —
b d b d e
Beispiele:
1 42 (x — y)? _ 56(x* — y?) 42(x — y)* - 51(a + b)*

85(a* — b*) = 51(a+b)?

~85(a—b)(a+b)-56(x—p) (x+ )

_ 3 3iy=w)ia+D)
= 5 4(a—b)(x+yp)

9(x—y)(a+ b)
20(@a—b)(x+y)

- 1547 e bt 25a° 4b2  5-4a3b* 20a°b®
2) 25a — = 25a — — — = . - =
4b* 15a* 15q° 3 3
= 20 53p2

Weil jeder Term ¢ als Bruchterm i geschrieben werden kann, ldsst sich Satz

e a :
48.1 auch auf Divisionen vom Typ s anwenden. Es gilt also:
.
| a a
— = —
! b be
63uv 63uv 1 63uv 3

Beispiel: T (42uv?) = =

Mx Duw? 4lx- 42w 8ux

* Statt Kehrwert sagt man auch reziproker Wert, entstanden aus dem lateinischen reciprocus = auf demselben
Weg zuriickkehrend, dessen urspriingliche Bedeutung aber riickwdrts und vorwdrts ist.
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xxZur Geschichte der Divisionsregel

In den alten Schriften ging man beim Dividieren durch einen Bruch anders vor als in
Satz 48.1. Hatte man nidmlich gleichnamige Briiche, z.B. 7: 3. so konnte man die
Nenner wie eine Benennung auffassen und dann die Division wie bei benannten ganzen

Zahlen durchfiihren, also 7 Viertel : 3 Viertel = 7: 3 = 1, d.h., man dividierte diec Zih-
ler durcheinander. Ungleichnamige Briiche machte man erst gleichnamig. So findet

man in Aufgabe 36 des Papyrus Rhind 1:(3+1+1) =35:426 = 30:106. Ebenso

rechneten die Griechen, die Chinesen, die Araber und daher lange Zeit auch das

a ¢ adibe ad . - . )
== in vielen Biichern ohne weitere Er-

b d bd bd be

klirung das Dividieren als Uber-Kreuz-Multiplizieren an Hand der Figur $><<3 1¢

einfiihrte.

Unsere Regel vom Umkehren des Divisorbruchs lehrte in Indien SCHRIDHARA (um

900). Im Abendland scheint sie 1544 Michael STireL (1487 (7)—1567) in seiner Arithme-

tica integra erfunden zu haben; denn 1553 nennt er sie stolz »meyn Regel vom diuidiren

Der briich«. Abbildung 49.1 gibt sie wieder.

Abendland. wo man wegen

P De Diuifione Minutiarum.

Ego Diuifionis regulam reduco ad regulam Multiplicatios
nis Minutiarum , hoc modo ; Diuiforis terminos commuto ,
id eft, numeratorem pono fub uirgula , & denominatorem fu-
pravisgulam poso . Hoc facto , nihil aliud reftat, nifi ut opere
ris fuxtd regulam Maltiplicationis fuperius datam,

Vtuolo dividere £ per . Sic ftabit exemplum ad regufam,
£ 2.facit} quotientem.

Sic fiuelim diuidere 3 per %. Sic ftabit exemplum 3%,
facitcy hunc quotientem %, feu 1 +, Etfic dealijs.
| Et ego noui quim commode fiat hac regula Diuifionis redu
L Rio,& quim fape memoriam leuet,prafertim in operationibus

exemplorum fecundum Algebram fiendorum,

Abb.49.1 Die Divisionsregel fiir Briiche aus Michael STIFELS Arithmetica integra
(folium 6r) von 1544 — Ubersetzung im Losungsheft.

Aufgaben

X X y 3y

i . - P ’1 . -'} i »

l.d]_j..\ h)ﬁ._ﬁ 1:]1_.3 d) _]_L,14

a a a b - o0 , 9% 3)

EAlss b) 5% %13 e
2 4 16u” e

3.a) — :(6a) b) 8xy: c) = :(12w) d) 21ab“:

a X Op 3b
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dx 5y 18m Tm 108 135p 72ab* 16a*b
gy " b) S i —mEHEL A ae 4
5y dx 35n 9n 25pg ¢ 27¢ 45¢
5. 2) 147 (uv*w)?* 1961w b) it 1211151;)3 27m*x?
5.2 : =] i = 5
4 1024ab® 640 (ab)? (\55_\'.1':‘ ) 242ny°z
5R2a—»5) 4a—2b Sm m?
6./8) 9 - 15 b) 3n—95 5—3n
rs st 8x—28y 21y —6x
7.8 : b ==
2) 24r — 325 + 20t 307 — 40s 4 25¢ ) dyz—3y 20z—12
23 - ) +':\h (\.—( 9 -
8. a) (a®—9p?): 47> b) 2 : (3x2 — 3p?)
a—3b DX 9p
9. a) 2m?* + 20m + 50) : e b) s e e sy
154 3m 3x+15
254> — 20ab + 46* 5a—2b Su—20v 4u*— 2512
10. a) , —— e b) T—
4c¢” + 56¢c+ 196 3¢+ 21 94+3w w* 4+6w+9
Op* — 364> 2p—4q 185 — 2 2
11. : L — b ; : ;
2 J—r re—9 ) 81s*+18s+1 1 — 8152
X — o 12 x—1)*%4+4x 3x*>+6x+3
o12. 2) = e A el
1 —y 1 —y X+ 4y° dxy — (x4 2yp)*
(i e el A= 1 1 1
13. : ( : ) : b : ( : : g
2) 7 T ) AR - I e b _\C d
Y W w v w) SRS
14. a) : ] : b) —: ( E ) c) — )
v w) x vo\w x i o)
" i D LS (e = T R
15. a) ( :1"‘).‘ - b) :( = 1) e
) Ji3 zZoNEt z
x*—9 [ ypz (2m4+1)* 3n4+6\ 4m?—1
e 16. a) :(::_'_ﬂ) b ( ﬁ) j) =
6y D 0 dm—2/) 4—n
51(x% —3?) £ 54(a> — b%) ,,
17. a) =2 [68(x — y)*] St ok - [81 (ab + b?)]
Txy 13a
Sab(x —y) 10ax(x —y) 38a(a—b) 57b(a® — b?)
c 5 d) i

6xy(x+y) ~ 3bp(x+ ) 51b(x —y) " 68a(x2 — y2)
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Tab  4bc? 5m*  Tmn\ m*n?
18. a) ( + ) : (14abc) b) — :
\2E a 2n 12 4

(- -3x%y?  12(xp)?  9x3p) 20t
\ 4z ) 20z*

e19. ':1)

b) (1 —p p—1 ) ( I 6p°
) - : > -
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c) 0
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20. a — + = ali=—=
10¢* ( 3c 3 40pq \7p qu)
21. a) u* — 2u + (’2;;—3 3 —3u G 1 —u:")
.4 . : = :
’ 4u” — 36 =3 u+3 ut=9,

26a°h? 7 HE."H"'J‘E\) _ "3a’h3 Su“‘hl)
(8:'3”‘1 2ed>

5

) (i =4 2 21 ( 1 3 T
C =) - - - x <
(i +x2 " 1—x? 1 —x* J l4+x 14 x°
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gy S ._‘)
022, 2) (.\ _~-4)'("+,1-) b) (_\ ‘1‘4).(\_\ -

a* = b @k a el £ 1 T e & T
$23 4 ( el :( = b(,— o J( +-]
) be a2 .:r’) Beind, ) G R S AR
fa+h a—b (a+b) a— b)) : ;
$24. a) - e i J ):(u— — bh?)
e h a b b
—2r—5t 2r+5t 4rr—25¢% - .
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c) ( i LS i L ——— —2x—3) )'H.\" — 9y%)
2x 3y 6xy




52 2 Rechnen mit Bruchtermen
2.5 Doppelbriiche

Ein Bruchterm, in dessen Zihler oder Nenner wieder Bruchterme auftreten,

X a
= L
heifit Doppelbruch. So sind —~— und Beispiele fiir Doppelbriiche.
LX o
=
3y b

Damit klar erkennbar ist, was Zihler und was Nenner ist, muss der Haupt-
bruchstrich deutlich linger sein als die Nebenbruchstriche.

3x

2y

) 2 3x
So 1st z. B. —— etwas anderes als !
D 2y

5
LX
Zur Umformung eines Doppelbruchs konnte man den Hauptbruchstrich

durch den Divisions-Doppelpunkt ersetzen und Satz 48.1 anwenden. Besser

ist es aber, den Doppelbruch so zu erweitern, dass er zu einem einfachen Bruch
wird. Wir fiihren es zunéchst an einem Zahlenbeispiel vor:

3
1 +
T erweitern wir mit dem Hauptnenner 12 der Nebenbriiche:
2 3

i LY
X ¥ % ¥
- — =) xy o
¥y X b X5 =y (x=—»x+y) x—y
T ) T X2+ 42xy (x4 y)? T
gy ( i -;-2)\'1' ' : : :
! X \1' X J

Merke dir die
| .

Regel: Doppelbriiche werden vereinfacht, indem man sie mit dem
Hauptnenner der Briiche im Zihler und Nenner erweitert.
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36ab
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a+1 a
7. a) : E

a—1 a -+
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x+1 x
x—1 %
b
) x+1 X
+
x—1 X

2a—3b
2a + 3b
2a+ 3b

2a—3b

: 2a+3b
" oa—3b

2a— 3b
B 2a+ 3b

8. Kettenbriiche in ihrer einfachsten Form verwendet Raffaele BOMBELLI
(1526 Bologna—1572ebd.) in seiner L 'Algebra (1557/60 niedergeschrieben,
1572 erschienen). Pietro Antonio CATALDI (1552 Bologna—1626 ebd.) bil-
detim Trattato del modo brevissimo di trovare la radice quadra delli numeri
(1597 verfasst, 1613 erschienen) sogar unendliche Kettenbriiche.
Verwandle die folgenden Kettenbruchterme in die tibliche Bruchform, d. h.
in Bruchterme, bei denen weder im Zihler noch im Nenner Bruchstriche

vorkommen.

1

a

) | I
1+ x
1

d) 1

Xt

x+1
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