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116 5 Funktionen und ihre graphischen Darstellungen

5.5 Die indirekte Proportionalitit

Neben direkt proportionalen Gréfienpaaren hast du auch schon solche ken-
nen gelernt, die man indirekt proportional nennt.

Beispiel:
Inge hat den Wasserhahn so weit aufgedreht, dass pro Minute 15 Liter
Wasser in die Wanne flieBen. Es dauert 10 Minuten, bis die gewiinschte
Wassermenge eingelaufen ist. Wie lange hétte es gedauert, wenn sie den
Hahn nur so weit gedffnet hétte, dass in einer Minute 12 (10, 8, 5, ...)
Liter zugeflossen waren?
Da die benotigte Wassermenge 10 - 151 = 150 1 betrdgt, muss man jeweils
1501 durch die pro Minute einflieBende Wassermenge teilen, um zu er-
fahren, wie viel Minuten der Hahn geoffnet bleiben muss. Man erhalt
folgende Tabelle:
Zufluss pro Min. inl | 15 | 12 |‘ 10 | 8 5
Offnungszeit in Min. | 10 | 124 | 15 | 182 k 30
Bezeichnet man allgemein die pro Minute zuflieBende Wassermenge mit
x 1 und die fiir 150 1 benotigte Zeit mit y Minuten, so gilt y = 150 : x.
Damit ist jedem x e @7 eindeutig ein y-Wert zugeordnet, man hat also
folgende Funktion:

fixt=y mit y=150:x, xe@Q".

Diese Funktion hat die besondere Eigenschaft, dass das Produkt einan-
der entsprechender x- und y-Werte konstant ist: es gilt ja x - y = 150.

[

X
schreiben. Das bedeutet aber, dass zwischen y und dem Kehrwert von x
eine direkte Proportionalitdt besteht. Man sagt dazu kiirzer: x und y sind
zueinander indirekt proportional. Auch die Sprechweise umgekehrt pro-
portional wird oft verwendet.

Die Gleichung y = 150: x kann man auch in der Form y = 135(

Definition 116.1: Eine Funktion, deren Zuordnungsvorschrift durch ei-

el : @ :
ne Gleichung der Form y = — mit a # 0 beschrieben werden kann,
X

heil3t indirekte Proportionalitiit.
Die Konstante ¢ heil3t Proportionalititsfaktor.

Am Funktionsterm erkennt man, dass die Zahl 0 nicht zur Definitionsmenge
einer indirekten Proportionalitit gehoéren kann. Wegen a # 0 gilt stets auch
ya 0.

Fir zweir Wertepaare (x,|),) und (x,|y,) einer indirekten Proportionalitit
folgt aus der Funktionsgleichung
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xipp=a und x,y,=wa, also Xy = x,¥,
| 58 | A0 45 ) 1.¥1 22

und daraus durch Division mit x, y,

.
NiVs=Xx5:X; oder — ==

Damit gilt:

Satz 117.1: Bei einer indirekten Proportionalitit verhalten sich die
y-Werte umgekehrt wie die zugehorigen x-Werte. Das Produkt
x - y ist konstant, und zwar gleich dem Proportionalititsfaktor. J

Um den Graphen einer indirekten Proportionalitit zu untersuchen, betrach-
ten wir zunachst das

Beispiel: f: x+—»y mit y= = xeQ\{0}
Wertetabelle:
X —4 3 2 —1 -1 1 +412 34
) i 5 —3 1 -2 —4 P G

Die zu diesen Tabellenwerten gehorenden Punkte sind in Abbildung
117.1 eingezeichnet. Naturlich liegen dazwischen jeweils noch unendlich
viele weitere Punkte. Alle Punkte des Graphen sind offensichtlich auf
einer gekriimmten Linie angeordnet. Abbildung 117.2 zeigt einen ver-
groBerten Ausschnitt mit den Punkten zu den x-Werten 0,5: 0.,6; .. .; 2.0.
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- 1 Abb. 117.2 AusschnittsvereroBerung
Abb. 117.1 Graph von y = Abb. 117.2  Ausschnittsvergrofierung

X von Abbildung 117.1
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Der Graph einer indirekten Proportionalitit mit der Gleichung y = f:_
unterscheidet sich von dem in Abbildung 117.1 gezeigten nur darin, dass die
y-Koordinaten mit dem Faktor ¢ multipliziert sind. Fiir a > 0 liegen die bei-
den Kurventeile wieder im 1. und 3., fiir @ < 0 1im 2. und 4. Quadranten. Jeden
dieser Graphen bezeichnet man als (gleichseitige) Hyperbel*, die beiden Teile,
in welche er wegen der Definitionsliicke 0 zerfillt, als Aste der Hyperbel.

Der Graph einer indirekten Proportionalitit ist stets punktsymmetrisch zu

a . ; :
0(0]0). Aus y = — folgt ndmlich —y = ©_ Daher ist mit P(x|y) auch
X —X

P’(— x| —y) ein Punkt des Graphen. Solche Punkte P und P’ liegen aber sym-
metrisch zu O (0]|0) (vel. Aufgabe 119/6). Bei der Spiegelung an O (0]0) werden
die beiden Hyperbeliste aufeinander abgebildet.

Aufgaben

1. Gehort die folgende Wertetabelle zu einer indirekten Proportionalitat?
Gib, falls dies zutrifft, den Proportionalitdtsfaktor und die Funktionsglei-
chung an.

x| 3 |=6]2 |-9|-1]|-18

d)_r =6 5.0 | =2 ]

pEl 3| 3 |05 |-2|-8]-15
yill =2 =5k |iens st st iz

C),\-'; 4 | 24 | e =
v | 036 06 | 1,08] 8,64 —4,8]—1,62

. Ubertrage die folgenden Tabellen in dein Heft und erginze sie zu Werteta-
bellen von umgekehrten Proportionalitdten. Gib jeweils auch die Funk-
tionsgleichung an.

3]

= — ___‘
y | s 6
o 0,25 | 12| |27
yi | =3 2 | =] 450
solell e R ]
Yo | = | 1,44 ‘ 53 | 2.4

(%]

. Zeichne den Graphen der durch die folgende Gleichung gegebenen Funk-
tion f: x — y.
2 1 6 —2,5%

a) y b) y = . = LSRE=R) - d) s 0,1x

* Prepfosn (hyperbolé) = Uberschuss. Der Name stammt von APOLLONIOS von Perge (etwa 262 bis 190
Vi Ehi)l
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Gib die Gleichung der indirekten Proportionalitit an, deren Graph den
Punkt P enthalt und zeichne den Graphen.

a) P213) b)) P(2|—3) ¢) P(=5/0,2) d) P(—4|—1)

.a) Trage in ein Koordinatensystem einen Punkt P (a|b) mit @ > 0 und

dazu den Punkt P’ (— a| — b) ein. Beweise, dass der Ursprung O (0]0)
der Mittelpunkt der Strecke [PP'] 1st.
(Verwende, falls b = 0, z. B. die Dreiecke OPP, und OP'P; mit P, (a|0),
P,(—a|0).)

b) Begriinde nun, dass der Graph einer indirekten Proportionalitit
punktsymmetrisch beziiglich O (0]0) 1st.

¢) Istauch der Graph einer direkten Proportionalitdat punktsymmetrisch
zu O(0]0)?

2

. Zeichne den Graphen der Funktion f: x — — und spiegle ihn
x

a) an der x-Achse, b) an der y-Achse.
Zu welcher Funktion gehort jeweils der gespiegelte Graph?

a) Trage einen Punkt P (u|v) mit u > v > 0 sowie den Punkt P’ (v|u) in ein
Koordinatensystem ein. Beweise, dass P und P’ symmetrisch zur Win-
kelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten liegen.

(Beniitze z. B. die Dreiecke OP,P und OPy P’ mit P, («|0) und Pg (0] ).)

b) Begriinde: Der Graph einer indirekten Proportionalitdt ist symme-
trisch zur Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten.

¢) Auch die Winkelhalbierende des 2. und 4. Quadranten ist Symmetrie-
achse des Graphen einer umgekehrten Proportionalitit. Begriindung!

. a) Der Graph einer indirekten Proportionalitdt hat die besondere Eigen-

schaft, dass sich jeder seiner Aste sowohl an die x-Achse als auch an
die y-Achse anschmiegt.

T 1 2
Erklire diese Ausdrucksweise am Beispiel y = — (Abbildung 117.1).
X 5
b) Wie grof3 muss bei einem Punkt des Graphen zu y = —, x > 0,
X
1) die Abszisse sein, damit sein Abstand von der x-Achse
2) die Ordinate sein, damit sein Abstand von der y-Achse

kleiner als 0,01 wird?

. Bei fiinf Rechtecken. die alle den Flicheninhalt 4 = 12 cm? haben, sind
Bei fliinf Rechteck | [le den Fldcheninhalt 4 = 12 cm

die Grundlinien 3 cm, 4cm, 6 cm, 8 cm und 10 cm lang. Berechne die
Hohen dieser Rechtecke. Welche Proportionalitit besteht zwischen
Grundlinie und Hohe? Gib die Gleichung und die Definitionsmenge der
Funktion an.
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10. Ein glithender Eisenquader von 2 dm? Querschnitt und 1 m Linge wird in

11.

einem Walzwerk verformt.

a) Nach mehreren Bearbeitungsschritten ist ein Quader von 2,5 m Léinge
entstanden. Wie grof} ist sein Querschnitt?

b) Als Endform soll eine Stange von 25 cm® Querschnitt hergestellt wer-
den. Welche Linge erhilt sie?

Ein Verkehrsflugzeug benétigt fiir eine bestimmte Flugstrecke 15 h. Fiir
ein Sportflugzeug, dessen Geschwindigkeit um 150 km/h kleiner ist, ver-
lingert sich die Flugzeit fiir dieselbe Strecke um 20 Minuten.

Wie lang ist die Flugstrecke? Mit welchen Geschwindigkeiten fliegen die
Flugzeuge?

12. Das Problem des Pfennigbrotes aus dem Algorismus Ratisbonensis (vor

1450): Wenn ein Scheffel Weizen 14 Groschen kostet, dann wird ein Brot,

das fiir 1 Pf verkauft wird, 9 Lot schwer gebacken. Wenn der Scheffel aber

teurer wird, namlich wenn er 30 Groschen kostet., wie schwer, so wird
gefragt, muss dann das 1-Pf-Brot gebacken werden?*

* Mit diesem Trick des konstanten Brotpreises kommt dem Kiufer die Verteuerung weniger zum Bewusstsein

Eine gesetzliche Regulierung dafur erscheint bereits um 794 in einer karolingischen Anordnung. — Sche
ist ein altes deutsches Hohlmal fiir Trockengiiter, das in Oldenburg 22.8 | und in Bayern 2221 betrug. Das

Lot schwankte zwischen 15,6 g und 16,6 g.
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