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Der alteste bekannte Versuch, die zeitliche Verdnderung von Werten
graphisch darzustellen

Vermutlich handelt es sich um eine Darstellung der Bewegung der 5 damals bekannten
Planeten (Venus, Merkur, Saturn, Mars und Jupiter), der Sonne und des Mondes
beziiglich der Ekliptik, d.h. des Kreises, in dem die Erdbahnebene die Himmelskugel
schneidet*. Nach rechts ist die Zeit abgetragen, wobei fiir jeden Himmelskorper die
Zeiteinteilung eine andere ist. Die Hochwerte stellen die sog. ekliptikale Breite dar; die
mittlere waagrechte Linie ist die Ekliptik selbst. Die Darstellung stammt aus dem 10.
oder 11.Jh.: sie ist enthalten im De cursu per zodiacum — »Uber den Lauf durch den
Tierkreis«. Das Gitternetz misst im Original 15,3 cm x 8,9 cm. Cod. lat. mon. 14436

ruhrt davon her, dass sich auf diesem Kreis die Eklipsen, d. h. die Sonnen- und Mondfinsternisse

* Der Name

ereignen. — excanpig (ekleipsis) = Ausbleiben, Verschwinden




6 Lineare Gleichungssysteme

6.1 Gleichungen mit mehreren Unbekannten

Bisher ging es beim Losen von Gleichungen fast immer darum, den Wert einer
einzigen zunichst unbekannten Zahl zu bestimmen. Es gibt aber auch viele
Aufgaben, bei denen nach zwei oder mehr Zahlen gefragt wird.

Beispiel 1:

Gesucht sind zwei Zahlen mit der Summe 100.

Es wird dir leicht gelingen, solche Zahlen zu finden, zum Beispiel 50 und
50, aber auch 0 und 100, 1 und 99, 4% und 95%, — 200 und 300 usw. Es gibt
offensichtlich unendlich viele solche Zahlenpaare. Man kann eine der
beiden Zahlen vollig willkiirlich wihlen; die andere liegt dann fest. Be-
zeichnet man die eine Zahl mit x, die andere mit y, so muss folgende
Gleichung gelten:

x4+ y = 100.

Bei Beispiel 1 handelt es sich um eine Gleichung mit zwei Unbekannten. Eben-
so kann man natiirlich auch Gleichungen aufstellen, die noch mehr Unbe-
kannte enthalten.

Beispiele:
2) 5x — 7y +3z—6 =0 (Gleichung mit den drei Unbekannten x, y, z)
3) w+2x+3y+z=7 (Gleichung mit den vier Unbekannten
W, X, ¥, Z)

2

4) x> 49y*4-22=0 (Gleichung mit den drei Unbekannten x, y, z)

In allen derartigen Féllen spricht man von Gleichungen mit mehreren Unbe-
kannten.

Eine Losung einer Gleichung mit mehreren Unbekannten kann natiirlich
nicht aus einer einzigen Zahl bestehen. Man muss vielmehr jede der auftreten-
den Unbekannten so durch eine Zahl ersetzen, dass die Gleichung erfiillt ist.
L.osungen einer Gleichung mit zwei Unbekannten sind also Zahlenpaare,
solche einer Gleichung mit drei Unbekannten Zahlentripel usw.

So sind die Zahlenpaare (50|50), (01100), (1]99) usw. Losungen der Glei-
chung von Beispiel 1.

Die Zahlentripel (0]0]2), (2|1]1) und (1| —1| —2) sind Losungen der Glei-
chung von Beispiel 2. Prufe dies nach und suche noch weitere Losungen.
Bei einer Losung kommt es wesentlich auf die Rethenfolge der einzelnen Zah-
len an. Zum Beispiel ist (2|1]1) eine Losung von Beispiel 2, wiahrend (1]2]1)
keine Losung darstellt. Denn die Reihenfolge der Zahlen muss genau der (in
diesem Fall alphabetischen) Reihenfolge der Unbekannten entsprechen, fiir
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die sie einzusetzen sind. Man spricht daher von geordneten Paaren, geordne-

ten Tripeln usw., allgemein bei n Unbekannten von geordneten n-Tupeln von

Zahlen* Da in der Mathematik die Begriffe Paar, Tripel, ..., n-Tupel nur fiir

geordnete Mengen verwendet werden, verzichten wir in Zukunft auf den Zu-

satz »geordnet«.

Definition 123.1: Unter einer Losung einer Gleichung mit n Unbekann-

ten versteht man ein n-Tupel von Zahlen, das die Gleichung erfullt,
d.h., sie beim Einsetzen zu einer wahren Aussage macht.

=x Fur Geschichte

Wie du weil}t, ist Algebra vor mehr als 4000 Jahren in Babylon und fast gleichzeitig in
Agypten aus Problemen des Alltags. den sog. Textaufgaben, entstanden. Da nimmt es
nicht wunder, dass sich darunter auch Aufgaben finden, zu deren Lésung man mehrerer
Unbekannter bedarf. Die Babylonier fithrten daher zur ersten Unbekannten "FF(T
(usch) = Ldnge noch ein zweite ein, und zwar, was nicht iiberrascht, “"Wt (sag)

= Breite (Aufgabe 145/19). Erstaunlicherweise sind uns von den Agyptern nur wenige
Aufgaben mit 2 Unbekannten iiberliefert, die iberdies von so einfacher Natur sind,
dass man die zweite gesuchte GroBe sofort durch die erste ausdriicken konnte (Aufgabe
131/7), so wie du es auch in der 7. Klasse gemacht hast. Auch die Griechen umgehen
fast immer das Rechnen mit mehreren Unbekannten. Zwar spricht DIOPHANT (um 250
n.Chr.)in seinen Aufgaben von der ersten (6 o*), der zweiten (0 °°), der dritten (6 y°°)
usw. — gemeint war immer »Zahl« —, aber er driickt sie alle, oft recht raffiniert, durch
seine Unbekannte ¢’ aus, sodass er doch wieder nur mit einer Gleichung mit einer
Unbekannten rechnen muss. Die Idee, fiir weitere unbekannte Gréfien eigene Namen
und Zeichen einzufithren, hatten 25 Jahrtausende nach den Babyloniern erst wieder die
Inder: Sie gaben ihnen die Namen von Farben. Als Zeichen verwendeten sie die An-
fangssilbe. So findet man bei BRAHMAGUPTA (598— nach 665) neben seinem T = ya
(fir die 1. Unbekannte) @&l = ka (von kalika = schwarz), St = ni (von nilaka
= blau), ot = pi(von pitaka = gelb) und o = lo (von lohitaka = rot) usw. Das war
recht bequem! Umso mehr erstaunt es uns, dass die Araber als gelehrige Schiiler der
Inder sich fast gar nicht mit Gleichungen mit mehreren Unbekannten beschéftigten.
Und da wir Européer die Schiiler der Araber sind, hat es lange gedauert, bis wir aus
eigenen Stiicken mit mehreren Unbekannten umzugehen lernten. LEONARDO VON PIsA,
gen. FiBonacc (um 1170 — nach1240), benennt sie mit causa = Sache und res = Ding.
Eine grundlegend neue Idee hatte Michael STIFEL (1487 (7)—1567), als er 1544 in seiner
Arithmetica integra zur Unbekannten 1{3;10ch 1A, 1B, 1C als weitere Unbekannte
einfithrt und mit thnen sogar rechnet: 34 in 98, fiunt 27AB,d.h., 3A - 9B = 27AB. Das
bringt den franzésischen Monch Johannes BUTEO (1492 Charpey — 1564/72 Romans-

* Diesen Wortbildungen liegen die lateinischen Verhdltniszahlen zugrunde. Simplus, duplus, triplus, quadru-
plus, quintuplus, sextuplus, septuplus und gctuplus ... (einmal so groB, zweimal so groB, dreimal so grof3, ...)
lieBen im Deutschen das wenig gebrauchte Dupel fiir ein Paar und die Woérter Tripe!, Quadrupel, Quintupel,
Sextupel usw. entstehen, denen man dann verallgemeinernd das n-Tipel anschloss.
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sur-Isére) dazu, gleich mit A, B und C zu rechnen (Aufgabe 149/20). Simon STEVIN
(1548—1620) greift gewissermallen wieder Di1oPHANT auf, wenn er 1585 in seiner
L'arithmétique die Unbekannten der Reihe nach mit @, sec @, ter @, quart © bezeich-
net. 1591 erzielt jedoch Frangois VIETE (1540-1603) mit seiner In artem analyticem
Isagoge den Durchbruch: Sowohl fiir bekannte wie auch fiir unbekannie Grollen wer-

den Buchstaben verwendet, und es wird mit ihnen gerechnet! Sein an sich verniinftiger
Vorschlag, fiir die Unbekannten die Vokale A, E, I, O, U und Y, fir die Bekannten die
Konsonanten zu verwenden, wird durch die bequemere Schreibweise abgeldst, die
1637 René DESCARTES (1596—-1650) in seiner La Géométrie ohne weitere Begriindung
einfiihrte, ndmlich, bekannte Groflen mit a, b, ¢ ..., unbekannte mit x, y, z zu bezeich-
nen, wobei er anfinglich noch zur logischen Reihenfolge z, y. x neigte.

Aufgaben

. Welche der folgenden Zahlenpaare sind Losungen der Gleichung
2x=3y+1=07
(010). (2] =5),

3|4), (0]3), (—310),
2. Fiille in den Klammern die leeren Stellen so aus, dass die entstehenden
Zahlenpaare Losungen der Gleichung y = 3x + 5 sind.
(B T L) el Vo 6 G ) Al e S o 8 0 G e

213), (310).

3. Welche der folgenden Zahlentripel sind Losungen der Gleichung
Sx—2y=2z447
(010]10), (4]13]|5), (4]|513), (S5|4]3), (—2|5|—12),
(—=2]—12]5), (2]12]|5), (2|12|—-9).

4. Fiille die leeren Stellen so aus, dass die entstehenden Zahlentripel Losun-
gen der Gleichung 7x — 6y — z = 0 sind.

| I(l].? (Of1] ), |I|i. (_}|—1|—13)~ (5]—2,5] ),

Gl 1-%, Gl-3 J. ( 151-9)-

5. Bestimme fur die Gleichung w + 2x — 9y + 3z = 6 eine Losung,

a) in der keine Null vorkommt, b) die nur ganze Zahlen enthilt,
¢) die nur natiirliche Zahlen, d) die nur negative Zahlen enthilt.
6. Wie lauten sdmtliche aus nichtnegativen ganzen Zahlen bestehenden Lo-
sungen der Gleichung x + y+ z =17
7. Bestimme diejenige Losung der- Gleichung 4x — 11y — 3z = 20, die aus

drei gleichen Zahlen besteht.

8. Bestimme sdmtliche Losungen der folgenden Gleichungen:

'J -
a) (x—1)Y+3>=0 b) (x—3)*+(y+1)*+(z—-0,5°=0
¢9. Untersuche die Losbarkeit der f‘oigcmlcn Gleichungen, wobei als Grund-
menge zuerst die Menge der ganzen, dann die Menge der rationalen Zah-
len gewahlt :sci.

— 1
I A . 2 — 2xv 4+ 4y x ! e it
Ay 3x=1T 1) 5 ¢) x*+1=0 d) 2x+4y=1 e) Tx—11)

I3
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6.2 Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit mehreren
Unbekannten

In den Gleichungen der Beispiele 1, 2 und 3 des vorausgehenden Abschnitts
kommen die Unbekannten jeweils nur in der ersten Potenz vor. Solche Glei-
chungen bezeichnet man bekanntlich als linear. Allgemein hat also eine lineare
Gleichung mit zwei Unbekannten die Gestalt ax + by = ¢, mit drei Unbe-
kannten die Gestalt ax + by + ¢z = d, usw. Man nennt a, b, cbzw. a. b, c, d die
Koeffizienten der Gleichung.

Eine Gleichung stellt die Aufgabe, ihre simtlichen Losungen zu bestimmen.
Diese bilden die Losungsmenge L.

Beispiele:
Ix -5y =1 L = {(x|y)|3x—5y=1}
Sx—Ty+4+3z—6=0 L={(x|y2)|5x—Ty+3z—6=0}

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung tiberblickt man am besten, wenn
man die Gleichung nach einer der Unbekannten auflost. Dazu benotigt man
nur die Addition eines Terms und die Multiplikation mit einer von 0 verschie-
denen Zahl. Bei diesen Schritten handelt es sich, wie wir schon wissen, um
Aquivalenzumformungen, bei denen sich also die Losungsmenge der Glei-
chung nicht dndert.

Beispiel:
Sx—3y+2z=17 [|—5x+ 3y
2z=—5x+3y+7 |3
X+3y+73

N

L

|
b3un

Aus der letzten Gleichung erkennt man, dass man fiir x und y beliebige
Zahlen wahlen darf; der dazugehorige Wert fiir z ist dann durch die Glei-
chung eindeutig bestimmt. So ergibt sich etwa

fiir x =2 und y = 4 der Wert z = 3, also die Losung (2|4|2),

fiir x = —1 und y = 10 der Wert z = 21, also die Losung (—1|10]|21),
- 3 =)

fiir x = 0 und y = £ der Wert z = 42, also die Losung (0|1|12), usw.

Man kann die Losungsmenge dieser Gleichung also auch so schreiben:
L={(x|y|2)|xcQAyeQnrz=—3x+3y+73}

In ganz entsprechender Weise lisst sich die Losungsmenge jeder linearen Glei-
chung schreiben.

Bei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten kann man die Lésungsmen-
ge in einfacher Weise geometrisch veranschaulichen. Man deutet jede Losung
(x| y) als Punkt (x| y) in einem kartesischen Koordinatensystem. Die so er-
haltene Punktmenge ist der Graph der durch die Gleichung ax + by = ¢ be-
schriebenen Relation. Falls der Koeffizient b von null verschieden ist, kann
man die Gleichung nach y auflosen und die Losungsmenge in der Form
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2. a ¢
L= {(.‘\‘|_I'} xeQay=— 7 ¥ = ; darstellen. Daraus erkennt man, dass L
? ?

i 5 3 . (4 C .
aus allen Wertepaaren der linearen Funktion f: x+— — H—.r + » besteht, die
} )

sich als Punkte einer Geraden graphisch darstellen lassen.
Im Falle » = 0 A a # 0 kann man die Gleichung nach x auflosen und erhalt

0 ¢ o e : : _
X = —y+ —,also x = —. Die ausfiihrlichere Schreibweise zeigt, dass man flr
a a a

y jede beliebige Zahl wihlen kann; der davon unabhéngige x-Wert liegt ein-
deutig fest. Es gilt also L = {(x]|y) | x = 3 A ye }. Man erkennt leicht, dass
die entsprechenden Punkte auf einer Parallelen zur y-Achse, also wieder auf
einer Geraden liegen.

Der Vollstindigkeit halber wollen wir noch den praktisch unbedeutenden Fall
a = b =0, also die Gleichung 0 - x + 0 - y = ¢ betrachten. Die linke Seite ist
flir beliebige Werte von x und y stets null. Falls ¢ + 0 gilt, liegt also immer eine
falsche Aussage vor. Ist jedoch ¢ = 0, so ist jedes Paar (x|y) eine Lésung.
Der Losungsbaum von Abbildung 126.1 veranschaulicht diese Fallunter-
scheidung.

L={x|»]|xeQayeQ}
Abb. 126.1 Lésungsbaum zu ax + by = ¢

Wir halten fest:

Satz 126.1: Eine lineare Gleichung ax + by = ¢ mit (a|b) % (0]0) be-
schreibt eine Relation, deren Graph aus Punkten einer Geraden
besteht.

Dieser Satz bedeutet, dass zu jeder Gleichung ax + by = ¢, bei der mindes-
tens einer der Koeffizienten bei x und y von 0 verschieden ist, im Koordi-
natensystem eine Gerade g gehort. Man sagt auch, die Gerade g habe die
Gleichung ax + by = ¢. Abbildung 127.1 zeigt die Losungsmenge der Glei-
chung 2x — 3y + 4 = 0, also die Gerade mit dieser Gleichung. Um sie zu
zeichnen, geniigt es, zwei Losungen zu berechnen und die entsprechenden
Punkte in das Koordinatensystem einzutragen. Zweckmabigerweise bestimmt
man zur Kontrolle noch einen dritten Punkt.
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Abb. 127.1 Veranschaulichung der Losungsmenge der Gleichung 2x —3y+4 =10

Aufgaben

Veranschauliche die Losungsmengen folgender Gleichungen in einem kar-
tesischen Koordinatensystem:

a) x+2y—3=0 b) Sx—3y=0 ¢) x—S5y—:
d) 10x+3y =20 e) 1,2x+05y=07 ) 3x+12-y=—6

Unter den Losungen einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten
kommen im Allgemeinen solche von der Form (s]0) bzw. (0| ) vor. Welche
besondere Lage im Koordinatensystem haben die zugehorigen Punkte?

Was kann man uber die Koeffizienten der Gleichung ax + by + ¢ = 0 aus-
sagen, wenn thre Losungsmenge das Paar (0|0) enthdlt?
Veranschauliche die Losungsmenge der Gleichung x + y = 1. Gibt es Lo-
sungen dieser Gleichung mit der Eigenschaft

a) x>0Ay>0 b) x<0Aypy<0

ey x=1ap=1 d) |xi=1E Ay =1

Es besteht ein begrifflicher Unterschied zwischen der Gleichung x = 1
(Gleichung mit einer Unbekannten) und der Gleichung x+0-y=1
(Gleichung mit zwei Unbekannten). Wie zeigt sich dieser Unterschied in
den Losungsmengen? Veranschauliche die Losungsmengen der Gleichun-
genx+0-y=1und 0-x+ y = 2.

Zeige, dass die folgende Gleichung zu einer linearen Gleichung dquivalent
ist, und stelle die Losungsmenge graphisch dar.

a) (x+ D2+ (y—5*=05-—y)?

b) x+2)2+(y—=32=E*+2)+(*+3)

Beschreibe die Losungsmengen moglichst tibersichtlich:

a) x+y+z=0 b) x+3y—T7z=28 ¢) 2x+y=3;
d) 2(x—=3)+4(x+y)=72x—y) e) (x—5%+(y—2
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Fur wie viele Unbekannte muss man bei den folgenden Gleichungen Zah-
len vorschreiben, damit eine Losung eindeutig bestimmt ist?

a) 4x—27y+13z=0 b) 11w —3x—-01y—12z =17
ey s 2x+y+1 _
Um die Losungsmenge L, der Gleichung : = 1 zu bestimmen,
xX—y

i1st es nahe liegend, sie aufdie Form 2x + y + 1 = x — yzu bringen. Da jede
Losung der ersten Gleichung auch die zweite Gleichung erfiillt, ist L, in
der Losungsmenge L, der zweiten Gleichung enthalten. Losungen der
zweiten Gleichung sind aber nur dann auch Losungen der ersten, wenn fiir
sie der Nenner x — y von null verschieden ist. Man erhélt also L, aus L,,
indem man alle Lésungen mit x — y = 0 ausschlieBt. Aus 2x +y + 1 =
=x—y = x=—2y—1folgt L, ={(x|y)|ye QA x=—2y—1}.
Die einzige Losung aus L, mit x —y = Qoder x = pist x = — 4, y = — 1.
Es ergibt sich daher

Li={x|p)|y+—3rx=—2y—1}.

Bestimme in derselben Weise die Losungsmengen folgender Gleichungen:

X+ 8x—y
a) —— =35 b = =0
) x—1 ) 2y+3
1 1 L2y
2 =0 d —— =
©) x — 1 %,1‘+2 ) x“ + 1

6.3 Lineare Gleichungssysteme

Bei Aufgaben mit mehreren Unbekannten sind meistens auch mehrere Bedin-
gungen zu beachten, welche die gesuchten Zahlen erfiillen miissen.

Beispiel:

Hans beobachtet in einem Obstgeschiift, wie ein Kunde 3 kg Apfel und
| kg Birnen kauft und dafiir 7,20 € bezahlt. Ein zweiter Kunde zahlt
fiir 2kg Apfel und Skg Birnen derselben Sorten 15.20 €. Auf dem
Heimweg versucht Hans den Preis fiir 1 kg jeder Sorte herauszufinden.
Um diese nicht ganz leichte Aufgabe mathematisch zu formulieren. be-
zeichnen wir den Preis fiir 1 kg Apfel mit x Cent, den Preis fiir 1 kg
Birnen mit y Cent. Aus den von Hans beobachteten Einkiufen zweier
Kunden ergeben sich zwei Bedingungen fiir x und y.

1. Kunde: 3x+ y =720

2.Kunde: 2x + 5y = 1520

Wir erhalten also zwei Gleichungen fiir x und y. Die gesuchten Zahlen
mussen beide Gleichungen zugleich erfiillen. Man kann diesen Sachver-
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halt auch so beschreiben: Gesucht ist ein Zahlenpaar (x|y), das beim
Einsetzen die UND-Aussageform
Bx+y="720) A 2x+ 5y = 1520)

zu einer wahren Aussage macht.

Eine UND-Aussage ist bekanntlich genau dann wahr, wenn jede Teil-
aussage wahr i1st. Zum Beispiel erfillt das Zahlenpaar (140|300) zwar
die erste, jedoch nicht die zweite Gleichung und ist damit keine Losung
unserer Aufgabe.

UND-Verkniipfungen von Bestimmungsgleichungen spielen in der Mathe-
matik emne sehr wichtige Rolle. Man hat daher fiir sie eine besondere Be-
zeichnung eingefiihrt:

Definition 129.1: Eine UND-Verkniipfung von zwei oder mehr Glei-
chungen fiir dieselben Unbekannten bezeichnet man als Glei-
chungssystem.*

Falls alle Gleichungen linear sind, spricht man von einem linearen
Gleichungssystem.

Es ist Giblich, die einzelnen Gleichungen eines Gleichungssystems iibersicht-
lich untereinander zu schreiben; auf das Verkniipfungszeichen A kann man
dabei verzichten. Oft werden die Gleichungen auch noch durchnummeriert.

Beispiele:
1) I3x+y=720 System von zwel Gleichungen mit den zwei
II 2x4 35y =1520 Unbekannten x, y; linear
2) I2x+5p—z=0 System von zwei Gleichungen mit den drei
II 3x—y+2z+1=0 Unbekannten x, y, z; linear
3) Lx+p*=1 System von drei Gleichungen mit den zwei
I x+y=1 Unbekannten x, y; nicht linear
Ml x—y=1
4 1x+y=3 System von drei Gleichungen mit den drei
I x+z=4 Unbekannten x, y, z; linear
[l y4+2z=15

Wie die Beispiele zeigen, kann in einem Gleichungssystem die Zahl der Glei-
chungen groBer, gleich oder kleiner als die Anzahl der Unbekannten sein. In
der Regel wird die Zahl der Gleichungen mit derjenigen der Unbekannten
ubereinstimmen. Beispiel 4 ldsst erkennen, dass nicht alle Unbekannten in
jeder Gleichung tatsichlich auftreten miissen. Man hat sich in einem solchen
Fall vorzustellen, dass die fehlenden Unbekannten den Koeffizienten null
haben.

* 1o giaTyua (16 systema) = Vereinigung, Gesamtheit, das Ganze
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Unabhiingig von der Zahl der Gleichungen besteht eine Losung eines Glei-
chungssystems immer aus so vielen Zahlen wie Unbekannte in dem System
vorkommen. So ist z. B. (—1]1]|3) eine Losung fiir Beispiel 2; jede der zwel
Gleichungen mit drei Unbekannten wird von diesem Tripel erfullt. Ebenso ist
(1]0) eine Losung fiir Beispiel 3, da jede der drei Gleichungen mit zwei Unbe-
kannten dieses Zahlenpaar als Losung hat. Allgemein ist eine Losung eines
Systems von m Gleichungen fiir n Unbekannte ein n-Tupel von Zahlen, das
jede der m Gleichungen du; Systems erfiillt. Es muss also in jeder der Lo-
sungsmengen L, L,, ..., L, der einzelnen Gleichungen enthalten sein. Um-
gekehrt ist ein n- Eupd das Element jeder dieser Mengen L, L,, ..., L,, ist,
auch stets eine Losung des Gleichungssystems. Die Losungsmenge L des Glei-
chungssystems ist daher die Schnittmenge der Losungsmengen samtlicher

Einzelgleichungen:
L=Linl;n...00L,

Bei einem Gleichungssystem fiir nur zwei Unbekannte kann man die Losungs-
mengen der einzelnen Gleichungen in der Koordinatenebene veranschauli-
chen und ihre Schnittmenge L auf graphischem Wege bestimmen (graphisches
Losungsverfahren).

Wir kehren zuriick zu unserem einleitenden

Beispiel: [ 3x+ y =720
I 2x+ 5y = 1520
Da es sich um ein lineares Glei-

; y
chungssystem fiir zwei Unbekannte
handelt, kann man die Losungsmen-
gen L, und L, der einzelnen Glei- a0

Ly

chungen durch zwei Geraden g, und
g, graphisch darstellen (Abbildung
130.1). Der Schnittmenge von L, und
L, kann dabei nur der Schnittpunkt S

der beiden Geraden entsprechen. Die x\'
: A RSN e 51601 240)
Abbildung ldsst vermuten, dass er die
Koordinaten x = 160 und y = 240 1
hat. Setzt man diese Werte in I und II
ein, so zeigt sich, (luj:_.'w‘ lalg(mhlluh bei- " m\ LT W >
de Gleichungen erfillt sind.
I"Igl:hﬂl‘*a 1 k‘:‘ AP'L] kostete 1,60 €, Abb. 130.1 Graphische Losung*
1 kg Birnen 2,40 €. zum nebenstehenden Beispiel

* Den Fachausdruck graphische Losung benutzt 1833 August Leopold CreLie (1780-1855). — Siche auch die
FulBnote auf Seite 159,
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Aufgaben

-

n

6.

Schreibe die folgenden UND-Verknupfungen von Gleichungen in der fir
Gleichungssysteme iiblichen Form an.

a) (x—2y+3=0nA(2x=4y—Y95)

b) Ox+3y—8z=10A2x=py+ N A(y=2)

¢) Lx+4y—1=0Arx—3y=DABx+py—11=0)

d) (w+x=0A(w+x+y=0A(w+x+y+z=0)

. Welche der folgenden Gleichungssysteme sind lineare Systeme?

a) Ix—2p=(—-1)> b) x-2—y)+1=0
X+y=|—4 Bx+y)2—1=0
g b g d) |x|—5|y| = —12
g 20|+ |y| = 8
2x—y x+3y :
R eIy

. Fiir die Losungsmengen der zwei Gleichungen eines Systems mit drei

Unbekannten gilt

L,o{(0]1]3), (2]—1|4), (1]|1]1), (—=7]|—2]0)} und
L,=>{(2]|2]2), (0] —1]3), (—7|0] —2), (2| —1|4)}.

Welche dieser Tripel sind Losungen des Gleichungssystems?

. Fiir die Losungsmenge der ersten von zwei Gleichungen mit zwei Un-

bekannten gilt L, = {(00), (1]2), (2|3), (3]2)}. Die zweite Gleichung lau-
tet y = x + 1. Bestimme die Losungsmenge des Gleichungssystems.

. Die folgenden linearen Gleichungssysteme sind von besonders einfacher

Bauart. Bestimme ihre Losungsmengen.

a) x=1 b) y=2 ¢) Fx=>5
x+y=2 x—y=1 6x —2y=17
d) 11x+7y=0 e) x=—1 Nic=2
13y =0 y=2 x+y=2
z4+2=0 Sx—4y+2z=1 X+y+z=0
Ermittle die Losungsmengen der folgenden nicht linearen Gleichungssys-
teme.
a) x-y=0 by x:y =40 c)ix:y=10
s x+yp=4 y: =4
d} x-p=0 e) x—1D(y+1)=0 1) 2x+8)(5—-4)=0
X2+t =4 2x—3y =25 x p=1

. Aufgabe 6 des Papyrus Moskau (19.Jh. v.Chr., Agypten):

Berechne die Linge und Breite eines Rechtecks der Fliche 12, wenn die
Breite 3 der Linge ist.
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8. Bestimme graphisch die Losungen der folgenden Gleichungssysteme und
mache durch Einsetzen die Probe.

a) x—y=-—1 b) x—3y—4=0 ¢) x+2y=0
x+y=3 4x—y+6=0 2x—y =3
X+ y Sx—2y+1
d) x+y=x—3 6) ———=12 f) - 0
: - X X+ )
dx =y+5 -
X-ky=1 2x+5y—14
x+2 ;

Verwende zum Losen der bei den Aufgaben 9 bis 12 auftretenden Gleichungs-
systeme das graphische Verfahren und mache die Probe.

9. Vor drei Jahren war Hans fiinfmal so alt wie sein Bruder Otto; in drel
Jahren wird er gerade doppelt so alt sein. Wie alt sind die beiden heute?
(MaBstab: 1 Jahr = 5mm)

10. Zihlt man zum Dreifachen einer ersten Zahl das Fiinffache einer zweiten,
so erhdlt man — 1. Zieht man jedoch vom Fiunffachen der ersten das Drei-
fache der zweiten Zahl ab, so ergibt sich —13. Wie heillen die beiden
Zahlen?

«11. Addiert man zu einer zweistelligen Zahl ihre Quersumme, so erhélt man
50. Vertauscht man dagegen die beiden Ziffern, so erhilt man eine um 9
kleinere Zahl. Wie heiBt die urspringliche Zahl?

12.a) x+y=35 b) 4x —5y =10 ¢) 2x+5y=6
3x—2y=0 2x+y=—2 y=3—-04x
x—4y=—10 —x+125y =1 fx41= 2 —2y

6.4 Losungsverfahren fiir Systeme von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten

6.4.1 Bestimmung der Losungsmenge durch Aquivalenzumformungen

Die Losungsmenge einer linearen Gleichung mit zwei Unbekannten kann im
Koordinatensystem durch eine Gerade veranschaulicht werden. Daraus las-
sen sich leicht genauere Angaben iiber die bei einem System von zweli linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten moglichen Typen von Losungsmengen
gewinnen. Wir bezeichnen wieder die den Losungsmengen L, L, der beiden
Gleichungen entsprechenden Geraden mit g,. g,. Dann gehort zu jeder Lo-
sung (x| y) des Gleichungssystems ein Punkt (x| y), der sowohl auf g, als auch
auf g, liegen muss. Da nun aber zwel Geraden der Koordinatenebene entwe-
der genau einen oder keinen oder alle ihre Punkte gemeinsam haben, kann
es auch nur drei verschiedene Typen von Losungsmengen geben, ndmlich
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genau eine Losung, d.h., L, n L, = {(a|b)},
oder keine Losung, d.h., LinL, ={ },
oder unendlich viele Losungen; dann gilt LinL, =L, =L, .

Zur Bestimmung der Losungsmenge haben wir bis jetzt nur das graphische
Verfahren kennen gelernt. Seine Genauigkeit ist offensichtlich sehr begrenzt.
Wir benotigen daher rechnerische Verfahren, die exakte Ergebnisse liefern.
Die Losungsmenge ldsst sich besonders leicht angeben, wenn das Gleichungs-
system folgende Gestalt hat:

[isxe ==v

Ly =0

In diesem Fallist L, = {(x|»)|x =a A yeQ}, L, = {(x|»)|xeQ A y = b},
woraus L = L, n L, = {(a|b)} folgt. Die Losung (a|b) kann natiirlich direkt
am Gleichungssystem abgelesen werden.

Um die Losungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssystems zu be-
stimmen, wird man versuchen, es durch geeignete Umformung auf die obige
einfache Form zu bringen. Dabeil kommt es aber wesentlich darauf an, dass
das durch Umformung entstandene Gleichungssystem genau dieselben Lo-
sungen besitzt wie das urspriingliche.

Wir vereinbaren

Definition 133.1: Zwei Gleichungssysteme heillen dquivalent, wenn ihre
Losungsmengen tibereinstimmen.

Zum Losen beliebiger linearer Gleichungssysteme bendtigt man die beiden
folgenden Umformungsschritte, von denen man leicht zeigen kann, dass sie
Aquivalenzumformungen sind:

(A) Man multipliziert eine Gleichung mit einer von null verschiedenen Zahl;
die iibrigen Gleichungen bleiben ungeédndert.

(B) Man verindert eine der Gleichungen dadurch, dass man ein beliebiges
Vielfaches einer anderen Gleichung zu ihr addiert; alle tibrigen Gleichun-
gen werden in der urspriinglichen Form beibehalten.

Dass diese beiden Schritte wirklich Aquivalenzumformungen darstellen, sei an einem

System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten aufgezeigt:

l ax+by=ce
[liex +dy=1F
Umformung (A): Wir multiplizieren etwa I mit r # 0 und behalten II bei. Die neuen
Gleichungen nennen wir 1', 1I".
I' rax + rby = re [f'= T
I ex+ dy=f II'=1I

Jede Losung (x| y) des Systems (I, II) geniigt auch dem System (I', II'); die Losungs-

menge L von (I, I1) ist also in der Losungsmenge L' von (I', IT") enthalten: L = L'. Man

schreibt in diesem Fall: (1, II) = (I'. II').
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y A
Umgekehrt kann man aber aus (I', II') wieder (I, IT) gewinnen, indem man I’ mit -
=

multipliziert und II' beibehdlt. Hier wird die Voraussetzung r # 0 bendtigt! Daher gilt
auch: L' = L oder (I', II') = (I, II). Wegen L < L' und L' = L ist L = L’ und daher
(L 1I) == (1, IT").

Umformung (B): Wir addieren etwa die mit s multiplizierte Gleichung I zu II und
behalten die uspriingliche Gleichung I bei.

'ax+by=e I'=1

[I' (sa+c)x+(shb+d)y =se+ [ =Tl 4T"%

Jede Losung von (1, 1) ist auch Losung von (I', I1'); also (I, II) = (I', IT"). Man gelangt
umgekehrt vom System (I, II') durch einen Rechenschritt derselben Art wieder zu
(1, II); addiert man nidmlich zu II' das (—s)-fache von I', so ergibt sich wieder das
urspriingliche System.

Es gilt also auch (I'. II') = (I, II) und daher (L, II) <= (I', IT").

Natiirlich gelangt man auch stets wieder zu dquivalenten Systemen, wenn man
die Umformungen (A) und (B) wiederholt ausfiihrt. Die folgenden Beispiele
zeigen, wie man damit ein beliebiges System von zwei Gleichungen mit zwei
Unbekannten auf die Endform x = «, y = b bringen kann. Das Entscheidende
dabei ist, dass man bei einer Gleichung die Unbekannte x, bei der anderen y
eliminiert®, d. h. beseitigt. Die rechts stehenden Anmerkungen geben jeweils
an, wie die Gleichungen des neuen Systems aus denen des vorangehenden
entstehen und welcher der Schritte (A), (B) dabei angewandt wird. Um die
Niederschrift iibersichtlich zu gestalten, ziehen wir zwischen zwei dquivalen-
ten Systemen jeweils einen Trennungsstrich.

Beispiel 1:

I 2x47y=35

I1 Ix+ 8_1' =2

I 2x+7y=>5 I'=1

i st [I'=11+1-(—3); (B)
" 2x+7p=>5 VI e

I Ly 1" =1I'-(—%); (A)

[ 2x = — 32 [ =1"+11"-(=7); (B)
[yl [ ="

[ x— 28 S G _5__(_A)

[y = 151 | QG —] [

(I, II'"") hat die Losung (—28|4).

#* gliminare (lat.) = aus dem Hause treiben.
Sowoh] Isaac NEwToN (1643-1727) wie auch Gottfried Wilhelm LemsNiz (1646-1716) verwenden gelegent-
lich efiminare, das durch Leonhard EurLer (1707—1783) zum tblichen Fachausdruck wird.
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Da (I, IT) < (I"", I1"""), ist dies auch die Losung von (I, IT). Zur Kontrolle
auf eventuelle Rechenfehler fithren wir aber noch eine Probe durch.

Probe: 11.S=2-(—28) +7- L= 324 11 =23 _ 5 =RS; richtig!
I LS=3-(—%)+8-=—121 88127 =RS; richtig!

Damit gilt: L = {(—2%2|%")}

Beispiel 2:
[ 9x—21y =10
[I 6x—14y=13
[' 9x — 21y =10 =1
II' 0-x+4+0:-yp=2% II'=11+1(—%); (B)

[’ und damit das Gesamtsystem hat keine Losung; L =1 }.

Beispiel 3:

[ 14x+49y =3

II 8x+28y=35

[' 14x + 49y = 3 =1

II' 0-x+0-y=0 II'=11+4+1(—5): (B)

[T’ stellt eine allgemein giiltige Gleichung dar. Als Bedingung fiir x und y
bleibt nur die Gleichung 1'. Daher gilt:
L = {(x]|y)|14x +49y =3}.

Das Gleichungssystem hat also unendlich viele Losungen.

Die vorangehenden Beispiele zeigen, dass bei Systemen von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten jeder der eingangs genannten Losungs-
fille tatsachlich auftreten kann.

6.4.2 Spezielle Losungsverfahren

Die Umformung eines linearen Gleichungssystems mithilfe der Schritte (A)
und (B) bis zur Ermittlung der Losungsmenge kann auf sehr unterschiedliche
Art erfolgen. Besonders zweckmiBig sind die drei folgenden Verfahren.

1) Das Einsetzungsverfahren

Man l6st eine der Gleichungen nach einer Unbekannten auf und ersetzt in der
anderen Gleichung diese Unbekannte durch den erhaltenen Term. Auller ein-
fachen Umstellungen durch Termaddition bentitzt der erste Schritt die Um-
formung (A), der zweite die Umformung (B).
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Beispiel:
[ 3x—yp="17
I 2x+4y=-—1
[y =80 — folgt aus I-(—1); (A)
I’ 2x+4y=—1 L =11
[“ p=3x—"1 R I
[I" 2x4+43x—T)=—1<14x=27 folgtausII'4+ I'-(—4); (B)
[ y=3x—17 | b =50
[y =0T et | (A)
[ y=3-4—T<y=—"1 folgt aus I + 3 - II""; (B)
1" x =47 | =1 | (i
Diese sehr ausfithrlich gehaltene Niederschrift des Losungsganges lasst
sich stark vereinfachen. Aus (I, II) kann sofort (1", I1"") gewonnen werden

und daraus zuerst 11", dann I'’”. Die verkurzte Form sieht (mit neuer

Nummerieru ng) S0 daus:

[F 3=l
I 2x+4y=-—1
I »=3x-17 (I nach y aufgelost)
I 2x4+403x—T7)=—1 <> 14x=27 (ypin II eingesetzt)
[ x =2f (I nach x a-mf‘gcliﬁsa_ -
" y=3:-4 T yp=~1I (x in I’ eingesetzt)
L— (-1}

2) Das Additionsverfahren

Man multipliziert die beiden Gleichungen mit Faktoren, die so gewéhlt wer-

den, dass

in den neuen Gleichungen die Koeffizienten bei einer der beiden

Unbekannten sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden (Umformung
(A)). Bei der nachfolgenden Addition dieser Gleichungen (Umformung (B))
»verschwindet« diese Unbekannte: Als zweite Gleichung wird eine der Aus-
gangsgleichungen in der urspriinglichen oder in der multiplizierten Form ver-

wendet.

Beispiel 1:

[ 3x+42y=28

[I 5x—3y=—31

I 9x + 6y =24 I =13
[1" 10x—6y=—62 [I'=1I-2
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[ 19x=—38 ["=1"41I

[I* 9%+ 6y=24 " =T

[ e=—2 [“nach x aufgelost
II" 6y =42 x in I1"” eingesetzt
o= —2 =

I =1 [T nach y aufgelost

L={(~2ID)

Eine nahe liegende Abkiirzung der Niederschrift erhilt man, wenn man
die obigen Gleichungen I', II' gar nicht anschreibt, sondern sofort ihre
Addition ausfiihrt:

[ 3x+2y=38 |23

II 3x—3y=-31 || -2

T 19x=—38 I'=1-3+11-2

[I' 5x—3y=—31 1" =1II
Tx——p I’ nach x aufgelost

" —3y=-21 x 1n II" eingesetzt
17 x=—2 =T
[y =7 I[T" nach y aufgelost
L={(—2|7)] '
Beispiel 2:

[ S5l gey sl ol ilg
I —9x+21y= 12 [[-1

I' 0=0 ; [ =1-6+11-1 i
[I' —3x+7y=4 [I' = II - § (Vereinfachung von II)
=10 B
A e J'Y; 2 IT" nach y aufgelost

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Man kann x will-
kurlich wihlen und dazu y nach I1” berechnen. Wir wollen dies durch eine

(immer zu empfehlende!) Proberechnung iiberpriifen.

. - 3x+4 - 3x+4 o L
Probe: I LS =1,5x—3,5" T 1,5 — —— = — 2 = RS; richtig!
y 3x+4 oy
HEES — 0 0] 7 =—9x+3(3x+4) =12 = RS; richtig!

Damit gilt: L = {(.\'I_r)

3x+4
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Manchmal ist es von Vorteil, dau Additionsverfahren zweimal anzuwenden.
Wenn es gelingt, zuerst durch Elimination von y auf eine Gleichung der Form
e ddl]ll— yiederum ausgehend von dem uxsplum_lu,hun System —entspre-

chend auf eine Gleichung y = b zu kommen, so ist («¢|b) die Losung des Sys-
tems.

Beispiel 3:

I ey l0y=15 |9 [ 10

T 20 rdasy=g1 =2 i

[ 14x=T73 e 94+11-(—2)
[T" —35y = 57 [I'=1-104+11-(—3)
" x= 12 I nach x aufgelst
" y=—3 [I' nach y aufgeldst

Die Probe zeigt, dass wir damit eine Losung gefunden haben:
Probe: 1 6- ,4—|—10 (—33)=2%5
[1 2013 445 (—55) =132 — 213 = 211 — 31; richtig!
73 57
E= [{14[ o= ;w]:

9 _ 114 _ 105 _ 15; richtig!

Bei den zwei bisher behandelten Losungsverfahren fiir lineare Systeme von
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten geht es jeweils darum, ein dquivalen-
tes System zu finden, in welchem eine Gleichung nur noch eine der beiden
Unbekannten enthilt. Deren Wert kann damit berechnet und in die andere
Gleichung eingesetzt werden. Damit gewinnt man eine Gleichung, in der nur
noch die zweite Unbekannte auftritt, sodass auch diese berechnet werden
kann. Nattirlich vereinfacht sich das Losungsverfahren sehr, wenn bereits im
urspriinglichen System eine Gleichung mit nur einer Unbekannten vor-
kommt. Solche Aufgaben konnten schon in 6.3 gelost werden.

+*3) Die Cramer’sche Regel

Gibt es fiir ein System von zwei linearen Gleichungen fiir zwei Unbekannte
eine Losungsformel? Wir wollen versuchen, diese Frage zu beantworten. Ein
solches Gleichungssystem hat allgemein die Form

I ax+by=e

[I cx+dy=1F.

Dabei sind a. b, ¢, d, e, fbeliebige Zahlen. Da durch sie das Gleichungssystem
festgelegt ist, muss dies auch fiir die Losungsmenge gelten; d.h., die even-
tuellen Losungen miussen sich aus diesen Koeffizienten berechnen lassen.
Wir versuchen, das System (I, IT) durch Aquivalenzumformungen auf die Ge-
stalt x = u A y = vzu bringen. Dazu beniitzen wir das doppelte Additionsver-
fahren:



6.4 Losungsverfahren fiir Systeme von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten 139

[ ax+by=ce | - d - {(=¢)

II ex+dy=f |-(=b) |-a

I' (ad — be)x = de — bf I'=1-d+11:-(—b)
[1" (ad — be)y = af — ce [I'=1-(—¢)+1l-a

Man erkennt, dass es moglich ist, das Eliminieren von y aus der ersten und
von x aus der zweiten Gleichung so vorzunehmen, dass bei der jeweils {ibrig
bleibenden Unbekannten derselbe Faktor ad — bc steht. Falls dieser von null
verschieden ist. kann man die Rechnung fortsetzen:

ek
= ; fl 5
ad — bc =
C_ - falls ad—bc+0.
P o
ad — be’

In diesem Fall besitzt das Gleichungssystem genau eine Losung und die Glei-
chungen 1", I1” stellen die gesuchte Losungsformel dar.
Wenn jedoch ad — be = 0 gilt, hat das System (I', II') die Form

[' 0-x=de—0bf

IT" 0-y=af—ce

und lasst sich nicht auf die Form x = u A y = v bringen. Man kann zeigen,
dass es in diesem Fall entweder keine oder unendlich viele Losungen gibt.
Vergleiche dazu die Beispiele 2 und 3 auf Seite 1411,

Die fir ad — be % 0 gefundene Losungsformel halten wir fest in

Satz 139.1: Das Gleichungssystem

ax+by=e
cex+dy=f

hat fiir ad — bc #+ 0 genau eine Losung, namlich
de—bf af — ce
= D !
ad — be ™ - ad — bc

Der Term ad — bc, von dessen Wert es abhingt, ob das Gleichungssystem
eindeutig losbar ist oder nicht, hei3t Determinante*® des Gleichungssystems.
Die zwei Losungsformeln in Satz 139.1, nach denen man die Losung berech-
nen kann, falls diese Determinante von null verschieden ist, werden als
Cramer’sche Regel** bezeichnet.

* determinare (lat.) = abgrenzen

** benannt nach Gabriel CRaMER (1704—1752), der dieses Verfahren 1750 als Anhang zu seiner Introduction a

lanalyse des lignes courbes algébrigues — »Einfiihrung in die Analysis algebraischer Kurven« — unter dem
Titel De 'évanouissement des inconnues — »Uber das Verschwinden von Unbekannten« — verdffentlichte.
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Fiir Determinanten gibt es eine besondere Schreibweise. vereinbart durch

£ a b
Definition 140.1: . =qg-d—>b-¢

heil3t zweireihige Determinante .

Wenn man sich die Differenz der bei-
den Produkte in Definition 140.1 na-
her ansieht, erkennt man folgende
Merkregel fiir die Berechnung einer
zweireihigen Determinante:

Zahl oben links - Zahl unten rechts
minus
Zahl oben rechts - Zahl unten links

Nennt man die 1m Determinanten-
schema von links oben nach rechts
unten verlaufende Diagonale Haupt-
diagonale und die andere Nebendia-
gonale, so ergibt sich fiir ad — bc der
in Abbildung 140.1 veranschaulichte
Merkspruch

»Hauptdiagonale
minus
Nebendiagonale«.
a b
Abb. 140.2 Gabriel CRAMER, gespro-
chen kramdr, d betont (31.7. 1704
¢ d Genf—4.1. 1752 Bagnols-sur Céze).
Abb. 140.1 Zur Berechnung einer zwei- Gemilde Robert GARDELLE
reihigen Determinante (1682-1766) zugeschrieben.

Auch die Ziahler der in der Cramer’schen Regel auftretenden Briiche kann
man als Determinanten schreiben. Es gilt ndmlich
e b : la e
, af—ce= :
d (i
Damit lasst sich Satz 139.1 in der folgenden Form schreiben, in der wir ihn
uns auch merken wollen:

de — bf =
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Satz 141.1: Die Cramer’sche Regel. Das Gleichungssystem
ax+by=e hat fi la b| 0 et s mlicl
T 1 : - () genau eine Losung, n: :
cx +dy =1 1t i Sl genau eine Losung, nimlich
A |
le & a e
d ¢
el e
a la b|
c d lc d|

Beispiel 1:

[ Sx+2p=2

II 3x—3y=4

Wir berechnen zuerst die Determinante des Gleichungssystems:

| 5 2 ! X ‘
i |=5(=3)—2:3=—15—6 = — 21; also nicht null.
3 A
Daher hat das Gleichungssystem genau eine Losung, die man nach der
Cramer’schen Regel berechnen kann:

2 |2
AN —14 2
X i — &= X = —
21 = 3
4 L=4(5—%)}
Bl & 14 2
P -— < J':-— << Y = —
= ] 3

Beispiel 2:
[ 1.5x—0,5y=3

1 6x—2y=1
50 s _
e oo =B 006 =0

Damit hat das System keine eindeutige Losung, die Cramer’sche Regel

ist nicht anwendbar. Ob es tiberhaupt losbar ist, konnen wir mit dem

Einsetzungs- oder dem Additionsverfahren entscheiden; man erhélt z. B.
I' 0-x40:y=11 ['=T1:-44T1-(—1)

IT' 6x—2y=1 1" =11

Da I' bei jeder Einsetzung die falsche Aussage 0 = 11 ergibt, 1st (I', I1')

und damit auch (I, IT) unlosbar, also L = { }.
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Beispiel 3:
[ 3x—yp=—
I[1 —6x+4y=1,5

T

—

=3.4—(—1):-(—=6) =
4| =2 (=1)-(=6)=10

|
o bajus

Es gibt also keine eindeutige Losung, die Cramer’sche Regel ist nicht
anwendbar. Durch Aquivalenzumformung des Systems erhalten wir

' 0-x+0:-y=0 ' =1-4+4111
[I' —6x+4y=1,5 Il = 1I

Da die Gleichung I' allgemein giltig ist, besteht die Losungsmenge aus
allen Losungen von II'. Somit gilt:

6x+ 1,5

L=1(x|y)|xeQay=
(x| p) | x A ) 4

*#/ur Geschichte der Losungsverfahren

Weder die Babylonier noch die Agypter noch die Griechen haben Verfahren entwickelt,
mit denen man, allgemein gesprochen, jedes System von n linearen Gleichungen mit »
Unbekannten 16sen kann. Soweit heute bekannt ist, finden wir zum ersten Mal ein

: o sy o : o
solches allgemeines Verfahren, nimlich das Additionsverfahren im 7 ﬁ _‘ﬁ‘ Vo3l

Chiu Chang Suan Shu —, den »Neun Biichern arithmetischer Technik« aus der friithen
Han-Zeit (202 v.Chr. — 9 n.Chr.). In Aufgabe 162/80 ist das erste dort behandelte
Problem wiedergegeben; 18 solcher Aufgaben enthilt das Lehrwerk, von 2 bis zu 6
Unbekannten. Interessanterweise haben die Chinesen iiberhaupt keine Zeichen fiir
ihre Unbekannten verwendet, sondern die Koeffizienten sauber in einem rechteckigen
Schema angeschrieben, sodass jedem klar war, dass in der ersten Zeile die x-Glieder, in
der zweiten die y-Glieder usw. stehen. (Die Chinesen schrieben ja von oben nach unten.
nicht wie wir von links nach rechts!)

Das umstindliche* Gleichsetzungsverfahren — man 16st jede Gleichung nach derselben
Variablen auf und setzt die erhaltenen Terme gleich — taucht in allgemeiner Form bei
dem Inder BRAHMAGUPTA (598 — nach 665) auf. Wie schon oben (Seite 123) gesagt,
beschiiftigten sich die Araber und daher auch das europiische Mittelalter kaum mit
Gleichungssystemen. Erste Ansitze dazu im Italien des spéten 15. Jh.s gelangten nach
Deutschland. Der Rechenmeister Christoff RupoLrF (um 1500 Jauer/Schlesien

vor 1543 Wien?) war der Erste, der Gleichungssysteme behandelte, nimlich 1525
in seiner Coff. Zwar brachte Michael StireL (1487 (?)—1567) durch seine gliicklichen
Bezeichnungen (siche Seite 123) einen Fortschritt; er rechnete aber wenig mit ihnen.
Der von ithm beeinflusste Johannes BuTeo (1492-1564/72) packte dann das Problem,
Gleichungssysteme zu losen, allgemein an, da ihm die bisherige Art und Weise des
Losens »sehr mithsam und schwer zu erfassen« war. Er fuhrt das Additionsverfahren

* Deswegen haben wir es nicht vorgefiihrt. EULER hilt es zwar fir den »natiirlichsten Wegs,
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an Aufgabe 149/20 vor. Als allgemeine Methode finden sich das Gleichsetzungs- und
das Einsetzungsverfahren dann bei Isaac NEWTON (1643-1727) in seiner Arithmetica
universalis (entstandenen 1673, gedruckt 1707). Einen besonderen Weg ist Gottfried
Wilhelm LemNiZ (1646-1716) gegangen. 1678 glaubte er, eine Regel gefunden zu ha-
ben, mittels derer die Lésung eines beliebigen linearen Gleichungssystems ohne weitere
Rechnung angegeben werden konnte. Er nennt es ein theorema pulcherrimum, einen
allerschénsten Lehrsatz. 1684 hatte er es geschafft, die Determinantenmethode war
geboren. Zwar verwendet er seine Erkenntnisse in Briefen, gedruckt wurden sie aber
erst 1903 bzw. 1972! Im uns so fernen Japan veroffentlichte 1683 Takakazu (oder auch
Kowa) SEKI (16421708 Tokio) die unabhiingig von LEIBNIZ von ihm erfundene Deter-
minantenmethode, die im 19. Jh. dort wieder in Vergessenheit gerat. Und so gebtihrt in
Europa dem Schweizer Gabriel CRAMER (1704-1752) das Verdienst, 1750 die allgemei-
ne Losungsregel mittels Determinanten angegeben zu haben. Das Wort »Determinan-
te« geht auf Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zuriick, der in seinen Disquisitiones
arithmeticae 1801 von einem numerus determinans spricht. Augustin CAucHy (1789
bis 1857) verwendet es 1812 erstmals im heutigen Sinn, und Arthur CAYLEY (1821
bis 1895) fiihrte 1841 die Schreibweise mit den beiden senkrechten Strichen ein.

Abb. 143.1 Augustin Louis Baron Abb. 143.2 Arthur CaYLEY (16.8.1821
CaucHY (21.8.1789 Paris — 23.5.1857 Richmond — 26.1.1895 Cambridge)
Sceaux)
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Aufgaben

1. Fuhre das Gleichungssystem (I, I1) nacheinander in die diquivalenten Sys-
teme (I, II'), ..., (I"”, II"") iiber, sodass gilt:
In I’ hat x den Koeffizienten 1.
In II"” kommt x nicht mehr vor.
In II"" kommt x nicht mehr vor, und der Faktor bei y ist 1.
In I kommt y nicht mehr vor, und der Faktor bei x ist 1.
a) I 2x+3y=2 b) I 3x—11y=21
I1 4x—9y=—1 I 4x+ 7y =28

2. Weise mit Umformungen des Typs (A) und (B) nach, dass die Gleichungs-
systeme (I, IT) und (I*, IT*) dquivalent sind.
Bestimme sodann die Losungsmenge.

a) lx—-2y=0 [* x—2y=0
[l 4x+y=9 *9p=29
b) I 5x4+8y=—10 I* x+16y=—2
I1 3x+2y=1 [1* —7x=-—14
3. Bestimme die Losungsmenge nach dem Einsetzungsverfahren:
a) 2x+y=4 b) 3.5x+5y=0
x+y=3 21x+3y=6
¢) 9x+4y =55 d) 3x+y=14
—5x+ y=-—237 X+3y=6

4. Verwende das Additionsverfahren:

a) x+y=—28 b) 3x+ 12y =15
X—p=2 2x+ 8y =4

¢) 29x 437y =0 d) 2x -5y =186
13x—17y=90 3x+4y =279

5. a) Berechne durch zweimalige Anwendung des Additionsverfahrens (vel.
Beispiel 3, Seite 138) die Losung des Gleichungssystems
(11x + 15y = 40) A (21x — 31y = 13).
eb) Warum versagt die zweimalige Anwendung des Additionsverfahrens
bei dem System (16x + 24y = 53) A (6x + 9y = 2)?

*e6. Stelle mithilfe der Determinante des Gleichungssystems fest, ob dieses
genau eine Losung hat. Berechne diese gegebenenfalls nach der Cramer’-
schen Regel. Bestimme andernfalls die Lésungsmenge durch Aquivalenz-
umformungen.

a) 3x+4y=0 b) 8x -2y =1
4x —3y =25 —dx+y=—1
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¢) 3.6x—15y=738 d) 1,ix+21y=0
041 o 2.5_1' - 98 g". - '|"'|'_1‘ == U
Bestimme bei den Gleichungssystemen der Aufgaben 7 bis 16 die Losungs-
mengen.
7. 26x — 99y = 101 8. 56x— 63y = 4 9. 2x —4y=—4
47x — 72y = 242 35x 4+ 14y =33 el
10. 2x+ 3y =1 11. 6,5x — 104y =
10x+22y =17 —2.6x 139 =—_52
12. —3,24x+ 16,2y = 14,58 13ty =2
1,62x + 4,05y = 9,72 71X+ 55y =15
14. 0,7x +2y =19 15. 2x+2y =75 16. 2% — 5y —32
Fx—y=—102 1,2x—1,8y=—9 0,75x — 0,625y = 5
17. Fir welchen Punkt der Geraden mit der Gleichung x + 2y — 6 = 0 gilt:

18.

19.

20.

e21.

a) Der Punkt hat zwei gleiche Koordinaten.

b) Die Abszisse des Punktes ist doppelt so groB wie seine Ordinate.

¢) Die Ordinate ist um 3 grofler als die Abszisse.

Gib jeweils zuerst das zu losende Gleichungssystem an. Uberpriife die
Ergebnisse an einer Zeichnung.

Stelle fest, ob die Geraden g, und g, einen Schnittpunkt haben, und be
rechne gegebenenfalls seine Koordinaten.

a) g.:3x+2y—1=0 b) g,:25x—2y+2=0
g, x—y+3=0 g —x+3y—1=0

¢c) 2,:25x—08y+2=0 d) g,: 5x+225py+45=0
g —x+3y—1=0 g2:,:33x+%y—3=0

Eine einfache Aufgabe aus dem alten Babylon (um 2000 v. Chr.), gefunden
in Susa: Ein Viertel der Breite zur Linge addiert ergibt 7 Handbreiten,
Linge und Breite addiert macht 10 Handbreiten.

Eine Aufgabe von Geronimo CARDANO (1501-1576):
7 Ellen griiner Seide und 3 Ellen schwarzer Seide kosten 72 Pfund. 2 Ellen
griiner E:ezde und 4 Ellen schwarzer Seide kosten 52 Pfund.

Aufgabe 12 aus Buch [ der Zahlenlehre des DIoOPHANT (um 250 n. Chr.):
Jemand driickt 100 auf zwei verschiedene Arten als zweigliedrige Summe
aus, und zwar so, dass ein Summand der ersten Summe das Doppelte
eines Summanden der zweiten Summe ist und dass der andere Summand
der zweiten Summe das Dreifache des anderen Summanden der ersten
Summe ist. Wie heiBlen die Summanden?
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6.5 Lineare Gleichungssysteme mit mehr als zwei Gleichungen
oder Unbekannten

Ein lineares Gleichungssystem besteht allgemein aus m linearen Gleichungen
mit 7 Unbekannten. Ist m < n, dann heifit das System unterbestimmt, im Fall
m > n iiberbestimmt.

Zur Bestimmung der Lésungsmenge wird wieder das Verfahren der Aquiva-
lenzumformungen angewandt. Man kommt auch hier mit den Schritten (A)
und (B) aus (vgl. Seite 133). Durch schrittweises Eliminieren von Unbekann-
ten lasst sich immer ein dquivalentes System finden, dessen Losungsmenge
unmittelbar ersichtlich ist. Grundsitzlich lduft das Verfahren wie bei zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Beispiel 1:
[ 3x—2y-+35z2=23

I 2x+d4y—z=-—3 (m=3,n=3)
III. 5x+2y+2z=14
I 13x+ 18y =8 I'=1+41I-5
II' 2x+ 4y —-z=—3 RS 1
[II' 9x+10y =38 [II' =TT+ I1- 2
[ 16x = 32 [“=II"-9+1T1:(=5)
[I" 9x4+10y =38 1" = IIT’
1" 2x4+ 4y—z=-3 1" = 11
P =12 b e
[ 10y = —10 [ =II" —1"-9
[II" 4y —z=—-17 7 =T ] 2
["" x=2 Jattt = 2t
ey =1 A [
| e I = 11" - 4 — 111"

L={@I-1]3)}

Natiirlich eignet sich auch das Einsetzungsverfahren zum Lésen solcher Glei-
chungssysteme. Seine Anwendung soll noch einmal an Beispiel 1 aufgezeigt
werden. Dazu losen wir z. B. die Gleichung I nach 2y auf (weil alle Koeffizien-
ten bei y gerade Zahlen sind!) und setzen den erhaltenen Term gleich in II und
[1I ein:

2y=3x+52z-23
II" 2x4+2Bx+52—-23)—z=—3 <« 8x+9z=43
[II'" 5x+(3x+5z—23)+2z=14 <> 8x+ 7z=137
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[ 2y=3x+5z2—23 [ =T
[1" 8x =43 —9z [1" nach 8x(!) aufgelost
[11” (43 —-9z2)+7z=37< —2z2=—0 8x in III" eingesetzt
[y —5 11" nach z aufgelost
[1" 8x=43 =93 s x=2 z in II” eingesetzt
I 2y =32+ 53 —23 <= p=—1 x und z in [" eingesetzt

Beispiel 2:

I x+3y=-—17
[I 2x—5y=30 (m=3,n=2)
[II Tx+4y =19
F x4+ 3y=—17 =
I1’ 11y =44 N'=I11-1-2
11 17y = 68 [II' =111 —-1-7
[" x+3y=—-7 [i= ]
I y=—4 " =1I": (—35)

11" 0'=0 1" =1II"-17 + III' (kann im Folgen-
den weggelassen werden, da allgemein
gliltig)

F e S [Ri=r =il 3
1" y=—4 =11
L={(5]-4)}

Die Losbarkeit in Beispiel 2 beruht darauf, dass man zu einem dquivalenten
System gelangt, welches eine allgemein giiltige Gleichung enthdlt. Es bleiben
dann nur noch zwei Bestimmungsgleichungen fiir die zwei Unbekannten tib-
rig. In der Regel wird dieser Fall nicht eintreten. Ein iberbestimmtes System
isti. A. nicht I6sbar, da normalerweise bereits ein Teil des Systems eine eindeu-
tig bestimmte Losung hat, die den iibrigen Gleichungen nicht mehr gentigt.
Ersetzt man etwa die Gleichung III von Beispiel 2 durch I11* 7x + 4y = 20, so
hcsn;l das System (I, IT, I11*) keine Losung. Denn aus I und ll folgt bereits

= 5 und y = — 4; doch liefert I11* mit diesen Werten die falsche Aussage
19 = 20.
Beispiel 3:

[ 2x— Sy+11z=31
I 3x+15y— 4z=15
' 2x—Sy+11z= 31 T

II' 9x + 29z = 108 '=1-3+1I
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I" —45p+41z =63 I"=I-9-1I'-2
et Fe=12 11" =115

[ y=—F+%z TI=T( ) )
" x=12—-2%2; =g

Man kann also z willkurlich wahlen; zu jedem Wert von z gibt es genau
ein x und y. Das System hat somit unendlich viele Losungen:

L={x|yl2)lx=12—%zny=—I+%zrzeQ}.

[st die Anzahl der Gleichungen kleiner als diejenige der Unbekannten, so hat
das System im Allgemeinen unendlich viele Lésungen. Es kann aber auch der
Fall eintreten, dass es unlosbar ist, wie z. B. das System

[ x+y+z=1

I x+y+z=2.

Aufgaben
o=y 2. x—3z=—38
3x+y =22 3x—z=0
—3x+9%+z=-28 x+yp+z=3
3.2x42z=3 4 x+y—z=1
x—6y—2z=14 x—y—z=0
5x4+4y+3z=5 X+3y—z=2
S. x—y+2z=11 6. x+2y+5z=350
xX+y—2z=—17 3Ix—Ty+z=10
3 x —4y —Tz =27 13x 4+ 4y —3z=— 30
T —3xL3y - z=13 8.2x+4y—11z=6
Tx—4y—z=2 O —Ty+5z=2
X+6y+z=28 12x — 26y +43z =0
9.2x—3y+52=0 10. x—y =0
3x+35y—2z=0 y—z=0
Sx—2y+3z=0 z—x=10
Il.x—y—z=1 12. 7x+4+ 3,75y — 1,52 =9
S5x+4y+z=—1 ix+3y—3%z=4%
13. x+ 2y =1 14.8x— 11y =3

4x —3y=—29 13: y
3x+17y =36 2x—9y =10
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15. x+y—z=—1 16. x+y—z4+w=0
XxX—y—z=3 x—p—z—w=0
2y 4 3z—w=—73 X+y+z—w=35
—2x+2z+3w=—35 X—y+z+w=3
17. 2x —y+3z=—17 18. 3x+4y—5z+5w=13
x+4y—2z=8 Sx—3y+4z—19w=—-10
3x+2y+z=0 2x —Sy+z—2w=—11
6x—3y+4z=—11
19. Zwei Beispiele aus der Zahlenlehre des D1oPHANT (um 250 n. Chr.):
a) x+y=20 b) x=y+3z
y+z=30 y=2z+3x
z+x =40 z=10+13)

20.

* Drei Zahlen zu finden, deren erste mit einem Drittel der
iibrigen 14 macht. Die zweite mit einem Viertel der an-
deren 8, Die dritte ebenso mit dem fiinften Teil der dibri-
gen 8.

%

. Aufgabe 21 findet sich bei den In-

Johannes BUTEO (1492-1564/72) 16st in seiner Logistica (1559) folgende
Aufgabe als Beispiel fiir das Additionsverfahren. Text und Ansatz lau-
ten*:

Tres numeros inuenire, quorum pris
mus cum triente reliquoram faciat:4. Ses
cundus cum aliorum quadrante 8. T ertius
item cum parte quinta reliquorum g.

1A+4iB+1C =14
1B+ 3;4+;C=8
1IC+34+3B=28

. Das Problem der 100 Vigel erscheint zum ersten Mal im Chang Ch'iu-chien

Suan Ching — »Arithmetisches Handbuch des CHANG Ch’iu-chien« — um
475 n.Chr.:

Ein Hahn kostet 5 sapeks, eine Henne 3 sapeks, und 3 Kiiken 1 sapek.
Wenn wir nun fiir 100 sapeks 100 dieser Tiere einkaufen, wie viele sind es
dann von jeder Sorte?

Adam Rifen.

| Bipefauff.

) |
dern, den Arabern, in Byzanz und
schlieBlich bei fast allen Mathemati-
kern des Abendlandes in allen mog-
lichen Variationen, auch mit 4 und 5
Arten von Vogeln oder anderem Ge-
tier. Ein Beispiel hierfiir ist die neben-
stehende Aufgabe aus dem Rechen-
buch auff Linien und Ziphren (1574)
des Adam RiEes (1492-1559).*%*
Beachte: f; ist die Abkurzung fur |
Gulden: ort bedeutet ein Viertel.

Stetm/ciner hat 100. f7. dafiir wil e 100.
haupt Biheg fauffen 7 nemidh ¢+ Ochfens
Scbyrocin/ Kalbers vnd Sceiffeny foft cin Oche
4 f. ¢in Sechrocin anderthalben fr. cin Kalo
cinen halben f. ond ¢in BSeif cin ort von cinems
fz. roie viel fol exjealicher haben fitebictoo. f; 2

Ohne Bild steht sie bereits in der Erstauflage von 1522,
der Rechenung auff der linilien vnd federn. |
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6.6 Gleichungssysteme, die auf lineare Gleichungssysteme
zuriickfiihrbar sind

In vielen Féllen gelingt es, nicht lineare Gleichungssysteme in lineare umzu-
wandeln. Die dabei verwendeten Rechenschritte sind aber im Allgemeinen
keine Aquivalenzumformungen. In der Regel kann man nur sagen: Wenn
das urspriingliche System eine Losung hat, so ist diese in der Losungsmenge
des aus 1hm abgeleiteten Systems enthalten. Aber nicht jede Losung des neuen
Systems muss auch eine Losung des urspriinglichen sein. Daher ist durch
eine grundsdtzlich notwendige Probe festzustellen, welche Losungen aus der
Losungsmenge des neuen Systems auch dem urspriinglichen Gleichungssys-
tem genugen.

Beispiel 1:

l 2x—y—1 3
a0
5 2
Il =0

4x—5y—9 . Zy—1

[st (x|y) eine Losung, so geniigt diese auch den folgenden Gleichungs-
systemen.

P T@x—y—D=-—30c+3y—2) " . "I 1lx+ 2y=+13
I 20+ 2y —1)= 2(4x —35y—=9) [1" 27x+ 20y = — 13
Als Losungsmenge des Systems (17, I1”) erhilt man in bekannter Weise
L"={(1]—2)}. Obx =1und y = — 2 auch dem System (I, II) geniigen,
muss noch geprift werden.
2+2—1 3 3

Probe: 1 LS = =—=—_—=RS

- 62 g0 sl

s 5 2 ST
I B =(0=RS

e S T B

Das urspriingliche System hat also die Losungsmenge L = {(1]|—2)}.

Beispiel 2:
= ip—5

.". =2
Tx+2y—3
II 8x—13y=3
Ist (x|y) eine Losung, so geniigt diese auch den folgenden Systemen:
" 3x—y—5=2(Tx+2y—3) [“ilx+ Sy= 1

g _

II' 8x—13y =134 [I" 8x—13y =34

|

g
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Daraus ergibt sich I x= 1
llu.l _1' = .2
3+2—5 .
Probe: 1 LS = —— sinnlos, da Nenner = 0.

Die Annahme, dass das System lsbar sei, hat also zu einem Widerspruch
geftihrt. Die Losungsmenge des Gleichungssystems ist somit die leere
Menge.

Beispiel 3:

* substituere (lat.) = an die Stelle einer Person oder Sache setzen

1 3

I 4+ —=1
=2t
3 3

I = —==1
o R

L

: : b 1 : :
Da die Unbekannten nur in der Verbindung — bzw. — auftreten, emp-
X y

fichlt es sich, fiir diese Ausdriicke Abkiirzungen, z. B. ¥ und v, einzufiih-
ren; d.h., wir machen folgende Substitution™:

In den neuen Unbekannten u, v erhalten wir dann das lineare Gleichungs-
system:

I’ b p | [ 1
u+uv=1 U= 5
e
; I
II' 3u—v=1 [1 1:2
Aus (S) ergibt sich dann
I11 l —i [EE =
% D R
L
3 1 ’
e V' y=6
Probe: 1 LS .I - 1 = RS [1 L‘)'—3 3—1 RS
robe. ,._—2—1—-6 == ‘_é_{i__ — Ny

Die Losungsmenge von (I, IT) ist also L = {(2|6);.
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Beispiel 4:

6 2
X _1'. x+ y+1
—3 4

§ + =3
x+y x+y+1

Substitution: (S) -
x+y

Fur u und v ergibt sich folgendes lineare Gleichungssystem:
I' 2u+ v=-—1 I

[I" —u+2v= 3

2

& S
xtp+1

Fir die Unbekannten x und y erhalten wir durch Einsetzen in (S):

M x+yp=—3
IV x4+yp41=2

' x4+ y=-3
IV x+p=

| Widerspruch!

Das urspringliche System hat demnach keine Losung; L =

Aufgaben
x+30
1. =
y+1
1 2
=)
2y—6  3(x—1)
2 I

"Mx—6y+2 14y—19x—9

8y—3x—6 3

{350

S =10
X }
703

+ = =20
X }

Dan) Lo
L =
QX
P
—= s
3y — 4z
x—4y+15z ;
8x+y—6z '
14 15
+ = =44
X )
220 2%
e BT



9. 5x——=13 10. — + 3y =1
y x
10 i 15
) x
1 3 10 3
o M =5 jp Ml B i e WA o
x+y+1 x—y+1 x+2y—1 x+2y+8
4 9 4 10 : 6 5h
x+y+1 x—y+1 = x+2y—1 AT 2y 8 0
1 i
13. —— o =0
2x—10y+30  3x+2y—11
—17 6
£ = 0,2

5018 | Gea Ty

Fo @i 2 1 3
4. —+-+-=14 15: = — — =
N g i ) N d
1 & 5 by 1 ; DL D
2 L 7 .2 ) y+z 4
2 3 1 3 5 6 4 5
N _‘_ — = S =
x Ay 3z 2 x+y y+z x4z 12

6.7 Textaufgaben

6.7.1 Bestimmung von Zahlen
1. Addiert man zu einer Zahl das Dreifache einer anderen, so ergibt sich 18.
Subtrahiert man dagegen vom Dreifachen der ersten Zahl die zweite, so
erhilt man 4. Wie heillen die Zahlen?
2. Die Summe zweier Zahlen verhilt sich zu ihrer Differenz wie 13:22. Die
doppelte Summe der Zahlen tibertrifft ihre Differenz um .

e

. Die Differenz zweier Zahlen ist eine gerade Primzahl. Thre Summe ist
gleich dem Quadrat dieser Primzahl.

4. Zwei natiirliche Zahlen verhalten sich wie 2:7. Die kleinere ist in der

groBeren dreimal enthalten, wobei 9 als Rest bleibt.

Ln

. Eine zweiziffrige Zahl ist viermal so grof} wie die Quersumme. Vertauscht
man die beiden Ziffern, so erhilt man eine um 18 groBere Zahl.




6.

o 10.

11.

12.

13.
o14.

17.

18.
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Die Zehnerziffer einer dreistelligen Zahl ist 6. Vertauscht man die Einer-
mit der Hunderterziffer, so ergibt sich eine um 99 gréBere Zahl. Vertauscht
man dagegen die Einer- mit der Zehnerziffer, so verkleinert sich die Zahl
um 18.

. Eine dreistellige Zahl, deren Wert sich bei Vertauschung der beiden ersten

Ziffern nicht dndert, hat die Quersumme 15. Vertauscht man die beiden
letzten Ziffern, so nimmt sie um 27 zu.

. Eine zweistellige Zahl ist durch 9 teilbar. Vertauscht man ihre beiden Zif-

fern, so ergibt sich eine Zahl, die um die Quersumme groBer ist.

. Eine dreistellige Zahl ist durch 11 teilbar. Auf ihrer Zehnerstelle steht die

Ziffer 8. Vertauscht man die Einer- mit der Hunderterziffer, so ergibt sich
eine um 198 groBere Zahl. (Anleitung: Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn
ihre »alternierende Quersummec, das hei3t die Summe der an 1., 3., 5.,
usw. Stelle stehenden Ziffern vermindert um die Summe der an 2., 4., 6.,
usw. Stelle stehenden Ziffern durch 11 teilbar ist.)

Aus einer dreistelligen Zahl gewinnt man zwei vierstellige Zahlen, indem
man eine gewisse Ziffer einmal davor setzt, das andere Mal hinten an-
hangt. Die Summe der so gewonnenen neuen Zahlen ist 11 803, ihre Diffe-
renz 3069. Wie heil3t die urspriingliche Zahl und welche Ziffer wurde ange-
hdangt? (Anleitung: Fiihre die neuen Zahlen als Unbekannte ein!)

VergroBlert man bei einem Bruch Zihler und Nenner um 1, so nimmt er
den Wert 4 an. Verkleinert man hingegen Zihler und Nenner um 3, so

erhilt der Bruch den Wert £. Wie heiBt der urspriingliche Bruch?

Subtrahiert man vom Zihler und vom Nenner eines Bruches die Zahl 6, so
erhilt er den Wert £. Verdoppelt man dagegen den Zihler und addiert zum
Nenner 3, so erhdlt der Bruch den Wert 3. Wie heif3t der Bruch?

Zwei Zahlen verhalten sich wie 2: 3; die Summe ihrer Kehrwerte ist 5.
Zwei naturliche Zahlen verhalten sich wie 7: 3. Dividiert man die groBere
durch die kleinere, so bleibt 37 als Rest.

Eine zweistellige Zahl verhilt sich zu der durch Vertauschung ihrer Ziffern
entstehenden Zahl wie 8 : 3. Teilt man die kleinere der beiden Zahlen durch
thre Zehnerziffer, so ergibt sich 13, Rest 1.

Eine vierstellige ungerade Zahl ist durch 25 teilbar. [hre Quersumme hat
den Wert 26. Addiert man die Zahl zu derjenigen, die durch Umkehrung
ihrer Ziffernfolge entsteht, so erhilt man 12661.

Eine Zahl liegt zwischen 300 und 400. Sie ist 36-mal so grof3 wie ihre Quer-
summe; 1thre Zehnerziffer verhilt sich zur Einerziffer wie 1:2.

Die Summe zweier Zahlen verhilt sich zur Differenz wie 3 : 1, die Differenz
zum Produkt wie 1:6.
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Die Quadrate zweier natiirlicher Zahlen unterscheiden sich um 93. Wie
lauten diese Zahlen?

20. Aufgabe 18 des 1. Buches der Apt9unzirs des DiopHANT (um 250 n. Chr.):

Drei Zahlen sind gesucht, sodass je zwei zusammen die jeweils dritte ent-

weder um 20 oder um 30 oder um 40 iibertreffen.

6.7.2 Teilen und Verteilen

4 I

23.

24.

o 25,

26.

Eine Anzahl Personen ist auf zwei Rdume verteilt. Gehen 13 Personen aus
dem zweiten in den ersten Raum, so sind dort doppelt so viele wie im
zweiten. Wenn sich noch weitere 12 Personen aus dem zweiten in den
ersten Raum begeben, befinden sich in diesem gerade viermal so viele wie
im zweiten Raum. Wie groB ist die Gesamtzahl der Personen und wie viele
befanden sich anfangs in den einzelnen Rdumen?

. Die Schiilerzahlen zweier Klassen verhalten sich wie 4:5. An einem be-

stimmten Tag fehlen in der einen Klasse 2, in der anderen 1 Schiiler, wo-
durch das Verhiltnis der Schiilerzahlen 3 : 4 wird. Wie viele Schiiler besu-
chen jede Klasse?

Bei einer Gesellschaft verhielt sich die Anzahl der Herren zur Zahl der
anwesenden Damen wie 3:2. Nachdem drei der Herren sich vorzeitig
verabschiedet hatten, kamen noch zwei Ehepaare hinzu. Nun verhielt sich
die Anzahl der Herren zu derjenigen der Damen wie 5 : 4. Wie viele Da-
men und Herren waren zu Beginn anwesend?

Karl und Otto kaufen zusammen ein Los fiir 10 €, wozu Karl 6 € und
Otto 4 € beisteuern. Sie gewinnen eine groflere Summe, die sie im Ver-
hiiltnis ihrer Einsitze aufteilen. Karl kauft sich von dem Gewinn ein
Grundstiick um 60 000 €. Otto ein Auto um 27000 €. Danach verbleibt
Otto gerade noch doppelt so viel wie Karl. Wie grod war der Gewinn
und wie viel erhielt jeder davon?

Kunze und Link griinden ein Geschiift, an dessen Grundkapital jeder mit
einer gewissen Summe als Geschiftseinlage beteiligt ist. Das Doppelte
des Anteils von Kunze ist um 5000 € groBer als der dreifache Anteil von
Link. Der Gewinn nach dem ersten Geschéftsjahr wird anteilméBig auf
die beiden Partner verteilt. Kunze erhilt dabei um 22500 €, Link um
13500 € weniger als seine Einlage. Wie groB3 ist das Grundkapital des
Geschiifts und mit welchen Summen sind die beiden Partner daran betei-
ligt? Welchen Gewinn erzielten sie im ersten Jahr?

Zur Belieferung ihrer Kunden 146t eine Firma eine Anzahl gleich schwerer
Kisten auf zwei Lastwagen von 1,5 t bzw. 2 t Tragkraft verladen. Sie wer-
den auf die beiden Wagen im Verhaltnis der Tragfahigkeit verteilt. Beim
ersten Kunden werden vom kleineren Wagen 20, vom grofleren 10 Kisten
abgeladen. Nun enthalt der groBere Wagen doppelt so viel Ladegut wie
der kleinere. Wie viele Kisten befanden sich urspriinglich auf jedem Wagen?




156

27.

28.

*29.

6.7
31.

e 33.

34.

35.

*

6 Lineare Gleichungssysteme

Ein erstes Petroleumfass enthélt 8 1 weniger als ein zweites. Gie3t man
nun aus dem zweiten 281 in das erste Fass, so enthélt dieses dreimal so
viel wie jenes. Wie viel Liter Petroleum waren anfangs in jedem Fass?
Ein Bauer hat auf seinem Hof 23-mal so viel Hiithner wie Kiihe. Alle
Hithner und Kiithe zusammen haben 90 Fulle. Wie viele Hithner und
Kiihe sind es?

Ein Buchhandler bezieht drei verschiedene Sorten von Biichern zum Preis
von 40 €, 12€ und 7 € pro Stiick. Es sind insgesamt 100 Biicher, und
die Rechnung lautet auf 1000 €. Wie viele Biicher von jeder Sorte waren

es?

. Aus dem griechischen Papyrus Michigan (1. Hilfte des 3. Jh.s n. Chr.):

9900 Drachmen* sollen an 4 Personen verteilt werden. Dabei erhilt die
vierte Person 300 Drachmen mehr, als die drei anderen zusammen erhal-
ten; die dritte Person erhilt 300 Drachmen mehr, als die erste und zweite
zusammen erhalten; die zweite Person schlieBlich erhilt mehr als die erste.
und zwar um 5 dessen, was die erste bekommt. Wie viel erhélt jeder?

.3 Mischungsaufgaben

Mischt man 7 kg einer ersten Kaffeesorte mit 9 kg einer zweiten Sorte,
so ist der Preis fiir 1 kg der Mischung 10,25 €. Werden jedoch 9 kg der
ersten mit 7 kg der zweiten Sorte gemischt, so kommt 1 kg der Mischung
auf 9,75 € zu stehen. Was kostet 1 kg der ersten bzw. zweiten Sorte?

. Yon zwei Kaffeesorten kostet 1 kg der ersten 10 €, 1 kg der zweiten 14 €.

Welche Mengen von beiden Sorten miissen gemischt werden, wenn 1 kg
der Mischung 11 € kosten soll und auBerdem von der zweiten Sorte 5 kg
weniger als von der ersten in der Mischung enthalten sein sollen?

Wird eine bestimmte Menge Salzldsung mit 187.5 cm® Wasser verdiinnt,
so ergibt sich eine 10 %ige Mischung. GieBt man noch weitere 375 cm?
Wasser dazu, dann enthilt die neue Losung nur noch 5% Salz. Wie viel
Gramm Salzlésung waren urspriinglich vorhanden und wie hoch war ihr
Prozentgehalt? (Fiihre die Masse des urspriinglich vorhandenen Wassers
und die des darin gelosten Salzes als Unbekannte ein!)

Von zwei Gefillen enthilt das eine 5 %ige, das andere 12 %ige Salzlésung.
Schuttet man den Inhalt beider Gefille zusammen, so ergibt sich eine
9.2%ige Losung. Wird diese noch mit 650 cm? reinem Wasser verdiinnt,
so sinkt ihr Salzgehalt auf 4 %. Wie viel Gramm waren urspriinglich von
jeder Losung vorhanden?

Mischt man 200 cm? einer ersten Salzldsung mit 150 cm? einer zweiten, so
ergibt sich eine Losung von der Dichte 1,08 g/cm?. Nimmt man dagegen

dpay g (drachmeé) = eine Handvoll (kleinerer Miinzen), meist eine Silbermiinze mit von Gegend zu Gegend
verschiedenem Wert.
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150 cm*® der ersten und 200 cm? der zweiten Losung, so hat die Mischung

die Dichte 1,09 g/cm®. Welche Dichte haben die beiden Ausgangslésun-
a1 7

gen

gen':

Luft ist (im Wesentlichen) eine Mischung der Gase Sauerstoff und Stick-
stoff. Sauerstoff hat unter Normalbedingungen (0 °C. 1013 hPa) die Dich-
te 0,00143 kg/dm?, Stickstoff 0,00125 kg/dm?> und Luft 0,00129 kg/dm?.
Wie viel kg Sauerstoff bzw. Stickstoff befinden sich unter Normalbedin-
gungen in einem Zimmer von 5Sm Linge, 4 m Breite und 2,5m Hohe?

Wenn man 2 g einer ersten Goldsorte mit 3 g einer zweiten mischt, entsteht
eine Legierung vom Feingehalt* 500. Mischt man dagegen 7 g der ersten
Sorte mit 3 g der zweiten, so erhilt man eine Legierung vom Feingehalt
425. Bestimme die Feingehalte der beiden Goldsorten.

. Eine Goldlegierung wird mit 1,3 g Kupfer verschmolzen, wodurch eine
B

Legierung vom Feingehalt* 553,5 entsteht. Nachdem noch weitere 2 g
Kupfer hinzugegeben wurden, hat die Legierung den Feingehalt 369. Wie
viel Gramm der urspriinglichen Legierung wurden verwendet und wel-
chen Feingehalt hatte sie?

. Das Epigramm** des METRODOROS (330 n. Chr.):

Schmied einen Kranz mir, du Kiinstler! Nimm Gold und Kupfer zur Mi-
schung, gieB auch Zinn noch hinzu und hartes Eisen! Denn sechzig Mi-
nen*** wiege der Kranz: Das Gold mit dem Kupfer zusammen wiege zwei
Drittel vom Ganzen; das Gold mit dem Zinne zusammen wiege drei Vier-
tel davon; das Gold mit dem Eisen hinwieder wiege drei Fiinftel vom
Kranz. Nun sag mir genauestens, wie viel du Gold benotigst dazu, wie
viel von dem Kupfer, wie viel du Zinn auch bendétigst, und sag, wie viel
Eisen brauchst du am Ende, dass ein Kranz mir entsteht von sechzig
Minen zusammen.

6.7.4 Bewegungsaufgaben

40.

41.

*

L2 ]

Klaus und Heinz wohnen in zwei Orten, die 22,5 km voneinander entfernt
sind. Um sich zu treffen, gehen sie einander entgegen. Heinz bricht um
8 Uhr auf, wihrend Klaus sich erst eine Viertelstunde spater auf den
Weg macht. Sie begegnen sich um 10.38 Uhr. Waren beide gleichzeitig
weggegangen, hitten sie sich nach genau 23 Std. getroffen. Wie viel km
legte jeder in der Stunde zurtck?

Ein Schleppzug durchfihrt auf der Donau die 288 km lange Strecke von
Passau nach Wien stromabwirts in 14 Std. 24 Min., stromaufwirts in

Der Feingehalt ist der in Promille der Gesamtmasse ausgedriickte Gehalt an reinem Edelmetall.
Emiypopuue (epigramma) = Aufschrift, Inschrift, hier Sinngedicht, eine poetische Form, in der ein Gedanke
in konzentrierter Weise dargestellt wird.

uvd (mna), lat, ming, ein orientalisches Lehnwort, bezeichnet eine Gewichtseinheit. die in Griechenland
entweder 623,7 g (dgindisch) oder 436.6 g (attisch) entsprach.
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32 Std. Berechne die mittlere Eigengeschwindigkeit des Schleppzuges und
die mittlere Stromungsgeschwindigkeit des Flusses.

Ein Schwimmer steigt in einen Fluss und versucht zunidchst 1 Minute lang
gegen die Stromung zu schwimmen. Er wird dabei jedoch 42 m abgetrie-
ben. Daraufhin wendet er und schwimmt nun 3 Min. mit der Stromung.
Er steigt 492 m von seinem Ausgangspunkt entfernt an Land. Wie viel
Meter pro Sekunde legte er gegeniiber dem Wasser im Durchschnitt zu-
rick und wie groB3 war die Stromungsgeschwindigkeit des Flusses?

. An einem Fohntag startet in Furstenfeldbruck ein Diisenflugzeug zu ei-

nem Testflug. Als Priifstrecke dient die Entfernung zwischen einer be-
stimmten Marke auf dem Flugplatz und dem Gipfel der Zugspitze; sie
betragt 88,4 km. Fiir den Hinflug stoppt der Bordfunker eine Zeit von
2764 s, fiir den Riickflug 260 s. Wie groB3 war die Eigengeschwindigkeit des
Flugzeugs und diejenige des Windes, wenn man annimmt, dass die Flug-
strecke genau in Windrichtung verlief? Wurde die »Schallmauer« durch-
brochen? (Schallgeschwindigkeit: 340 m/s)

Ein Lastwagen fahrt von Miinchen auf der Autobahn nach Niirnberg.
20 Min. spiter folgt ihm ein Personenkraftwagen, derihn in 1 Std. einholt.
Nach weiteren 20 Min. hat der Personenkraftwagen einen Vorsprung von
10 km. Berechne die Geschwindigkeit des Last- bzw. Personenkraftwa-
gens.

. Otto und Klaus tragen in einem Stadion ein Radrennen aus. Nachdem

Otto 55 Runden gefahren ist, wird er von dem schnelleren Klaus zum
ersten Mal iiberrundet. Beim Uberholen stiirzt jedoch Klaus vom Rad,
zum Gluck ohne ernstere Folgen. Bis er von neuem starten kann, ist
Otto um 105 m weitergefahren. Klaus fahrt mit der fritheren Geschwin-
digkeit und holt Otto nach 94,5 s erneut ein. Wie viel km/h betragen die
Geschwindigkeiten der beiden Fahrer?

Auf einer geschlossenen Aschenbahn von 350 m Linge starten zwei Liu-
fer von demselben Punkte aus in entgegengesetzter Richtung. In dem Au-
genblick, in dem der schnellere gerade die halbe Bahn durchlaufen hat,
betrdgt der Abstand der beiden Laufer noch 163 m. Sie begegnen sich zum
ersten Mal genau 25s nach dem Start. Welche durchschnittliche Ge-
schwindigkeit hat jeder der beiden Laufer?

Klaus und Peter starten gleichzeitig zu einem Wettlauf. Die Geschwindig-
keit von Klaus ist um 12,5% grofer als die von Peter. Nachdem Klaus
zum 340 m entfernten Ziel gelangt ist, kehrt er sofort um und trifft beim
Riicklauf auf Peter, genau 40 s nach dem gemeinsamen Start. Wie grof3
sind die Geschwindigkeiten der beiden Léufer und in welcher Entfernung
vom Startpunkt treffen sie zusammen?

Von zwei ineinander greifenden Zahnridern hat das eine 8 Zahne mehr
als das andere. 5 Umdrehungen des kleineren Rades entsprechen gerade
3 Umdrehungen des grofleren. Wie viel Ziahne hat jedes der beiden Rider?
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Bei einer Schnellzugslokomotive macht auf einer Strecke von 441 m das
Laufrad 112 Umdrehungen mehr als das groBere Treibrad. Auf je 7 Um-
drehungen des Laufrads kommen 3 Umdrehungen des Treibrads. Wie
viele Umdrehungen macht das Treibrad auf einer Strecke von 10,5 km?

6.7.5 Aufgaben aus der Geometrie

n
-

tn
o0

. In einem gleichschenkligen Dreieck verhilt sich der Winkel an der Spitze

zu einem Basiswinkel wie a) 6:7, b) 23 :1. Berechne alle Winkel des
Dreiecks.

. Von den Winkeln o, f und y eines Dreiecks verhilt sich o zu ff wie 5 zu 6,

B zu y wie 2 zu 3. Bestimme die drei Winkel.*

. Die Hilfte eines Umfangswinkels ist um 6° kleiner als der dritte Teil des

zugehorigen Zentriwinkels. Bestimme die beiden Winkel.

. Von den drei aufeinander folgenden Winkeln =, f3, y eines Sehnenvierecks

messen o« und ff zusammen 213°, f und y zusammen 231°. Berechne simtli-
che Winkel des Vierecks.

. In einem gleichschenkligen Dreieck von 32,5 cm Umfang ist ein Schenkel

5-mal so lang wie der dritte Teil der Basis. Berechne die drei Seiten.

. Ein rechteckiger Bogen Papier vom Format DIN A4 hat einen Umfang

von 102 cm. Die Seiten verhalten sich (ziemlich genau) wie 10: 7. Bestim-
me Lénge und Breite.

56. Die Mittelparallele eines Trapezes misst 6,8 cm. Die beiden parallelen

Seiten verhalten sich wie 7: 10. Berechne ithre Lange.

In einem Tangentenviereck mit den aufeinander folgenden Seiten a, b, ¢, d
sind ¢ und ¢ zusammen 84 cm lang, wihrend b und d sich wie 10: 11
verhalten. Berechne b und d.

. In einem Tangentenviereck mit den aufeinander folgenden Seiten a, b, ¢, d

betrdgt die Summe aus ¢ und b 14 cm, ferner verhilt sich a zu d wie 4 : 7.
Wie groB sind die vier Seiten, wenn der Umfang 40 cm betrédgt?

. Die Fliche eines Rechtecks bleibt ungedndert, wenn man die erste Seite

um 2 cm grofBer, die zweite um 1 cm kleiner macht. Verkleinert man hinge-
gen die erste Seite um 1 cm und vergroBert die zweite um 2 cm, so hat das
neue Rechteck einen um 3 cm? gréBeren Flicheninhalt. Berechne die Sei-
ten des urspriinglichen Rechtecks.

* Der deutsche Dichter und Mathematiker Abraham Gotthelf KAsTNER (27.9.1719 Leipzig — 20.6.1800 Gt
tingen) brachte 1764 die Sitte auf, die Innenwinkel eines Dreiecks mit «, f und y zu bezeichnen. Allgemein
iiblich wurde diese Bezeichnungsweise seit 1826 durch den deutschen StraBenbauingenieur und Mathemati-
ker August Leopoeld CReLLE (17, 3.1780 Eichwerder bei Wriezen — 6.10.1855 Berlin), der zahlreiche Rechen-

biicher ver

angeschene Fachzeitschrift, begriindete.

sste und 1826 das heute noch existierende Jowrnal fiir reine wnd angewandte Mathematik, eine
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Ein Rechteck hat einen Umfang von 34 cm. Wenn man seine Linge ver-
doppelt und die Breite um 3,5 cm verkleinert oder die Breite verdoppelt
und die Lange um 5 cm verringert, so sind die entstehenden Rechtecke
flichengleich. Berechne Léinge und Breite des urspriinglichen Rechtecks.

VergroBert man bei einem Rechteck die eine Seite um 2 dm und verringert
die andere um 4 dm, so erhilt man ein flichengleiches Quadrat. Wie lang
sind die Seiten des Rechtecks?

Ein Rechteck von 28,6 cm Umfang wird im MaBstab 5 : 1 vergréBert. Im
neuen Rechteck ist der Unterschied der beiden Seiten gleich der kleineren
Seite des urspriinglichen Rechtecks. Berechne dessen Seiten.

6 Verschiedenes

Aus der Rechenung auff der linihen vnd federn des Adam RiEs (1492-1559)
von 1522 nach der Ausgabe von 1574, dem Rechenbuch auff Linien und
Ziphren:

Stem/ srocen wollen ein Pferdt fauffens Ale sum A gib mir pon deinem aclt ¢in vierthal/fo
A.ond B fur 5. fr. Spricht A. sum B.aib mie il ichhmic meinem gelt hingu aethan dag pferde
Deines gelts ein driecheil/fo toil ich mcing darsu bejablen. Dun frage ich/ wic viel jeglicher in
thun / pnd dag Pferde bezablen. Spriche B, fonberheit gelts hab?

Frau Koch kauft in einem Lebensmittelgeschift 1.5 kg Zucker und 5 kg
Mehl. Der Gesamtpreis dafiir ist 8,30 €. Eine andere Kundin bezahlt fiir
I kg Zucker und 2 kg Mehl 3,80 €. Berechne den Preis fiir 1 kg Zucker
und 1 kg Mehl.

Zur Erganzung seiner Wohnungseinrichtung hat Herr Knapp ein Darle-
hen zu 6 % aufgenommen, von dem er am Ende eines jeden Jahres aulier
dem Zins noch eine feste Rate zuriickbezahlt. Nach dem ersten Jahr hat er
1196 €, nach dem zweiten Jahr 1140,80 € zu entrichten. Welches Kapital
hat er aufgenommen und wie grol} ist die Riickzahlungsrate?

Ein erstes Kapitel, das 55% Zinsen triigt, bringt ebenso viel ein wie ein
zweites Kapitel, das zu 65 % ausgeliehen ist. Wire umgekehrt das erste zu
63 % und das zweite zu 55 % angelegt, so wire der Jahreszins beider Kapi-
talien um 20 € groBer als vorher. Wie groB sind die beiden Kapitalien?
In emner Verkaufsstelle fiir Heizol wird die Monatsabrechnung aufgestellt.
Eingekauft wurden 82 t, wahrend 76 t verkauft wurden. Es ergibt sich ein
Einnahmeiiberschuss von 3224 €. Wie grof} ist der Einkaufs- bzw. Ver-
kaufspreis einer Tonne Heizol, wenn das Unternehmen mit 25 % Gewinn
arbeitet?

Die Kosten fiir elektrische Energie setzen sich aus einem monatlichen
Grundpreis und dem sog. Arbeitspreis zusammen. In einem Haushalt
wurden in den ersten vier Monaten eines Jahres 1730 Kilowattstunden
(kWh) verbraucht. In der Jahresabrechnung war fiir diesen Zeitraum ein
Betrag von 259,25 € angegeben. Ab Mai galt ein um 0,5 Cent/kWh hohe-
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rer Arbeitspreis. Fiir die restlichen acht Monate, in denen 3165 kWh ver-
braucht wurden, mussten 491,55 € bezahlt werden. Wie hoch war der
monatliche Grundpreis und welcher Arbeitspreis pro kWh wurde zuletzt
berechnet?

Von zwei Konservendosen hat die erste 153 g brutto, die zweite 576 g
brutto. Ihre Nettogewichte verhalten sich wie 1 : 4. Von den leeren Dosen
ist die zweite um 15 g schwerer als die erste. Wie viel Prozent betrigt bei
jeder Dose die Tara? Wie grof3 sind die Nettogewichte?*

An einer Balkenwaage hidngen links ein Kohlestiick von der Dichte
1,4 g/cm?, rechts ein Granitstein von der Dichte 2,8 g/cm®. Die Waage ist
im Gleichgewicht, wenn man die beiden Korper vollstandig in Wasser
eintauchen lisst. Um in Luft Gleichgewicht herzustellen, muss rechts eine
zusitzliche Masse von 63 g angehdngt werden. Bestimme die Volumina
der beiden Korper.

Vor 3 Jahren war der Vater 4-mal so alt, wie sein Sohn heute ist. Nach
19 Jahren ist der Vater gerade doppelt so alt wie der Sohn. Wie alt sind
beide jetzt?

Hans sagt zu seinem Bruder Otto: »In 3 Jahren wirst du gerade doppelt so
alt sein wie ich.« Hierauf antwortet Otto: »Vor 5 Jahren war ich sogar
6-mal so alt wie du.« Wie alt sind Hans und Otto?

. The combined ages of Mary and Ann are 48 years. Mary is twice as old as

Ann was, when Mary was half as old as Ann will be, when Ann is three
times as old as Mary was, when Mary was three times as old as Ann.

Ein etwas neugieriger Herr fragte bei einem Ball zwei Schwestern nach
ihrem Alter. Die Altere gab ihm zur Antwort: »Vor 20 Jahren war ich
gerade doppelt so alt wie meine Schwester. In 20 Jahren werde ich doppelt
so alt sein, wie meine Schwester heute ist.« — »Danke«, sagte der Herr
geschmeichelt und begann eifrig zu rechnen. Zu welchem Ergebnis kam
er?

. Beieiner Gesellschaft wollte ein Herr das Alter seiner Tischdame 1n Erfah-

rung bringen. Da er es aber nicht fiir schicklich hielt, sie direkt danach zu
fragen, bat er sie, es erraten zu diirfen. Nachdem sie sich damit einverstan-
den erklart hatte, gab er ihr Papier und Bleistift und sagte:

»Schreiben Sie bitte heimlich [hre Telefonnummer auf den Zettel und mul-
tiplizieren Sie diese mit 20; nun 31 addieren, das Ergebnis mit 5 multipli-
zieren und Thr Alter dazuzihlen. Wollen Sie schlie8lich noch die Anzahl
der Tage von 30 Wochen, also 210, hinzuzdhlen und 365 abziehen. Nennen
Sie mir nun bitte die gefundene Zahl.« — »Gerng, sagte die Dame, »sie

* Das Wort Tara ist arabischen Ursprungs: tarh = wegwerfen, abziehen. Gegen Ende des 15.1Th.s wird es
italienisiert zu tara, womit spitestens seit dem 16 Jh. das Gewicht der Verpackung bezeichnet wird. Ende des
15. Jh.s kommen dann netto (= rein) zur Bezeichnung des reinen Warenanteils und schlieBlich Anfang des
16. Jh.s brutto (= roh, gesami) zur Bezeichnung des Gesamtgewichits in Gebrauch. Im Laufe des 16. Jh.s
werden die Ausdriicke ins Deutsche iibernommen.
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6 Lineare Gleichungssysteme

heiB3t 6362 832.« —»Dann sind Sie 32 Jahre alt«, rief der Herr, »und auller-
dem ist [hre Telefonnummer 63628.« — »Das stimmt«, sagte verbliifft die
Dame und wusste nicht, wie sie sich das Ritsel erklidren sollte. Kannst
du es losen?

Hans mochte Ottos Geburtsdatum erraten. Er ldasst ithn zu diesem Zweck
folgende Rechnung ausfithren: »Schreibe, ohne dass ich es sehen kann,
auf ein Blatt dein Geburtsjahr, multipliziere es mit 5 und zihle 3 hinzu;
vervielfache nun mit 20, addiere 52 und die Nummer deines Geburtsmo-
nats und ziehe sodann 112 ab. Verdopple das Ergebnis, zihle 31 hinzu und
multipliziere die erhaltene Zahl mit 50. Addiere jetzt noch 365 und die
Nummer des Tages deiner Geburt und vermindere das Ganze um 1915.«
Etwas erschopft nennt Otto die Zahl 19760417, »Dann bist du also am
17. April 1976 geboren«, antwortet Hans. Erklire dies!

Die Entfernung zweier Biume schitzte Karl auf 85 m, Fritz auf 75 m,
wobei Karl zu viel und Fritz zu wenig schitzte. Der Schitzfehler von Fritz
war 23-mal so grof3 wie jener von Karl. Um wie viel Meter hatte sich jeder
verschitzt? Wie groll war die wirkliche Entfernung?

Der Stausee eines Elektrizitatswerks wird tber einen Zuflusskanal mit
Wasser versorgt. Wenn 3 von den 5 gleich starken Turbinen in Betrieb sind.
nimmt der Inhalt des Stausees in 12 Stunden um 360000 m> zu. Sind

jedoch alle 5 Turbinen eingeschaltet, so verringert sich bei unverdandertem

Zufluss der Wasservorrat in 6 Stunden um 300 000 m?. Wie viel m® Wasser
flieBen dem Stausee in einer Stunde zu und welche Wassermenge benotigt
eine Turbine in der Stunde?

Da der Trinkwasserspeicher einer Stadt um 11 Uhr nur noch zur Halfte
gefillt ist, wird eine Forderpumpe eingeschaltet. Dennoch sinkt infolge
des starken Verbrauchs bis 12 Uhr der Wasservorrat auf £ des gesamten
Fassungsvermogens. Deshalb wird nun noch eine zweite, gleich starke
Forderpumpe in Betrieb genommen. Daraufthin hat sich bis 14 Uhr der
Speicher zu £ gefiillt, obwohl der Wasserverbrauch wihrend der ganzen
Zeit konstant blieb. In welcher Zeit wiirde nun nach Ausschalten beider
Pumpen der Behdlter leer sein, wenn der Verbrauch konstant bliecbe? Wie
lange braucht eine der Pumpen um den leeren Behilter zu fillen, wenn
dabei keine Wasserentnahme erfolgt?

Aus dem Chiu Chang Suan Shu (Buch VIII, Aufgabe 1):

Aus 3 Garben einer guten Ernte, 2 Garben einer mittelmafigen Ernte und
1 Garbe einer schlechten Ernte erhédlt man den Ertrag von 39 Tou. Aus 2
Garben einer guten Ernte, 3 Garben einer mittelméBigen Ernte und 1
Garbe einer schlechten Ernte erhdlt man den Ertrag von 34 Tou. Aus
1 Garbe guter Ernte, 2 Garben mittelmaBiger Ernte und 3 Garben
schlechter Ernte erhilt man den Ertrag von 26 Tou. Frage: Wie viel ist

Jedes Mal aus 1 Garbe der Ertrag der guten, mittelmaBigen und schlechten

Ernte? (1 Tou ~ 0,2 dm?)
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Zweil Heimarbeiterinnen stellen fiir eine Firma denselben Serienartikel
her. Als die zweite mit der Arbeit anfiingt, hat die erste bereits 5 Stuck
fertig gestellt. Da die zweite Arbeiterin flinker ist und die erste aullerdem
eine Pause von einer halben Stunde einlegt, holt sie diese nach 2 Std. ein.
Nach weiteren 3 Std. beendet die zweite ihre Arbeit, wihrend die erste
noch eine halbe Stunde langer tétig sein muss, um dieselbe Stuckzahl zu
erreichen. Wie viel Stiick fertigt jede Arbeiterin pro Stunde an?

Eine Tischdecke von 1,60 m Linge und 1,30 m Breite wird auf einer Nah-
maschine mit einer Doppelnaht eingesdumt, wobei die zweite Naht mit
einer etwas groBeren Stichweite gendht wird als die erste. Auf diese Weise
treffen bei der zweiten Naht auf die Lingsseite 160 Stiche weniger als bei
der ersten. Zum Einsdumen des Tischtuchs waren insgesamt 5220 Stiche
notwendig. Welche Stichlidngen haben die beiden Nahte?

. Ein rechteckiges Grundstiick wird so umzidunt, dass in jeder Ecke ein

Pfosten steht und die einzelnen Pfosten in gleichem Abstand aufeinander
folgen. Auf der Lingsseite stehen 7 Pfosten mehr als auf der Breitseite.
Wie viele Pfosten stehen auf einer Langs- bzw. auf einer Breitseite, wenn
sich die Linge des Grundstucks zu seiner Breite wie 3 : 2 verhélt?

Ein rechteckiges Grundstiick von 126 m Lidnge und 42 m Breite soll mit
Obstbidumen bepflanzt werden, die in Langs- und Querreihen angeordnet
sind. Dabei soll der Abstand eines dulleren Baumes von der Grenze des
Grundstiicks gleich dem halben Baumabstand in der betreffenden Rich-
tung sein. Bei einer ersten Planung wird vorgesehen, dass der Abstand
zwischen zwei Lingsreihen ebenso groB} ist wie der zwischen zwei Querrei-
hen. Danach entschlieBt sich der Besitzer jedoch, die Zahl der Lingsreihen
um 1, die der Querreihen um 2 zu erhohen, wodurch er 32 Baume mehr
unterbringt. Wie viele Biume werden also endgiiltig gepflanzt?

. Als AbschluB seiner Arithmetica integra — »Die ganze Arithmetik« — von

1544 bringt Michael STIFEL (1487(?)-1567) ein exemplum pulchrum, ein
»schones Beispiel«:

Drei Reisende finden, wihrend sie zusammen so dahingehen, einen Ran-
zen mit 73 Gulden. Sie stellen fest, dass diese 73 Gulden zusammen mit der
Barschaft der ersten beiden das Doppelte dessen sind, was der erste und
dritte und der zweite und dritte gemeinsam bei sich haben. Diese 73 Gul-
den ergeben aber auch mit dem Besitz des ersten und dritten das Dreifache
dessen, was der zweite und dritte und der erste und zweite mit sich fithren.
Und schlieBlich ergeben diese 73 Gulden zusammen mit der Barschaft des
zweiten und dritten das Vierfache dessen, was der erste und zweite und der
erste und dritte zusammen bei sich tragen. Wie viele Gulden besitzt jeder?
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Zu Seite 165:

Ausder Vorrede zu Buch IX der Zehn Biicher iiber die Architekiur des ViTRUV, Uberset-
zung von C. FENSTERBUSCH.

9. Obwohl aber ARCHIMEDES viele verschiedene, bewundernswerte Entdeckungen ge-
macht hat, scheint von allen diese, von der ich nun berichte, auch mit unendlich gro-
Bem schopferischem Geist erarbeitet zu sein. In Syrakus ndmlich hatte sich HIERON DER
JUNGERE zu einer starken Konigsmacht emporgeschwungen. Als er nach seinen Siegen
den unsterblichen Géttern in einem Heiligtum einen goldenen Kranz als Weihegabe
niederzulegen beschlossen hatte, verdingte er die Anfertigung um einen Arbeitslohn
und wog dem Unternehmer das Gold genau nach Gewicht zu. Dieser legte zur gegebe-
nen Zeit das schon handgearbeitete Werkstiick zur Abnahme vor, und er schien das
Gewicht des Kranzes genau abgeliefert zu haben. 10. Spéter wurde Anzeige erstattet, es
sei Gold weggenommen und dem Kranz ebenso viel Silber beigemischt worden.
HiERON war dartiber erbost, dass er betrogen war. Da er jedoch kein Mittel ausfindig
machen konnte, wie er die Unterschlagung nachweisen konnte, bat er ARCHIMEDES, er
sollte es tibernehmen, sich dariiber Gedanken zu machen. Wihrend dieser dariiber
nachdachte, ging er zufillig in eine Badestube und, als er dort in die Badewanne stieg,
bemerkte er, dass ebenso viel wie er von seinem Koérper in die Wanne eintauchte, an
Wasser aus der Wanne herausfloss. Weil (dieser Vorgang) einen Weg fiir die Losung der
Aufgabe gezeigt hatte, hielt er sich daher nicht weiter auf, sondern sprang voller Freu-
de aus der Badewanne, lief nackend nach Hause und rief mit lauter Stimme, er habe das
gefunden, was er suche. Laufend rief er ndmlich immer wieder griechisch: ,,Ich hab’s
gefunden! Ich hab’s gefunden®. 11. Dann aber soll er in Verfolg dieser Entdeckung zwei
Klumpen von dem gleichen Gewicht, das auch der Kranz hatte, gemacht haben, einen
aus Gold, einen zweiten aus Silber. Danach fiillte er ein groBes Gefall bis an den
duBersten Rand mit Wasser, und dahinein tauchte er den Silberklumpen. Der Grof3e
des in das Wasser eingetauchten Silberklumpens entsprach die Menge des abflieBenden
Wassers. Dann nahm er den Klumpen heraus. Darauf goss er, mit einem Sextar® ab-
messend. so viel Wasser, wie es weniger geworden war, in das Gefil nach, sodass das
Wasser in derselben Weise, wie es vorher gewesen war, mit dem Rand eine waagerechte
Fldche bildete. So fand er daraus, welches bestimmte Gewicht Silber einem bestimmten
Mal} Wasser entsprach. 12. Nachdem er dies festgestellt hatte, tauchte er in der gleichen
Weise den Goldklumpen in das volle Gefall, nahm ihn wieder heraus, fiigte in der
gleichen Weise das abgemessene Quantum Wasser hinzu und fand, weil der Messbecher
eine geringere Anzahl von Sexteln Wasser anzeigte, um wie viel bei gleich groflem Ge-
wicht ein Goldklumpen in seinem Volumen kleiner ist als ein Silberklumpen. Spéter
aber fullte er das Gefdl3 wieder auf, tauchte den Kranz selbst in das gleiche Wasser
hinein und fand, dass, als der Kranz eingetaucht war, mehr Wasser (aus dem Messbe-
cher) abgeflossen war als dann, als der Goldklumpen von gleichem Gewicht einge-
taucht war. Und so errechnete er aus dem, was im Falle des Kranzes mehr an Wasser
zugetan war als im Falle des Goldklumpens, die Beimischung des Silbers zum Gold
und wies sie und die handgreifliche Unterschlagung des Goldarbeiters nach.

* gextarius = 0,547 1. der 6. Teil eines congius
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