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Da (I, IT) < (I"", I1"""), ist dies auch die Losung von (I, IT). Zur Kontrolle
auf eventuelle Rechenfehler fithren wir aber noch eine Probe durch.

Probe: 11.S=2-(—28) +7- L= 324 11 =23 _ 5 =RS; richtig!
I LS=3-(—%)+8-=—121 88127 =RS; richtig!

Damit gilt: L = {(—2%2|%")}

Beispiel 2:
[ 9x—21y =10
[I 6x—14y=13
[' 9x — 21y =10 =1
II' 0-x+4+0:-yp=2% II'=11+1(—%); (B)

[’ und damit das Gesamtsystem hat keine Losung; L =1 }.

Beispiel 3:

[ 14x+49y =3

II 8x+28y=35

[' 14x + 49y = 3 =1

II' 0-x+0-y=0 II'=11+4+1(—5): (B)

[T’ stellt eine allgemein giiltige Gleichung dar. Als Bedingung fiir x und y
bleibt nur die Gleichung 1'. Daher gilt:
L = {(x]|y)|14x +49y =3}.

Das Gleichungssystem hat also unendlich viele Losungen.

Die vorangehenden Beispiele zeigen, dass bei Systemen von zwei linearen
Gleichungen mit zwei Unbekannten jeder der eingangs genannten Losungs-
fille tatsachlich auftreten kann.

6.4.2 Spezielle Losungsverfahren

Die Umformung eines linearen Gleichungssystems mithilfe der Schritte (A)
und (B) bis zur Ermittlung der Losungsmenge kann auf sehr unterschiedliche
Art erfolgen. Besonders zweckmiBig sind die drei folgenden Verfahren.

1) Das Einsetzungsverfahren

Man l6st eine der Gleichungen nach einer Unbekannten auf und ersetzt in der
anderen Gleichung diese Unbekannte durch den erhaltenen Term. Auller ein-
fachen Umstellungen durch Termaddition bentitzt der erste Schritt die Um-
formung (A), der zweite die Umformung (B).
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Beispiel:
[ 3x—yp="17
I 2x+4y=-—1
[y =80 — folgt aus I-(—1); (A)
I’ 2x+4y=—1 L =11
[“ p=3x—"1 R I
[I" 2x4+43x—T)=—1<14x=27 folgtausII'4+ I'-(—4); (B)
[ y=3x—17 | b =50
[y =0T et | (A)
[ y=3-4—T<y=—"1 folgt aus I + 3 - II""; (B)
1" x =47 | =1 | (i
Diese sehr ausfithrlich gehaltene Niederschrift des Losungsganges lasst
sich stark vereinfachen. Aus (I, II) kann sofort (1", I1"") gewonnen werden

und daraus zuerst 11", dann I'’”. Die verkurzte Form sieht (mit neuer

Nummerieru ng) S0 daus:

[F 3=l
I 2x+4y=-—1
I »=3x-17 (I nach y aufgelost)
I 2x4+403x—T7)=—1 <> 14x=27 (ypin II eingesetzt)
[ x =2f (I nach x a-mf‘gcliﬁsa_ -
" y=3:-4 T yp=~1I (x in I’ eingesetzt)
L— (-1}

2) Das Additionsverfahren

Man multipliziert die beiden Gleichungen mit Faktoren, die so gewéhlt wer-

den, dass

in den neuen Gleichungen die Koeffizienten bei einer der beiden

Unbekannten sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden (Umformung
(A)). Bei der nachfolgenden Addition dieser Gleichungen (Umformung (B))
»verschwindet« diese Unbekannte: Als zweite Gleichung wird eine der Aus-
gangsgleichungen in der urspriinglichen oder in der multiplizierten Form ver-

wendet.

Beispiel 1:

[ 3x+42y=28

[I 5x—3y=—31

I 9x + 6y =24 I =13
[1" 10x—6y=—62 [I'=1I-2
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[ 19x=—38 ["=1"41I

[I* 9%+ 6y=24 " =T

[ e=—2 [“nach x aufgelost
II" 6y =42 x in I1"” eingesetzt
o= —2 =

I =1 [T nach y aufgelost

L={(~2ID)

Eine nahe liegende Abkiirzung der Niederschrift erhilt man, wenn man
die obigen Gleichungen I', II' gar nicht anschreibt, sondern sofort ihre
Addition ausfiihrt:

[ 3x+2y=38 |23

II 3x—3y=-31 || -2

T 19x=—38 I'=1-3+11-2

[I' 5x—3y=—31 1" =1II
Tx——p I’ nach x aufgelost

" —3y=-21 x 1n II" eingesetzt
17 x=—2 =T
[y =7 I[T" nach y aufgelost
L={(—2|7)] '
Beispiel 2:

[ S5l gey sl ol ilg
I —9x+21y= 12 [[-1

I' 0=0 ; [ =1-6+11-1 i
[I' —3x+7y=4 [I' = II - § (Vereinfachung von II)
=10 B
A e J'Y; 2 IT" nach y aufgelost

Das Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen. Man kann x will-
kurlich wihlen und dazu y nach I1” berechnen. Wir wollen dies durch eine

(immer zu empfehlende!) Proberechnung iiberpriifen.

. - 3x+4 - 3x+4 o L
Probe: I LS =1,5x—3,5" T 1,5 — —— = — 2 = RS; richtig!
y 3x+4 oy
HEES — 0 0] 7 =—9x+3(3x+4) =12 = RS; richtig!

Damit gilt: L = {(.\'I_r)

3x+4
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Manchmal ist es von Vorteil, dau Additionsverfahren zweimal anzuwenden.
Wenn es gelingt, zuerst durch Elimination von y auf eine Gleichung der Form
e ddl]ll— yiederum ausgehend von dem uxsplum_lu,hun System —entspre-

chend auf eine Gleichung y = b zu kommen, so ist («¢|b) die Losung des Sys-
tems.

Beispiel 3:

I ey l0y=15 |9 [ 10

T 20 rdasy=g1 =2 i

[ 14x=T73 e 94+11-(—2)
[T" —35y = 57 [I'=1-104+11-(—3)
" x= 12 I nach x aufgelst
" y=—3 [I' nach y aufgeldst

Die Probe zeigt, dass wir damit eine Losung gefunden haben:
Probe: 1 6- ,4—|—10 (—33)=2%5
[1 2013 445 (—55) =132 — 213 = 211 — 31; richtig!
73 57
E= [{14[ o= ;w]:

9 _ 114 _ 105 _ 15; richtig!

Bei den zwei bisher behandelten Losungsverfahren fiir lineare Systeme von
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten geht es jeweils darum, ein dquivalen-
tes System zu finden, in welchem eine Gleichung nur noch eine der beiden
Unbekannten enthilt. Deren Wert kann damit berechnet und in die andere
Gleichung eingesetzt werden. Damit gewinnt man eine Gleichung, in der nur
noch die zweite Unbekannte auftritt, sodass auch diese berechnet werden
kann. Nattirlich vereinfacht sich das Losungsverfahren sehr, wenn bereits im
urspriinglichen System eine Gleichung mit nur einer Unbekannten vor-
kommt. Solche Aufgaben konnten schon in 6.3 gelost werden.

+*3) Die Cramer’sche Regel

Gibt es fiir ein System von zwei linearen Gleichungen fiir zwei Unbekannte
eine Losungsformel? Wir wollen versuchen, diese Frage zu beantworten. Ein
solches Gleichungssystem hat allgemein die Form

I ax+by=e

[I cx+dy=1F.

Dabei sind a. b, ¢, d, e, fbeliebige Zahlen. Da durch sie das Gleichungssystem
festgelegt ist, muss dies auch fiir die Losungsmenge gelten; d.h., die even-
tuellen Losungen miussen sich aus diesen Koeffizienten berechnen lassen.
Wir versuchen, das System (I, IT) durch Aquivalenzumformungen auf die Ge-
stalt x = u A y = vzu bringen. Dazu beniitzen wir das doppelte Additionsver-
fahren:
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[ ax+by=ce | - d - {(=¢)

II ex+dy=f |-(=b) |-a

I' (ad — be)x = de — bf I'=1-d+11:-(—b)
[1" (ad — be)y = af — ce [I'=1-(—¢)+1l-a

Man erkennt, dass es moglich ist, das Eliminieren von y aus der ersten und
von x aus der zweiten Gleichung so vorzunehmen, dass bei der jeweils {ibrig
bleibenden Unbekannten derselbe Faktor ad — bc steht. Falls dieser von null
verschieden ist. kann man die Rechnung fortsetzen:

ek
= ; fl 5
ad — bc =
C_ - falls ad—bc+0.
P o
ad — be’

In diesem Fall besitzt das Gleichungssystem genau eine Losung und die Glei-
chungen 1", I1” stellen die gesuchte Losungsformel dar.
Wenn jedoch ad — be = 0 gilt, hat das System (I', II') die Form

[' 0-x=de—0bf

IT" 0-y=af—ce

und lasst sich nicht auf die Form x = u A y = v bringen. Man kann zeigen,
dass es in diesem Fall entweder keine oder unendlich viele Losungen gibt.
Vergleiche dazu die Beispiele 2 und 3 auf Seite 1411,

Die fir ad — be % 0 gefundene Losungsformel halten wir fest in

Satz 139.1: Das Gleichungssystem

ax+by=e
cex+dy=f

hat fiir ad — bc #+ 0 genau eine Losung, namlich
de—bf af — ce
= D !
ad — be ™ - ad — bc

Der Term ad — bc, von dessen Wert es abhingt, ob das Gleichungssystem
eindeutig losbar ist oder nicht, hei3t Determinante*® des Gleichungssystems.
Die zwei Losungsformeln in Satz 139.1, nach denen man die Losung berech-
nen kann, falls diese Determinante von null verschieden ist, werden als
Cramer’sche Regel** bezeichnet.

* determinare (lat.) = abgrenzen

** benannt nach Gabriel CRaMER (1704—1752), der dieses Verfahren 1750 als Anhang zu seiner Introduction a

lanalyse des lignes courbes algébrigues — »Einfiihrung in die Analysis algebraischer Kurven« — unter dem
Titel De 'évanouissement des inconnues — »Uber das Verschwinden von Unbekannten« — verdffentlichte.
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Fiir Determinanten gibt es eine besondere Schreibweise. vereinbart durch

£ a b
Definition 140.1: . =qg-d—>b-¢

heil3t zweireihige Determinante .

Wenn man sich die Differenz der bei-
den Produkte in Definition 140.1 na-
her ansieht, erkennt man folgende
Merkregel fiir die Berechnung einer
zweireihigen Determinante:

Zahl oben links - Zahl unten rechts
minus
Zahl oben rechts - Zahl unten links

Nennt man die 1m Determinanten-
schema von links oben nach rechts
unten verlaufende Diagonale Haupt-
diagonale und die andere Nebendia-
gonale, so ergibt sich fiir ad — bc der
in Abbildung 140.1 veranschaulichte
Merkspruch

»Hauptdiagonale
minus
Nebendiagonale«.
a b
Abb. 140.2 Gabriel CRAMER, gespro-
chen kramdr, d betont (31.7. 1704
¢ d Genf—4.1. 1752 Bagnols-sur Céze).
Abb. 140.1 Zur Berechnung einer zwei- Gemilde Robert GARDELLE
reihigen Determinante (1682-1766) zugeschrieben.

Auch die Ziahler der in der Cramer’schen Regel auftretenden Briiche kann
man als Determinanten schreiben. Es gilt ndmlich
e b : la e
, af—ce= :
d (i
Damit lasst sich Satz 139.1 in der folgenden Form schreiben, in der wir ihn
uns auch merken wollen:

de — bf =
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Satz 141.1: Die Cramer’sche Regel. Das Gleichungssystem
ax+by=e hat fi la b| 0 et s mlicl
T 1 : - () genau eine Losung, n: :
cx +dy =1 1t i Sl genau eine Losung, nimlich
A |
le & a e
d ¢
el e
a la b|
c d lc d|

Beispiel 1:

[ Sx+2p=2

II 3x—3y=4

Wir berechnen zuerst die Determinante des Gleichungssystems:

| 5 2 ! X ‘
i |=5(=3)—2:3=—15—6 = — 21; also nicht null.
3 A
Daher hat das Gleichungssystem genau eine Losung, die man nach der
Cramer’schen Regel berechnen kann:

2 |2
AN —14 2
X i — &= X = —
21 = 3
4 L=4(5—%)}
Bl & 14 2
P -— < J':-— << Y = —
= ] 3

Beispiel 2:
[ 1.5x—0,5y=3

1 6x—2y=1
50 s _
e oo =B 006 =0

Damit hat das System keine eindeutige Losung, die Cramer’sche Regel

ist nicht anwendbar. Ob es tiberhaupt losbar ist, konnen wir mit dem

Einsetzungs- oder dem Additionsverfahren entscheiden; man erhélt z. B.
I' 0-x40:y=11 ['=T1:-44T1-(—1)

IT' 6x—2y=1 1" =11

Da I' bei jeder Einsetzung die falsche Aussage 0 = 11 ergibt, 1st (I', I1')

und damit auch (I, IT) unlosbar, also L = { }.
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Beispiel 3:
[ 3x—yp=—
I[1 —6x+4y=1,5

T

—

=3.4—(—1):-(—=6) =
4| =2 (=1)-(=6)=10

|
o bajus

Es gibt also keine eindeutige Losung, die Cramer’sche Regel ist nicht
anwendbar. Durch Aquivalenzumformung des Systems erhalten wir

' 0-x+0:-y=0 ' =1-4+4111
[I' —6x+4y=1,5 Il = 1I

Da die Gleichung I' allgemein giltig ist, besteht die Losungsmenge aus
allen Losungen von II'. Somit gilt:

6x+ 1,5

L=1(x|y)|xeQay=
(x| p) | x A ) 4

*#/ur Geschichte der Losungsverfahren

Weder die Babylonier noch die Agypter noch die Griechen haben Verfahren entwickelt,
mit denen man, allgemein gesprochen, jedes System von n linearen Gleichungen mit »
Unbekannten 16sen kann. Soweit heute bekannt ist, finden wir zum ersten Mal ein

: o sy o : o
solches allgemeines Verfahren, nimlich das Additionsverfahren im 7 ﬁ _‘ﬁ‘ Vo3l

Chiu Chang Suan Shu —, den »Neun Biichern arithmetischer Technik« aus der friithen
Han-Zeit (202 v.Chr. — 9 n.Chr.). In Aufgabe 162/80 ist das erste dort behandelte
Problem wiedergegeben; 18 solcher Aufgaben enthilt das Lehrwerk, von 2 bis zu 6
Unbekannten. Interessanterweise haben die Chinesen iiberhaupt keine Zeichen fiir
ihre Unbekannten verwendet, sondern die Koeffizienten sauber in einem rechteckigen
Schema angeschrieben, sodass jedem klar war, dass in der ersten Zeile die x-Glieder, in
der zweiten die y-Glieder usw. stehen. (Die Chinesen schrieben ja von oben nach unten.
nicht wie wir von links nach rechts!)

Das umstindliche* Gleichsetzungsverfahren — man 16st jede Gleichung nach derselben
Variablen auf und setzt die erhaltenen Terme gleich — taucht in allgemeiner Form bei
dem Inder BRAHMAGUPTA (598 — nach 665) auf. Wie schon oben (Seite 123) gesagt,
beschiiftigten sich die Araber und daher auch das europiische Mittelalter kaum mit
Gleichungssystemen. Erste Ansitze dazu im Italien des spéten 15. Jh.s gelangten nach
Deutschland. Der Rechenmeister Christoff RupoLrF (um 1500 Jauer/Schlesien

vor 1543 Wien?) war der Erste, der Gleichungssysteme behandelte, nimlich 1525
in seiner Coff. Zwar brachte Michael StireL (1487 (?)—1567) durch seine gliicklichen
Bezeichnungen (siche Seite 123) einen Fortschritt; er rechnete aber wenig mit ihnen.
Der von ithm beeinflusste Johannes BuTeo (1492-1564/72) packte dann das Problem,
Gleichungssysteme zu losen, allgemein an, da ihm die bisherige Art und Weise des
Losens »sehr mithsam und schwer zu erfassen« war. Er fuhrt das Additionsverfahren

* Deswegen haben wir es nicht vorgefiihrt. EULER hilt es zwar fir den »natiirlichsten Wegs,
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an Aufgabe 149/20 vor. Als allgemeine Methode finden sich das Gleichsetzungs- und
das Einsetzungsverfahren dann bei Isaac NEWTON (1643-1727) in seiner Arithmetica
universalis (entstandenen 1673, gedruckt 1707). Einen besonderen Weg ist Gottfried
Wilhelm LemNiZ (1646-1716) gegangen. 1678 glaubte er, eine Regel gefunden zu ha-
ben, mittels derer die Lésung eines beliebigen linearen Gleichungssystems ohne weitere
Rechnung angegeben werden konnte. Er nennt es ein theorema pulcherrimum, einen
allerschénsten Lehrsatz. 1684 hatte er es geschafft, die Determinantenmethode war
geboren. Zwar verwendet er seine Erkenntnisse in Briefen, gedruckt wurden sie aber
erst 1903 bzw. 1972! Im uns so fernen Japan veroffentlichte 1683 Takakazu (oder auch
Kowa) SEKI (16421708 Tokio) die unabhiingig von LEIBNIZ von ihm erfundene Deter-
minantenmethode, die im 19. Jh. dort wieder in Vergessenheit gerat. Und so gebtihrt in
Europa dem Schweizer Gabriel CRAMER (1704-1752) das Verdienst, 1750 die allgemei-
ne Losungsregel mittels Determinanten angegeben zu haben. Das Wort »Determinan-
te« geht auf Carl Friedrich Gauss (1777-1855) zuriick, der in seinen Disquisitiones
arithmeticae 1801 von einem numerus determinans spricht. Augustin CAucHy (1789
bis 1857) verwendet es 1812 erstmals im heutigen Sinn, und Arthur CAYLEY (1821
bis 1895) fiihrte 1841 die Schreibweise mit den beiden senkrechten Strichen ein.

Abb. 143.1 Augustin Louis Baron Abb. 143.2 Arthur CaYLEY (16.8.1821
CaucHY (21.8.1789 Paris — 23.5.1857 Richmond — 26.1.1895 Cambridge)
Sceaux)




144 6 Lineare Gleichungssysteme

Aufgaben

1. Fuhre das Gleichungssystem (I, I1) nacheinander in die diquivalenten Sys-
teme (I, II'), ..., (I"”, II"") iiber, sodass gilt:
In I’ hat x den Koeffizienten 1.
In II"” kommt x nicht mehr vor.
In II"" kommt x nicht mehr vor, und der Faktor bei y ist 1.
In I kommt y nicht mehr vor, und der Faktor bei x ist 1.
a) I 2x+3y=2 b) I 3x—11y=21
I1 4x—9y=—1 I 4x+ 7y =28

2. Weise mit Umformungen des Typs (A) und (B) nach, dass die Gleichungs-
systeme (I, IT) und (I*, IT*) dquivalent sind.
Bestimme sodann die Losungsmenge.

a) lx—-2y=0 [* x—2y=0
[l 4x+y=9 *9p=29
b) I 5x4+8y=—10 I* x+16y=—2
I1 3x+2y=1 [1* —7x=-—14
3. Bestimme die Losungsmenge nach dem Einsetzungsverfahren:
a) 2x+y=4 b) 3.5x+5y=0
x+y=3 21x+3y=6
¢) 9x+4y =55 d) 3x+y=14
—5x+ y=-—237 X+3y=6

4. Verwende das Additionsverfahren:

a) x+y=—28 b) 3x+ 12y =15
X—p=2 2x+ 8y =4

¢) 29x 437y =0 d) 2x -5y =186
13x—17y=90 3x+4y =279

5. a) Berechne durch zweimalige Anwendung des Additionsverfahrens (vel.
Beispiel 3, Seite 138) die Losung des Gleichungssystems
(11x + 15y = 40) A (21x — 31y = 13).
eb) Warum versagt die zweimalige Anwendung des Additionsverfahrens
bei dem System (16x + 24y = 53) A (6x + 9y = 2)?

*e6. Stelle mithilfe der Determinante des Gleichungssystems fest, ob dieses
genau eine Losung hat. Berechne diese gegebenenfalls nach der Cramer’-
schen Regel. Bestimme andernfalls die Lésungsmenge durch Aquivalenz-
umformungen.

a) 3x+4y=0 b) 8x -2y =1
4x —3y =25 —dx+y=—1
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¢) 3.6x—15y=738 d) 1,ix+21y=0
041 o 2.5_1' - 98 g". - '|"'|'_1‘ == U
Bestimme bei den Gleichungssystemen der Aufgaben 7 bis 16 die Losungs-
mengen.
7. 26x — 99y = 101 8. 56x— 63y = 4 9. 2x —4y=—4
47x — 72y = 242 35x 4+ 14y =33 el
10. 2x+ 3y =1 11. 6,5x — 104y =
10x+22y =17 —2.6x 139 =—_52
12. —3,24x+ 16,2y = 14,58 13ty =2
1,62x + 4,05y = 9,72 71X+ 55y =15
14. 0,7x +2y =19 15. 2x+2y =75 16. 2% — 5y —32
Fx—y=—102 1,2x—1,8y=—9 0,75x — 0,625y = 5
17. Fir welchen Punkt der Geraden mit der Gleichung x + 2y — 6 = 0 gilt:

18.

19.

20.

e21.

a) Der Punkt hat zwei gleiche Koordinaten.

b) Die Abszisse des Punktes ist doppelt so groB wie seine Ordinate.

¢) Die Ordinate ist um 3 grofler als die Abszisse.

Gib jeweils zuerst das zu losende Gleichungssystem an. Uberpriife die
Ergebnisse an einer Zeichnung.

Stelle fest, ob die Geraden g, und g, einen Schnittpunkt haben, und be
rechne gegebenenfalls seine Koordinaten.

a) g.:3x+2y—1=0 b) g,:25x—2y+2=0
g, x—y+3=0 g —x+3y—1=0

¢c) 2,:25x—08y+2=0 d) g,: 5x+225py+45=0
g —x+3y—1=0 g2:,:33x+%y—3=0

Eine einfache Aufgabe aus dem alten Babylon (um 2000 v. Chr.), gefunden
in Susa: Ein Viertel der Breite zur Linge addiert ergibt 7 Handbreiten,
Linge und Breite addiert macht 10 Handbreiten.

Eine Aufgabe von Geronimo CARDANO (1501-1576):
7 Ellen griiner Seide und 3 Ellen schwarzer Seide kosten 72 Pfund. 2 Ellen
griiner E:ezde und 4 Ellen schwarzer Seide kosten 52 Pfund.

Aufgabe 12 aus Buch [ der Zahlenlehre des DIoOPHANT (um 250 n. Chr.):
Jemand driickt 100 auf zwei verschiedene Arten als zweigliedrige Summe
aus, und zwar so, dass ein Summand der ersten Summe das Doppelte
eines Summanden der zweiten Summe ist und dass der andere Summand
der zweiten Summe das Dreifache des anderen Summanden der ersten
Summe ist. Wie heiBlen die Summanden?
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