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80 3 Die quadratische Gleichung

5. AL-CHarizwmi behandelt weitere Beispiele quadratischer Gleichungen. In
moderner Schreibweise lauten sie:

a) %;12:%1 b)i§\3=§'\
xc—4x
€) $x-tx=1x d) e 4x
Bestimme die Losungen.
2 5 a—>b .
6. a) x“—2ax =10 b) x*+ 5 A 0
2 a-—+ b g 3 5
¢) ax” = 5% d) a°x° —2bx =4b*x* —ax

3.3 Die quadratische Erginzung

Quadratische Gleichungen vom Typ ax? + ¢ = 0 und ax? + bx = 0 koénnen
wir schon losen. Was aber machen wir bei einer allgemeinen quadratischen
Gleichung? Gelingt es, die linke Seite durch Probieren zu faktorisieren, dann
ist das Problem gelost. Dazu

Beispiel 1: Beispiel 2:
x*4+4x—5=0 2x2—5x+3=0
(x+3)(x—-1)=0 2x—3)(x—1)=0
x+5=0vx—1=0 2x—3=0vx—1=0
x==Svx=1. y=F Ve =

Leider wird dieses Probier-Verfahren nur in den seltensten Féllen zum Ziel
fithren. Wenn es gelingt, dann ist es aber auch das schnellste Verfahren. Wir
brauchen jedoch eine Methode, die immer zum Ziel fihrt.

Dazu formen wir die Gleichung schrittweise so um, dass eine rein quadra-
tische Gleichung entsteht, die wir schon l6sen kénnen. Wir zeigen es dir an-
hand einer Gleichung, die AL-CHARIZMI (um 780—nach 847) in seinem al-kitab
al-muchtasar fi hisab al-dschabr wa-'l-mugabala — »Handbuch tiber das Rech-
nen durch Wiederherstellen und Ausgleichen« — behandelt, und verfolgen
seinen Losungsweg.

Beispiel 3: 1x% 4 5x =28
1. Schritt: Herstellen der Normalform
x*+10x—56=0

2. Schritt: Erginzen zum Quadrat

Wir fassen den Term x? + 10x als Anfang der linken Seite der 1. binomi-
schen Formel x? + 2ux + u? = (x + u)? auf. Der Koeffizient von x muss
dann 2u sein. Es gilt also 2u = 10 und damit u = 5. Wir ergiinzen nun das
fehlende »%, d.h. 52, und ziehen es gleich wieder ab, um die Konstante
nicht zu verdndern:
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x24+10x + 52 —25—56=0.

Die ersten drei Glieder ergeben ein Quadrat:

(x> 4+ 10x+5%)—81=0

(x+5)>—81=0.

Das ist eine rein quadratische Gleichung fur (x + 5).
3. Schritt: Losen der rein quadratischen Gleichung

durch Faktorisieren oder durch Radizieren

(x4 5)2—92=0 (x+52=81 ||V
[(x+5+9][(x+5)—-9]=0 |lx+5]=9
(x+14)(x—4)=0 xX+5=—9vx+5=9
x=—14v x=4. x=—14vx=4.

Das vorgefiithrte Losungsverfahren heiBt Losen durch quadratische Ergan-
zung.

Als »quadratische Ergéinzung« bezeichnet man aber nicht nur das Losungs-
verfahren, sondern auch den Term »*, mit dem man ergénzt.

Merke: Man halbiert den Koeffizienten des linearen Glieds, quadriert und
erganzt.

Wie du schon weiBt, hat die rein quadratische Gleichung zwei, eine oder gar

keine Losung. Dasselbe gilt natiirlich dann auch fiir jede quadratische Glei-

chung, wenn wir sie in eine dquivalente rein quadratische Gleichung umfor-

men konnen.

AL-CHARIZMI zeigt seinen Lesern mittels eines geometrischen Beweises (vgl. Abbildung
82.1) — er hatte ja noch keine Buchstabenrechnung —, dass die Methode der quadrati-
schen Ergiinzung richtig ist. Vielleicht helfen dir seine Gedanken auch zu einem besse-
ren Verstindnis dieses Verfahrens. Er schreibt:®

Wir gehen aus vom Quadrat ABCD, dessen Flacheninhalt gleich der gesuchten Qua-
dratzahl x2 ist. Unser nichstes Anliegen ist es, ihm eine Fliche vom Inhalt 10-mal der
gesuchten Zahl, also 10x, hinzuzufiigen. Zu diesem Zweck halbieren wir die 10, das
ergibt 5, und konstruieren an zwei Seiten des Quadrats ABCD zwei Rechtecke. nam-
lich CBGH und DCFE, und zwar so, dass jeweils die Lingsseite S misst — das ist die
Hilfte des KoefTizienten 10 von x —, wohingegen die Breite jeweils gleich der Quadrat-
seite x ist. Dabei entsteht an der Ecke C ein Quadrat, ndmlich FCHI. Dessen Inhalt ist
5 mit sich multipliziert: Diese 5 ist die Hilfte des Koeffizienten der Unbekannten x, die
wir an jeder Seite des Ausgangsquadrats als Strecken [BG] und [ DE] angefiigt haben.
Jetzt kdnnen wir sagen, dass das erste Quadrat mit dem Inhalt x* und die zwei Recht-
ecke an seinen Seiten, die zusammen 10 x haben, insgesamt 56 ausmachen. Um nun
zum groBen Quadrat AGIE vervollstindigen zu konnen, fehlt uns nur mehr die Qua-

* Wir haben den Text nur wenig modernisieren und dem Beispiel 3 anpassen miissen. Natiirlich gibt es bei aL-
Crarizmi noch keinen Buchstaben x: auch »Koeffizient« driickt er umstindlicher aus. Quadrate und Recht-
ecke werden nur durch die Diagonalecken — wie bei EUKLID — bezeichnet; das Quadrat ABCD heilit also nur
AC usw. Seine Figur stimmt itbrigens genau mit der EUKLIDs aus Buch II der Elemente liberein; nur der
mathematische Inhalt dazu wird anders formuliert. So lautet der zugehérige Satz 4 bei EUKLID: »Wird eine
Strecke beliebig geteilt, so ist ihr Quadrat gleich der Summe der Quadrate der beiden Teilstrecken, vermehrt
um ihr doppeltes Rechteck.« Teilen wir also [AE] in D, so gilt

AE? = AD?+DE2?+ 2 AD-DE.
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dratzahl, die aus 5 mit sich multipliziert entsteht, also 25. Diese addieren wir zu 56 und
haben damit zum groBen Quadrat AGIE ergénzt. Als Summe erhalten wir 81. Wir
zichen die Wurzel, das ergibt 9, und das ist die Seite des groBen Quadrats. Ziehen wir
davon dasselbe ab, was wir vorher hinzugezihlt haben, namlich 5, dann erhalten wir
als Rest 4. Dies ist die Seite des Quadrats ABCD, die man gesucht hat.

A X e s
- ~
7 x4+ 10x = 56
: g 7! x2 42105 = 56
x2 4+ 2-(5x) =56
B C . x*+2-(5x) +88 =56 + 25
(x+ 5)2 = 81
5 X 25
b H I
Abb. 82.1 Die Zeichnung des AL-CHARIZMI zum Beweis der quadratischen Ergin-
zung
Aufgaben

1. Lose durch Faktorisieren.

a) x?—5x+6=0
¢) y*+y—20=0
. Ergiinze zum Quadrat.
a) x2 4 4x
d) x*—0.,6x
o) x> +173x
3. Ergénze zum Quadrat.
a) x?+3ix

I~

d) it =3ux
g) x>+ 101/ 7x

4.2) x> —3x+4+2=0
c) x4+ 11x+28 =0
e)*x(x +/10) = 20

5.a) x24+10x4+30=0
¢) u?+7=8u

b) z2+6z4+8=0
d) u>—5p—24 -0

b) x*—8x ¢) x2—04x
e) x>+1,8x f) x*—10.5x
h) x? +3x i) x%—3%x
b) x* —3ix ¢) x*+2ix

1+ b : 2a — 3¢
&) x> : 5k B x2—3- __':_"__2 e
h) x2— 7/10x ) x2—£)/15x

b) x> —2x—3=0

d) x*+12x+36=0

* x> — (20 +1/10)x + 100 = 0
b) y*+4y=1

d) v =3—2v

* aus dem fiber abaci (1202) des LEONARDO vonN Pisa (um 1170-nach 1240)
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6.a) 2x2—28x1+98=0 b) —3z°+12z4+63=0

¢) —Su*+120u—730=0 d) 8x24+80x+72=0
7.a) 3x*+x—2=0 b) 1z2—4z—-1=0

¢) 2u*—3u+4=0 d) 1,502 +2y—75=0
8.a8) x?+4kx—5k2=10 b) x> +4ax+a*>=10

¢) x? —2nx = 6mn + 9m?* d) rx>—2r*x=rs—r’

3.4 Diskriminante und Losungsformel

Wenn ein Mathematiker immer wieder gleichartige Aufgaben l6sen muss,
dann wird er dessen bald miide und er beginnt zu {iberlegen, ob sich nicht eine
Formel finden lisst, mit der er ein fiir alle Mal alle Aufgaben dieses Typs losen
kann. Mit Hilfe der quadratischen Ergidnzung entwickeln wir nun eine solche
Formel zur Lésung der quadratischen Gleichung.

ax*+bx+c=0, a+0

1. Schritt: Herstellen der Normalform

— e
e
a a

=0

2. Schritt: Erginzen zum Quadrat

2y b 5 e T e 5 b\?> b%*—Adac 0
Nt =l e R N e Tl ety L -
a 2a da- iy 2a 4q°

3. Schritt: Losen der rein quadratischen Gleichung durch Faktorisieren
Die Faktorisierung lisst sich nur durchfithren, wenn der Term 6* — 4 ac nicht
negativ ist. Ist er negativ, dann gibt es keine Losung.

) L
Ist er null, dann ist x = — _— die einzige Losung.
£

[st er positiv, dann gibt es zwei Losungen, die wir durch Faktorisieren finden,
da man in diesem Fall b2 — 4acals (J/ b% — 4ac)? schreiben kann. Es gilt dann
also

b\ _ (Vb—4ac\? _
e 2a 2a ¥
b L-":h2 - 4dac il oD l—-"":!.':'“’ —4dac .
{(1 g 2{1) = Dar :| L(l 5 2(1) TS Pl J =Y

b—Vb?—4ac
— il x—;hj L2 kol

bl b2 — 4qc
X+ -

2a 2a
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