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102 3 Die quadratische Gleichung

35. Jemand kauft ein Pferd flir einige Reichstaler, verkauft es wieder fiir 119
Reichstaler und gewinnt daran so viel Prozent, wie das Pferd gekostet
hat. Nun ist die Frage, wie teuer dasselbe eingekauft worden ist.

36. Jemand kauft einige Ttcher fiir 180 Reichstaler. Wiren der Tiicher fiir
dasselbe Geld 3 Stiick mehr gewesen, so wiire ihm das Stiick um 3 Reichs-

taler wohlfeiler gekommen. Wie viel Tiicher sind es gewesen?

37. Zwei Gesellschafter legen in ihr Geschift zusammen 100 Reichstaler ein.
Der erste ldsst sein Geld 3 Monate lang, der zweite aber 2 Monate lang
stehen, und es zieht jeder mit Kapital und Gewinn 99 Reichstaler ein.
Wie viel hat jeder eingelegt?

38. Zwei Biuerinnen tragen zusammen 100 Eier auf den Markt, die eine mehr
als die andere, und l6sen doch beide gleich viel Geld. Nun sagt die erste zu
der andern: »Hitte ich deine Eier gehabt, so hiitte ich 15 Kreuzer* gelost.«
Darauf antwortete die andere: »Hitte ich deine Eier gehabt, so hitte ich
daraus 63 Kreuzer gelost.« Wie viele hat jede gehabt?

39. Zwei Schnittwarenhéndler verkaufen etliche Ellen Zeug**, der zweite 3
Ellen mehr als der erste, und 16sen zusammen 35 Reichstaler. Der erste
sagt zum zweiten: »Aus deinem Zeuge wiirde ich geldst haben 24 Reichs-
taler«, und es antwortet der zweite: »Ich aber hiitte aus deinem 12—;— Reichs-
taler gelost.« Wie viele Ellen hat jeder gehabt?

3.5 Der Satz von VIETA

Wendet man fir D > 0 die Losungsformel von Satz 85.1auf x> + px + ¢ = 0
an, dann ergibt sich

—p—Vp?— dg —p+Vp*P—4g
Xy = = und x, = T :

Addiert man bzw. multipliziert man diese Losungen, dann gibt es eine Uberra-
schung:

—p—Vp*—4q—p+Vp®—4
x1 {-- _\,'2. = _p ! ____-fr._j_ .!'r ; i q al _;)

s Vp? — 4g)(—p —!—_L-'_";_JB - [{h % pz —(p® —4q) _4q

* Urspriinglich eine ab 1271 in Tirol gepriigte Silbermiinze mit einem charakteristischen Doppelkreuz, ab
dem 17./18.Th. auch als Kupfermiinze weit verbreitet, 1871 aus dem Verkehr gezogen.
** Zeug, aus dem althochdeutschen giziugi, bedeutet Stoff. Elle, altes LingenmaB, in Bayern 58,4 ¢m, in
Russland 71 em.
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Ist D = 0, dann hat nach Satz 85.1 die einzige Losung den Wert — 3p. Diesen
Wert erhdlt man aber auch formal sowohl fiir x, wie auch fiir x,, wenn man in

—pD . : :
o : 5 — fiir D null setzt. Wegen dieses formal doppelten Auftretens
von — 3p spricht man auch von einer Doppellésung der quadratischen Glei-
chung. Mit x, = x, = —3p ergibt sich auch hier

X +x,=(—3p)+(—3p)=—p
X, Xy =(—3p)(—3p) = 3p° = g wegen D = p* —4q = 0.

Damit haben wir fiir D = 0 einen Zusammenhang zwischen den Koeffizienten
einer in Normalform geschriebenen quadratischen Gleichung und ihren Lo-
sungen gefunden. Wir merken uns:

Satz 103.1: Sind x, und x, die Lésungen einer quadratischen Gleichung
in Normalform x* + px + ¢ = 0, dann gilt
X;+x,=—pund x; ‘: x; =g.

L

Bemerkung: Fiir die allgemeine quadratische Gleichung ax* + bx+c¢ =10
mit den Losungen x; und x, gilt dann:
b ¢
Xy dXy=—— und XXy =—-
d o
Von Frangois VIETE (1540-1603) stammt die 1615 postum verdffentlichte*
Umkehrung dieses Satzes:

Satz 103.2: Gelten fiir die Zahlen p, g, x; und x, die Beziechungen
p=—(x; +x,) und g = x, * x,, dann hat die quadratische Glei-
chung x* + px + g = 0 die Zahlen x, und x, als Ldsungen.

* Der Bedeutung des Satzes wegen und um dir den Stil VIETES zu zeigen, bringen wir den Originaltext mit einer
Ubersetzung und einer modernen Umschrift. Auf Seite 71 findest du ein Faksimile des Originals.

Text VIETEs Ubersetzung moderne Umschrift
Propositio [. Satz I. Satz I.

Si B+ Din A — 4 quad. aeque-  Wenn Wenn

tur B in D. (B+D)-A—A>=B-D (B+D):x—x*=EB-D,

A explicabilis est de qualibet illa-

ist, dann kann A jedes der beiden d.h., wenn
rum duarum B vel D.

B oder D sein. x>—(B+D)-x+B-D=0ist,
dann gilt
x=Byvx=1D0.
[Beispiel] -
3N.-1Q. aequetur 2. IN-1Q=2 Ix—x*=2d.h,
fit AN 1. vel 2. bewirkt 1N 1 oder 2. x2—3x42=0

hat zur Folge

==
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2 Abb. 104.2 Titelblatt der »Zwei Ab-
handlungen des Frangois VIETE aus Fon-
tenay iiber die Priifung und Vervoll-
kommnung von Gleichungen, woriiber

Abb.104.1 Frangois VIETE, latinisiert nichts in dieser Art Ahnliches oder Besse-

ZU VIETA (1540 Fontenay-le- res diesem von Ewigkeit her bis jetzt zu
Comte/Vendée—1603 Paris) Gesicht gekommen.«
Beweis: Setzt man x, = —x, — p in x, x, = ¢ ein, so erhélt man

2
X(=x,—p)=q < —xt—px,=q = x2+px,+g=0;
d.h. aber, dass x, Losung der quadratischen Gleichung x? + px + g = 0 ist.
Ebenso weist man nach, dass x, diese Gleichung 16st.

Bemerkung 1: Mit Hilfe dieses Satzes kann man zu zwei gegebenen Zahlen x,
und x, sofort eine quadratische Gleichung in Normalform angeben, die genau
diese beiden Zahlen als Losungen hat, ndmlich x> — (x; + x,)x + x, - x, = 0.
Bemerkung 2: Die Methode, Losungen einer quadratischen Gleichung in Nor-
malform mit ganzzahligen Koeffizienten durch Probieren zu finden, ldsst sich
mit den Beziehungen von VIETE vereinfachen. Als ganzzahlige Lésungen kom-
men wegen x, - x, = ¢ nur Teiler des konstanten Glieds ¢ in Frage.

Auf Grund des einfachen Beweises von Satz 103.2 erscheint VigTes Erkenntnis
als nicht sehr tief schiirfend. Dem muss entgegengehalten werden, dass VIETE
einen analogen Sachverhalt auch fiir Gleichungen héheren Grades entdeckt
hat, sodass unser Satz 103.2 nur ein Sonderfall eines allgemeineren Satzes ist.
Zu Ehren VIETEs werden daher die beiden letzten Satze zusammengefasst zum
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Satz 105.1; Satz von VIETA.

Bei einer quadratischen Gleichung in Normalform mit D = 0 gilt:
Die Summe der beiden Losungen ist die Gegenzahl des Koeflizien-
ten des linearen Glieds, und das Produkt der beiden Lésungen ist
das konstante Glied.

Umgekehrt gilt:

Nimmt man die Gegenzahl der Summe zweier Zahlen als Koeffi-
zienten des linearen Glieds und das Produkt dieser Zahlen als kon-
stantes Glied einer quadratischen Gleichung in Normalform, dann
sind diese Zahlen die Losungen dieser Gleichung.

Beispiele:

1)

2)

4)

Wie lautet eine quadratische Gleichung, deren Losungen —3 und 5
sind?

Nach Viera ergeben sich die Koeflizienten der Normalform zu
p=—(—345=—2 und g=(—3):-5=—15. Die zugehdrige
Gleichung lautet also x* —2x — 15 = 0.

Wie lautet eine quadratische Gleichung, deren Losungen £ — 4}/5 und
L+ 1)/5 sind?

Nach VIETA ergeben sich die Koeflizienten der Normalform zu

p=— (‘1}__5_[:ﬁ —|—-§—|——él"'5 =—1 und

Die zugehorige Gleichung lautet also x> —x —1 = 0.

Mit Hilfe des Satzes von VIETA sollen die Losungen der Gleichung
x* —18x + 17 = 0 erraten werden.

Nach ViETA muss das Produkt der beiden Losungen 17 sein. Falls es
ganzzahlige Losungen gibt, kommen nur x; = —1 und x, = — 17
oder x; =1 und x, = 17 in Frage. Die Summe der beiden Losungen
ergibt dann — 18 bzw. 18. Nun ist die Gegenzahl des Koeffizienten des
linearen Glieds 18, also gleich dem Wert der zweiten Summe. Somit
besitzt die Gleichung x* — 18x + 17 = 0 die ganzzahligen Lésungen
To— landix; =17

Mit Hilfe des Satzes von VIETA sollen die Losungen der Gleichung
3x% 4+ 3x — 18 = 0 erraten werden.

Um den Satz von VIETA anwenden zu konnen benotigen wir die Nor-
malform der gegebenen Gleichung. Wir dividieren durch 3 und erhal-
ten x? + x — 6 = 0. Das Produkt der beiden L6sungen muss also — 6
sein. Dafur gibt es nur die folgenden ganzzahligen Moglichkeiten:
(— )6t i i —6) ) S a2 = 5.

Die entsprechenden Summen sind 5, —5, 1 und —1.

Weil die Gegenzahl des Koeffizienten des linearen Gliedes — 1 ist, sind
x,; = — 3und x, = 2 die Losungen der Gleichung 3x* + 3x — 18 = 0.
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Eine einfache Folgerung des Satzes von VIETA ist

Satz 106.2: Der Faktorisierungssatz.
Sind x; und x, die Losungen der Gleichung ax? 4 bx + ¢ = 0,
dann gilt

ax®* +bx +c=a(x —x,)(x — x,).

Bemerkung: Weil (x — x,) und (x — x,) linear sind, sagt man auch. der gua-
. i \ 2 s g
dratische Term ax* + bx + c ist in Linearfaktoren zerlegt.
b

] ! & !
Beweis: Nach VIETA gilt: x, + x, = —— und x,:x, =, also ist
o a

a(x —x,)(x—x,) = ax® —a(x; +x;)x + ax,; x, =

: b ¢ 5
—ax-—al ——\|x+ta —=ax*+bxte.
a a

'

Fiir eine Doppellésung x, gilt
ax?+bx+c = a(x — xg) (x — x5) = a(x — x)>.

Der Faktor (x — x,) tritt also doppelt auf, was erneut die Bezeichnung Dop-
pellosung rechtfertigt.

Beispiele:
1) Der Term 3x> + 5x — 2 soll in Linearfaktoren zerlegt werden. Dazu
l6sen wir die zugehorige quadratische Gleichung 3x% + 5x — 2 = 0.
[hre Diskriminante ergibt sich zu D = 25 + 24 = 49, Somit ist
—5+47
6
rungssatz erhilt man also

B Sy i 3l L DY (e ) =((x+2)(Bx—1).

2) Der Term |/3x* — 6x + 3)/3 soll in Linearfaktoren zerlegt werden.
Dazu losen wir die zugehorige quadratische Gleichung

Xi 4= , d.h. x; =—2 und x, =1. Nach dem Faktorisie-

//3x% — 6x + 31/3 = 0. Ihre Diskriminante ergibt sich zu
D=36—36=0.
6

Das ergibt die Doppellosung x, = s /3. Nach dem Faktorisie-
rungssatz erhilt man also 23

Y3x2 —6x+31/3 =)3(x—V3)%
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Aufgaben

n

Wie lautet die Normalform einer quadratischen Gleichung mit folgenden
Losungen?

a) x,=—2,x,=3 b) x;, =0;x;=35

¢) x;=—8 x,=-—1 d) x, /-3 x,=-3
e) xy=1;x,=2,5 B oxs=—3lax =7
g) x; =—43; x, =—4.2 h) x, =—3%;x, =%

-
3 St Ly
IJ X1 =6 X2=3

Welche quadratische Gleichung in Normalform hat folgende Losungen?
a) x; = 1/2: X = b) x, = 1,5 x, = 2/3

©) x;==23x=1+V7 d) x,=2—-V2x, = 1+12

& x =3+V5x=V3+5 0D x=V3-VZx,=V2+V3

. Bestimme den fehlenden Koeffizienten und die zweite Losung der Glei-

chung x? + px + ¢ = 0, wenn gegeben ist:

a) p=3;x, =2 b) p=—5;x, =5 ¢) p=25x, =—4
d) p=%xy==—45 € p=0x;=237 f) g=06,x,=4
) g=35x,=—7 h)g=625;x,=—25 1) g=0;x;=17

. Berechne mit Hilfe der gegebenen Losung den unbekannten Koeffizienten

und die zweite Losung der Gleichung.

a) 2x*—4x+c=0;x; =1 b) 5x*+4x+e¢=0; x; =0,2

) 01x2—x+e=0,x;,=—17 d) 3x2+bx+6=0;x, =2

e 12x24bx—27=0;x,=1,5 ) Ix2+bx—31=0;x,=—3

g) ax’+Tx—14=0;x;,=—2 h) ax*—1,8x—0,12=10; x, =—0,6
. Bestimme zu dem gegebenen Koeffizienten der Gleichung

ax* 4+ bx + ¢ = 0 die beiden fehlenden so, dass die vorgeschriebenen Lo-
sungen auftreten.

a) a=72 %, ——2: % — b) a=3%x; =T x,——4
e) b=3;x,=—4;x;, =5 d) b=31; x; =1,7; x, = 4,5
&) e=2y x =Dy, =17 ) c=—8;x;,=—2,8; x, =%
. Versuche mit Hilfe des Satzes von VIETA, die Losungen der Gleichung zu

erraten.

a) x> —8x+15=0 b) x24+2x—15=0 ¢) *=2%x—15=0
d) x248x+15=0 & x2+10x—11=0 ) x>2—9x+14=0
g) 2x*+26x+44=0 h) x> —x—12=0 ) 2x2+3x—16=0
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7. Zerlege die folgenden Polynome zweiten Grades in Linearfaktoren.

4y xt—4 b) x2—3x+2 et —3x—40
d) x7435%x—15 e) x> —16,7x+ 67 B xt—2x—16
g) 5x>—12x— 81 h) 30x? + 73x + 33 ) 25x2 —10)11x+3

. Bestimme zwei Zahlen mit der Summe « und dem Produkt v.

a) u=3; v=—18 b) u=—6;,v=>5 ¢) u=14; v =49
d) u=134, v=—-24 e) u=28; v=1575 D= 06:9—10

. Gib, ohne die Losungen selbst zu berechnen, folgende Mittelwerte an:

10.

11.

sl2.

14

.

"

a) das arithmetische Mittel der Losungen von 2x2 4 13x — 143 = 0;

b) das geometrische Mittel der Losungen von 8x° — 29x + 18 = 0;

¢) das harmonische Mittel der Losungen von 9x2 — 24x + 10 = 0;

d) das arithmetische Mittel der Lésungen von x2 + x+1 =0 (!).

Berechne das arithmetische Mittel*

a) aus den Lésungen der Gleichung x? 4+ 9x 4 0,91 = 0 und der Zahl 12;

b) 21,15; den Losungen der Gleichung 6x? — 45x + 53 = 0 und den Zahlen
2, Sund Z;

¢) aus den Losungen der Gleichungen x* — 7x — 13 = 0 und
3x2+x—7=0.

Bestimme k so, dass das arithmetische Mittel*

a) aus7und den Losungen der Gleichung 10x* + kx + 10 = 0 den Wert 3
hat;

b) ausder kleinsten und der grofBten zweistelligen Zahl und den Lésungen
der Gleichung kx* —2,75x — 1,5 = 0 gleich 30 ist;

¢) aus den Losungen der Gleichungen kx? — 63x + 104 = 0 und
3x? —kx — 30 = 0 den Wert 2,5 hat.

a) Kann man in der Gleichung x* 4+ bx + 9 = 0 den Koeffizienten b so
wihlen, dass zwei Losungen mit vorgeschriebenem arithmetischem
Mittelwert m vorhanden sind? Gib die Menge aller Mittelwerte an, fiir
welche die Aufgabe losbar ist.

b) Wie ist die in a gestellte Frage bei der Gleichung x* + bx — 9 = 0 zu
beantworten?

Welcher quadratischen Gleichung in Normalform geniigen die beiden
Zahlen, deren arithmetisches Mittel 4,5 und deren harmonisches Mittel 4
ist? Um welche Zahlen handelt es sich?

Berechne mit Hilfe einer quadratischen Gleichung die beiden Zahlen, de-

ren arithmetisches Mittel 10,5 und deren geometrisches Mittel 6)/3 ist.

* Das arithmetische Mittel von n Zahlen x,, x,, ..., x, ist definiert zu — (x; + x; + ... +x,).
n 3
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Berechne die unbekannten Koeffizienten, wenn gelten soll:

a) Die Losungen der Gleichung x* — 5x + ¢ = 0 sollen sich um 3 unter-
scheiden.

b) Die Losungen von x* + px + 96 = 0 sollen sich wie 2: 3 verhalten.

¢) Die Losungen von 0,2x* + bx+ 3 =0 sollen auch die Gleichung
x; + 2x, = 11 erfiillen.

Bestimme diejenige quadratische Gleichung in Normalform, deren Lo-

sungen folgende Bedingungen erfiillen:

a) x, +x,=17 und x,—x; =8

b) x; +x, =24 und x,:x; =

€) Xo—%, =2 und X;ixp;=

wn

=3
=3

I~

Welche Gleichung der Form x? + px + ¢ = 0 erfiillt die Bedingung

a) p = 2q und hat als eine Losung —1;

b) 2p = ¢ und hat als eine Losung 2;

¢) 3p = 2g — 5 und hat als eine Losung 1?

Wie lautet diejenige quadratische Gleichung in Normalform, deren Lo-

sungen

a) die Kehrwerte der Losungen von 6x” + x — 2 = 0 sind,

b) die Quadrate der Losungen von 2x* — 7x — 30 = 0 sind,

¢) jeweils um 4 groBer sind als das Sechsfache der entsprechenden Losun-
gen von 3x* —4x—15=0?

a) Was fiir eine Beziehung besteht zwischen den Losungen einer Glei-
chung der Form x®> +px+1=07?

b) Die Losungen einer quadratischen Gleichung ax>+ bx + ¢ =0 sind
reziprok zueinander. Was kann man iiber die Koeffizienten ¢ und ¢
dieser Gleichung sagen?

Bestimme zur Gleichung x? + 5x + 2 = 0 ohne Berechnung der Losungen

eine zweite quadratische Gleichung y*+ py + ¢ = 0 so, dass zwischen

entsprechenden Losungen der beiden Gleichungen folgender Zusammen-
hang besteht:

a) y=x—1 b) y=x*+3 ¢) y=x>—1

1 . " :
d y= Y, g) y= ] ef) v = =

Bestimme bei den folgenden Gleichungen k so, dass zwei Losungen vor-
handen sind, die das angegebene Verhiltnis besitzen.

a) x4+ 14x+ k=0, 3:4 b) kx?—6x—21=0, 7:(—5)

¢) x2+kx+18=0, 2:1 d) x2+kx+45k=0, (—2):3
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22.

24.

e25.
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Wie lautet die Normalform einer quadratischen Gleichung mit rationalen
Koeffizienten, die folgende irrationale Losung hat? Beachte Aufgabe
97/22a.

g

a) /2 b) 113 &) 5+ VAT sy —3—2V5
§0e=ViT p ! o oy V3H2/6
3 2 /12

. Bestimme in den folgenden Gleichungen den rationalen Koeffizienten k&

so, dass eine Losung der angegebenen Art existiert (r sei eine rationale
Zahl). Beachte Aufgabe 97/22a.

a) x> +6x+k=0; r+17 b) x*—22x+k=0; r—4)/11

¢) x2+kx—16=0; r+2)/5 d) x2+kx—025=0; r+1/0,5
e) kx?—10x—10=0; r—V/3 f) kx?4+16x+120=0; r+ 616

Eine quadratische Gleichung mit rationalen Koeffizienten habe als eine
Losung 5 — 3]/ 2. Bestimme unter Beachtung von Aufgabe 97/22a eine
Gleichung y% + py + g = 0, fir deren Losungen gilt:

a) yy=x;+x, und y,=1x;"x,

{"y :
b) yy=—+— und y,=x]+x3
i s Vs

Das Anlegen von Flachen — Ilopufaieiv tov yopiov (parabalein ton
chorion) — geht auf die PYTHAGOREER zuriick. Im Wesentlichen handelt es
sich darum, die beiden Seiten eines Rechtecks zu bestimmen, dessen Fli-
cheninhalt einer bestimmten Forderung unterworfen wird. Die Grundauf-
gabe behandelt EukLID (um 300 v.Chr.) im 1. Buch der Elemente als Satz
44. Sie besteht darin, an eine gegebene Strecke b ein Rechteck so anzule-
gen, dass sein Flacheninhalt einem vorgegebenen Wert ¢ gleich wird. Sie
heil3t daher Anlegen mit Gleichheit (topafolin [parabolg], lateinisch ae-
qualitas, zu Deutsch Parabel) und fithrt auf die Gleichung bx = ¢, die sich
leicht durch Flachenverwandlung geometrisch 16sen lidsst, wie du im Geo-
metrieunterricht lernst; dabei denkt man sich ¢ durch die Fliche eines
Quadrats dargestellt.*
Weitaus schwieriger hingegen sind die folgenden beiden Aufgaben, die
EukLID im 6. Buch als Satz 28 und 29 behandelt.** Mit diesen beiden
Sitzen konnte man dann auf geometrische Weise die quadratischen Glei-
chungen vom Typ (B1) bis (B3) (siehe Seite 87) losen.
a) Anlegen mit Fehlen (EArewyic [elleipsis], lateinisch defectus, zu
Deutsch Ellipse; Abbildung 111.1): An eine gegebene Strecke b ist ein
Rechteck gegebenen Fliacheninhalts ¢ so anzulegen, dass ein Quadrat

* Mehr dariiber noch im Abschnitt 5.2.

** Eukiip last die Aufgabe weitaus allgemeiner; er spricht nur von Parallelogrammen.
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-
o

D

|

A

E b g o ' b E 1

Abb.111.1 Flichenanlegung eines Rechtecks AEFD mit Inhalt ¢ an [AB] mit Feh-

b)

c)

d)

len: Das Quadrat EBCF fehlt zum Rechteck ABCD.

zum Rechteck gleicher Breite iiber ganz b fehlt. Zeige, dass die einer

Rechtecksseite gleiche Quadratseite und die andere Rechtecksseite die

Losungen einer Gleichung vom Typ (B2) sind.

Konstruiere die Quadratseite, fiir die es nach Abbildung 111.1 zwei

Moéglichkeiten gibt. Wihle » = 10 cm und ¢ = 11 cm?.

Anlegen mit Uberschuss (bmepBoin [hyperbole], lateinisch excessus,

zu Deutsch Hyperbel; Abbildung 111.2): An eine gegebene Strecke b

ist ein Rechteck gegebenen Flicheninhalts ¢ so anzulegen, dass als

iiberschieBendes Stiick ein Quadrat entsteht. Zeige, dass

1) die einer Rechtecksseite gleiche Quadratseite und die negativ ge-
nommene andere Rechtecksseite die Losungen einer quadratischen
Gleichung vom Typ (B1) sind;

2) eine Rechtecksseite und die negativ genommene Quadratseite, die
der anderen Rechtecksseite gleich ist, die Losungen einer Gleichung
vom Typ (B3) sind.

Konstruiere fiir # = 10 cm und ¢ = 11 cm?

1) die Quadratseite gemaB c 1,

2) die Rechtecksseite gemil c 2.

(]

A b N E

Abb.111.2 Flichenanlegung eines Rechtecks AEFD mit Inhalt ¢ an [AB] mit Uber-

schuss: Das Quadrat BEFC schieBt {iber das Rechteck ABCD hinaus.
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