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3.7 Gleichungen, die sich auf quadratische Gleichungen
zuriickfiihren lassen

Es gibt Gleichungen, die sich durch geeignete Umformungen auf quadratische
zuriickfithren lassen. Einige der wichtigsten Typen wollen wir im Folgenden
betrachten.

3.7.1 Wurzelgleichungen

Wie in 2.5 gezeigt, kann man Wurzelgleichungen durch das Verfahren »Isolie-
ren — Quadrieren« losen. In der Definitionsmenge der Wurzelgleichung ist
Quadrieren eine Aquivalenzumformung, wenn beide Seiten gleiches Vorzei-
chen haben; andernfalls muss man die Probe machen, weil womdéglich die
Losungsmenge vergroBert wurde. Kennt man die Definitionsmenge nicht,
dann muss man die Probe auf alle Falle machen.

Beispiel 1:
5/x—1—212x+5=V3x—35; D = [3; +oof
= 25(x —1)-+4Qx+5 =201/ x—=1)2x +5) =3x~5

— 201 2%2 +3x—5=—30x

2)/2x*+3x—5=3x. Wir erkennen, x kann nicht negativ sein.

4(2x% +3x—5) = 9x?
x2—12x+20=0

x; =10; x5 =2
Probe:

x; =10:

LS =5/10—1—-2V2-10+5=5-3—-2-5=5 =
= 10 ist Losung.

RS =)/3-10—5=35
M=z
LS =ﬂh_1—mq¢;5=5w—zq=—i}:$2mkmm
i e S R Losung.

Losungsmenge L = {10}

Beispiel 2:
Aufegabe IX aus Kapitel V der Ars Magna (1545) des Geronimo CARDANO
(1501-1576):
Zerlege die Zahl 10 so in zwel Teile, dass der grof3ere, vermindert um das
Doppelte seiner Wurzel, gleich ist dem kleineren, vermehrt um das Dop-
pelte seiner Wurzel.
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Bezeichnen wir den groBeren Teil mit x, dann muss gelten:
x—2Vx =(10—-x)+2)/10—x; D =[0:10]

V10 —x = (x—5)—Vx

= 10—x=(x—52-2(x—5Vx+x

2(x = 5)V/x = (x — 5)2 +2x — 10
(x—5CVx—-(x—=5—=2)=0

x—5QVx—x+3)=0

e

=y

2V/x = x—3. Fiir x = 3 gilt weiter:
dx =% 6Gx 19

x—10x4+9=0

(x=NEx—-1)=0

x=9

o

b

Beachte: x — 1 kann nicht null werden, da x = 3 gilt.
Probe:
Xy = 518 =525

; } = 5 ist keine Losung.
RS = (10 — 5) +2)/10 — 5 = 5+ 2)/5

X, =9: LS =9-2/9=9—_6=3

- } = 9 ist Losung.
RS =(10-9)+2)/10-9=14+2=3

Die gesuchte Zerlegung lautet also: 10 =9 + 1.

Beispiel 3:

Va+x—Va—x=2Va—b; D =[0;a] fira = 0; fiir a < 0 ist die Glei-
chung unsinnig. Wegen @ — b = 0 muss b £ a sein. Fiir x € D sind beide
Seiten nicht negativ und wir éndern die Losungsmenge beim Quadrieren
nicht:

a+x+a—x—2Va*—x?=4(a—b)

2b—a=Va?— x?

Fiir a > 2b gibt es keine Losung. Fiir 0 £ b < a < 2b erhiilt man durch
Quadrieren der letzten Gleichung (Aquivalenzumformung!):

4b% + g? —4gh = q* — x*
x? =4b(a— b)
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Die rechte Seite ist unter unseren Voraussetzungen sicher nicht negativ,
also ergibt sich
|x| =2Vb(a—b)

Wegen x € D ist x = 0, und es gilt schlieBlich
x=2)b(a—b).
Einen Uberblick iiber die betrachteten Fille gibt der Losungsbaum:

e llie— keine Losung
\\
\\\(/
= et
\\\\(3\ ; Eho. = keine Losung
\*\_\.‘;;--"'
\\\ =
~Na : ;
X 4 b keine Losung
= 0z 2
\-.
-
@
& >
\\‘*‘/5
=

Manchmal ist es von Vorteil, eine Wurzel durch eine neue Variable zu ersetzen
und die Gleichung mit der neuen Variablen zu lésen. Eine solche Ersetzung
heil3t Substitution*.

Beispiel 4:

x—35 L-':_\' —12=10 Substitution: u:=)/x

U -—5Su—12=10

2 2
[ ]

N = - =

4 4 .

54125496 S5+V121 5+ 11

u=4vu=—3.

Um x zu erhalten machen wir die Substitution riickgangig. Die letzte
Zeile liefert die beiden Gleichungen

I = Vx =—2.

Die zweite ist widerspriichlich, die erste liefert x = 16.
Also: L = {16}

* substituere (lat.) = an die Stelle einer Person oder Sache setzen
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Beispiel 5:

x —1 R , fx—1
' S| lve ——=0 Substitution: wu:= |/ :
x+1 x — 1 2 x+1
1 5
B —= =)
.2
2u —5u+2=0
al 5+1/25—16 543
U= 4 =
u=2vu=1
1. Fall: |/ : =2 2 Fall: |/ . I_ - 1
x+1 / x+1 2
x—1=4x+4 dx —d =i
—5=13x Sl
i x =3

Weil vor dem Quadrieren jeweils beide Seiten positiv waren, kénnen wir

auf die Probe verzichten; es gilt also L = {3; —3}.

Aufgaben
l.a) Y11 —5x =3 —x b) V3x+T7+x=7
2.a) V4x—15=3—x b) V2x+3 =x+1
3.2) V2x+94+x+3=2)V2x4+9 b) 3-V3x+1—-2x=6—)3x+1

4.

Ln

e 00 a9 &

a) V4x+3—3=3x—2)3 +4x

b) 2V/19 + 5x —2x +4)/5x +19 = V/5x + 19 + 22

.a) V5x2+2x+6=x+4 ob) VX2 —3x+3=4x+7

. 8) V12x2 4+20x +3 = 4x+2 b) V/3x* —16x+3 = 3x —2
AV FT 4 2=2V%F9 3" B Vex+1+2=3-9/%50
.a) V3ax+4+)5—4x=4 b) 2—3)/x+2=2/2x+3-3
L) Wx— 1 +12%—1 = V3%+40 b) /55 —1—213—% =Vx—1
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10. a) Vx+2 + 21--'x ~V13x13=0 b) Vx—1+V2x—5—212—2=0

11. a) |/ \+4+l 3Ix—5=73 b) /Vx—15+1—x=4

12. a) 17,5+ x— 5+ 4x = 2,5 b) I/3+V3—2x+x=

(]

13.8) /2x+5+V/x2+3x+3=2 b) V3x>+5x—1—1-05x=0,5
14.a) |/x2+2+V7—6x+x=1

b) V/4x®? —x+2—02-V/5x2+8x+12 =2 —2x

Fiihre bei den folgenden Aufgaben die notwendigen Fallunterscheidungen durch.

o15. a) Vax?® + 2x+1=2x—1 b) V2x%+2ax+a® =x+2a

¢) V/5x% +ax+3=2x d) /x2+4x+a=3x+2
e16. 2) | M a2 Ll ra—2v=2 b) V1tatIx —V1ta—2x—2
$17. a) Vx+a®=x—a b) Vax+a=ax—a

e18. a) Vx+a+Vx+b=V2x+a+b
b) V3a—2b—x+V3a—2b+x =V12a—8b + 2x
e19.3) |/x+Vx+a=)2x
eb) l_.f":i.’;:'.r-?‘,rz +abx+b:—ax =Vax+b

20. Angeregt durch die Practica Arithmeticae et Mensurandi singularis — »Ein-

zigartige Handhabung der Arithmetik und des Messens« — des Geronimo
CARDANO (1501-1576) aus dem Jahre 1539 stellte Michael STIFEL (14877
bis 1567) in seiner Arithmetica integra — »Die ganze Arithmetik« — 1544
folgende Aufgabe:
Ein Spieler gewinnt am 1. Tag so viel, wie er hatte, am 2. Tag die Quadrat-
wurzel aus dem Ganzen und dazu noch 2 Gulden, am 3. Tag das Quadrat
dessen, was er am 2. Tag hatte, sodass er schlieBlich 5550 Gulden besal3.
Wie viel hatte er anfangs?

21. Aufgabe IV aus Kapitel V der Ars Magna (1545) des Geronimo CARDANO
(1501-1576):
Addiert man zu einer Zahl das Doppelte ihrer Wurzel und dazu die dop-
pelte Wurzel dieser Summe, dann erhélt man 15. Wie heiB3t diese Zahl?*

2.2) x—2V/x+1=0 b)x+5/x=14 o 3Wx=-2—x
=2 : G el
X +1 5 |"i ."I?‘ +2\ I e,

5 b | s WO e SR = 5 | R SR R

= 3)1/ x+1 i l/\“+1 }L 32 jl/?_‘-:z—i—z_\’

* In der Originalaufgabe von CARDANO steht 10 statt 15. Wer Mut hat, rechne die Aufgabe mit diesem Wert.
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J

+1 .
-
A

- [

=i % V

24. a) 2 L = +5-3 V b) —
X /

Y 1=x
ol S
x=+1

25. Ausdem liber abaci(1202) des LEONARDO VON PisA (um 1170—nach 1240):
a) x—(Sx+4)=Vx b) 3x+4)/x2—3x =20
¢) 3x+4)x*—3x=x2+4 d) x2 =16x)/5x + 10x + 20

26. Aus Lilavati — »Die Schone« — von BHASKARA II (1115—nach 1178):

a) §67: Ardschuna, Prithas Sohn, im Kampf gereizt, schoss einen Kdcher
Pfeile um Karna zu toten. Mit der Hélfte seiner Pfeile parierte er die
seines Gegners, mit dem Vierfachen der Wurzel seines Kocherinhalts
totete er dessen Pferde, mit 6 Pfeilen Salya, und mit 3 Pfeilen zerstdrte
er Schirm, Standarte und Bogen, mit einem schlieBlich trennte er den
Kopf seines Feindes vom Rumpf. Wie viele Pfeile lieB Ardschuna flie-
gen?

b) § 68: Die Wurzel aus der Hilfte eines Bienenschwarms flog zu einem
Jasminbusch. § des Schwarms blieben im Stock. Ein Weibchen schlieB3-
lich umschwirrte eine Lotosblume, in der ein Minnchen gefangen saB,
das vom Duft zur Nachtzeit angelockt worden war*. Sag mir, wunder-
schone Frau, die Anzahl der Bienen!

¢) §69: Eine Zahl, vermehrt um ihr Drittel und um das 18fache ihrer
Waurzel, ergibt 1200. Wie heilit die Zahl?

3.7.2 Die biquadratische Gleichung

Eine Gleichung der Form ax*+bx?+c¢=0 mit a+0 ldsst sich
durch die Substitution u:=x? auf eine quadratische Gleichung der Form
au® + bu + ¢ = 0 zuriickfithren. Weil 2 = (x?)? ist, nennen wir und auch
andere Autoren eine solche Gleichung biquadratisch**, Gleichungen dieser
Art losten bereits die Babylonier im Zusammenhang mit Gleichungssystemen
(siehe 3.8). Die folgenden zwei Beispiele stammen aus Kapitel I der Ars magna
(1545) des Geronimo CARDANO (1501-1576).

* Der Lotos 6ffnet sich nachts und schlieBt sich bei Tage.

** bis (lat.) = zweimal, auf doppelte Weise. — Bei DescarTes (1596-1650) findet man 1628/29 biguadratum
an Stelle von gquadratumguadratum zur Bezeichnung der 4. Potenz, bei Christian von Workr (1679
bis 1754) in seinen Die Anfangsgriinde Aller Mathematischen Wissenschaften 1710 den Ausdruck biguadrati-
sche Aequation als Bezeichnung fiir eine allgemeine Gleichung 4. Grades, also eine Gleichung der Form
ax® + bx* + ex? + dx + e = 0, wie es auch heute noch bei manchen Autoren iiblich ist. In der 2. Auf-
lage erfolgte dann die Eindeutschung biquadratische Gleichung.
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