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134 3 Die quadratische Gleichung

**3.8 Gleichungssysteme, die auf quadratische Gleichungen fiihren

Im letzten Jahr hast du lineare Gleichungssysteme mit mehreren Unbekann-
ten kennen gelernt. Dabei kamen die Variablen nur in der 1. Potenz vor und,
ohne dass es dir vielleicht aufgefallen ist, auch nicht durch Multiplikation
miteinander verbunden. Tritt also ein Term der Form x?, y? oder xy auf, dann
handelt es sich um ein quadratisches und nicht mehr um ein lineares Glei-
chungssystem. Besonders einfach sind solche Systeme, die aus einer linearen
und einer quadratischen Gleichung bestehen. Dass die Losung solcher Syste-
me erst mit Hilfe von quadratischen Gleichungen maglich ist, zeigt

Beispiel 1:
Auf Seite I des Keilschrifttextes AO 8862, der um 2000 v. Chr. entstanden
1st und zu den iltesten babylonischen Texten gehort*, steht:
NISABA [Schutzpatronin der Wissenschaften] Lange, Breite. Linge und
Breite habe ich multipliziert und so die Fliche gemacht. Was die Linge
uber die Breite hinausgeht, habe ich zur Fliche addiert, und es macht 183.
Wiederum Liange und Breite addiert, gibt 27. Linge, Breite und Fliche ist
was?
Der Text fiihrt zu Beginn die beiden Unbekannten »Linge« und »Breite«
ein; ihr Produkt heiBt »Fliche«. Wihlen wir x fiir »Linge« und y fiir
»Breite«, so erhalten wir das Gleichungssystem

[ xy+ (x—y) =183 .
V) Nebenbedingung: x > y

I x+y=27

Hier 16st man am besten I1 z. B. nach

y auf und setzt y = 27 — x in [ ein. v
I' x27T—x)+(x— 27+ x) = 183 1
[I' y=27—x

[' x2—29x+210=10 +
[I' y=27—x
=14 v =5 T
' y=27—x

Die Losungsmenge L, kann in einem
x-y-Koordinatensystem (Abbildung
134.1) durch ein Parallelenpaar dar- } : -
gestellt werden, Ly durch eine Gera- 5 i
de. Die Losungsmenge L des Glei- x =1 | | x=15
chungssystems ergibt sich als Schnitt-

menge L, N Ly zu Abb. 134.1 Die Losungsmenge
L = {(14]13), (15]12)}. von Beispiel 1

* gefunden in Larsa, aufbewahrt in Paris im Louvre in der Abteilung Antiquités Orientales. Es handelt sich um
ein vierseitiges, auf allen Seiten beschriebenes Prisma der Héhe 16,8 ¢cm und der Basisseite 7.3 cm.
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Praktisch geht man so vor, dass man zu jedem aus I’ erhaltenen x-Wert
den zugehorigen y-Wert aus II' errechnet:

x =14 = p=13 and x=15 =1p=12.

Die Lsungsmenge des Gleichungssystems besteht also aus 2 Paaren. Wir
erhalten somit zwei verschiedene Antworten auf die gestellte Frage:
Losung 1: Linge = 14, Breite = 13, Flache = 132,

Losung 2: Linge = 15, Breite = 12, Fliache = 180.

Die Nebenbedingung ist jedesmal erfiillt. Eine Probe ist nicht notig, da
nur Aquivalenzumformungen vorgenommen wurden. — Auf der Keil-
schrifttafel ist iibrigens nur Losung 2 angegeben.

Der hier eingeschlagene Losungsweg fiihrt bei jedem derartigen Gleichungs-
system zum Ziel. Die lineare Gleichung wird nach einer der beiden Unbekann-
ten aufgelost und der gefundene Ausdruck in die quadratische Gleichung
eingesetzt. Man hat dann als neues dquivalentes System im Allgemeinen eine
quadratische Gleichung mit nur einer Unbekannten und die lineare Glei-
chung. Je nachdem, ob die quadratische Gleichung zwei, eine oder keine Lo-
sung hat, besteht die Losungsmenge des Systems aus zwei, einem oder keinem
Zahlenpaar.

Besteht hingegen das System aus zwei quadratischen Gleichungen, dann kann
der Losungsweg schlieBlich bis zu einer Gleichung 4. Grades fiir eine Unbe-
kannte fithren, die du unter Umstdnden nicht l6sen kannst. Sehr leicht lassen
sich dagegen Systeme 16sen, in deren Gleichungen nur die Quadrate der Unbe-
kannten vorkommen. Dazu die folgenden beiden Beispiele.

Beispiel 2:

¥
[ 2x2—y2=—-7
- {Hige i K-t (1|58}
II 6x°+ 2_1-‘2 = 104 g Eci ] it lnpnes e mn Mgz iny
Durch die Substitution u:= x2, v:= y*
wird daraus ein lineares System:
[' 2u—v=-7
[1" 6u+ 2v =104 :
pit=19 _ 1
=%
Das Ausgangssystem ist also dquivalent
mit
=3 = 3
{H’ _\_2 == 9 _____ L e e ke e e e e
IR rac=25 _ o
: Abb. 135.1 Die Losungsmenge
" x=—3 v x=3 von Beispiel 2
[I" y==8§8 w p=2. Ly ----- Ly
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Ly lasst sich als Parallelenpaar zur y-Achse, L,;.. als Parallelenpaar zur
x-Achse graphisch darstellen (Abbildung 135.1). Fiir L erhilt man
L=L.nLy ={(—3]-5),(—3]5,3|-5), (35)}.

Ebenso wie in Beispiel 2 geht man vor in

Beispiel 3:
[ 3x2 —5p% =20 [ 2 s
3 i e ’ s
II 7x*+9y2 =26 B ey
Da Ly ={}istauchL=L.nLy = {1

Zum Abschluss behandeln wir noch ein Gleichungssystem, das auf eine bi-
quadratische Gleichung fiihrt. Es stammt von der altbabylonischen Keil-
schrifttafel VAT 8390.

Beispiel 4:
Lange und Breite habe ich multipliziert, 600 ist die Fliche. Die Linge
habe ich mit sich selbst multipliziert. Das ergibt eine Fliche, die das
9fache der Fliche ist, die man erhélt, wenn man das, was die Léange iiber
die Breite hinausgeht, mit sich selbst multipliziert. Léinge und Breite ist
was?

Bedeute x die »Linge« und y die »Breite«, dann erhilt man

[ xy=600
I x%2= 9(x — y)'!
600
[ y=—
X
I_I 8x* —10800x2 + 3240000 = 0
, 600
! jr=s
e

II' x> =450 v x>=900 = x=+15/2 v x=+30
L = {(—30] —20), (—15)/2| —201/2), (15//2]|201/2), (30|20)} .

Die Babylonier haben nur die Losung (30|20) angegeben, da fiir sie x und
y positiv waren und auBlerdem x > y gelten sollte.

[nsgesamt hat man bis jetzt an die 650 Aufgaben von diesem Typ gefunden, beli
denen vor allem Gleichung II immer wieder verindert wird. Alle aber haben
die Losung (30/20). Die 6,5 cm % 9,5 ¢cm groBen Tifelchen sind durchnumme-
riert.* Es handelt sich offenbar um einen Satz von Ubungsaufgaben, der einst

* Da sie aus Raubgrabungen stammen, lassen sie sich nur schwer datieren. Man vermutet, dass sie mittelbaby-
lonisch sind, d.h. aus der Zeit der KAssiTeEN stammen (ca. 1530-1160 v.Chr.). Sie enthalten fast keinen
Worttext mehr, sondern nur mehr mathematische Zeichen. stellen also eine Art babylonischer Zeichenal-
gebra dar.
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aus mindestens 14 solcher Téifelchen bestand. Wir diirfen daraus wohl schlie-
Ben, dass bereits die Babylonier erkannt hatten, dass Mathematik nur dadurch
gelernt werden kann, dass man viel tibt. Fiir dich folgt daher eine Rethe von

Aufgaben
xy =10 3Ix—y=3 xy =2
2.a) xy=9+x b) 2xy—x+2y=1 ¢) 3x+2y—4xy=-—95
2x—y=2 x+2y=0 Sx+2y=12
3. Seite I und Seite III des Keilschrifttextes AO 8862 liefern die Systeme
a) s3x+3y+xy=15 b) x+y=xy
Xry= i X+y+xy= 9
4. In Susa fand man folgende Keilschrifttexte aus altbabylonischer Zeit:
a)* tx+ 3y +5xy =2 b) xy+x+y=1
Xekp =53 L@x+4y) +y=1%

5. Eine interessante Aufgabe enthilt der altbabylonische Keilschrifttext**
VAT 7528, der, auf unser Malsystem umgerechnet, lautet:
Gebaut wurde ein kleiner Kanal von 2160 m Linge und 3 m Tiefe. Sein
Querschnitt ist trapezformig und misst oben 1 m, unten & m. Ein Arbeiter
konnte tiglich 6 m® Erde ausheben. Die Anzahl der Arbeiter zu der der
Arbeitstage addiert ergibt 29 5. Wie viele Leute haben wie viele Tage gear-
beitet?

6. VAT 8512, ebenfalls altbabylonisch, stellt folgendes Problem: Ein recht-
winkliges Dreieck wird durch eine Parallele zu einer Kathete der Lange 30
in ein Dreieck und ein Trapez so zerlegt, dass die Trapezfliche um 420
grofer ist als die Dreiecksfliche. Die Kathete zerfillt dabei in zwei Teile;
der Teil, der zum Dreieck gehort, ist um 20 groBer als derjenige, der zum
Trapez gehort. Wie groB sind diese beiden Teile, die beiden Flachen und
die parallele Strecke?

7. Aus einer arabischen Handschrift aus der 1. Halfte des 11. Jh.s: In einem
Quadrat ABCD der Seitenldnge 10 werden die Mittelparallele [EF] zu
[AB] und von A aus eine Gerade so gezogen, dass diese die Mittelparallele
in S und die Seite [BC] in T schneidet. Wie groB sind TF und SF, wenn
die Fliache von ASTF sich zur Quadratfliche wie 2 : 25 verhilt (F € BC)?

8. Der Seite II des Keilschriftprismas AO 8862 entnehmen wir: Lange, Brei-
te. Lange und Breite habe ich multipliziert und so die Flache gemacht. Was
die Lange tiber die Breite hinausgeht, habe ich mit der Summe aus Linge

* SKT 362, StraBburger Keilschrift-Texte, aufbewahrt in StraBburg, Bibliotheque Nationale et Universitaire.
** aufbewahrt in Berlin, Staatliche Museen: Vorderasiatische Abteilung; Tontafeln.
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und Breite multipliziert; dazu habe ich meine Fliche addiert. Es macht
4400. Dann habe ich Linge und Breite addiert, das ergibt 100.

9. Die Aufgaben 8-10, 14 und 19 aus der altbabylonischen Keilschrifttafel
BM 13901 (siche Seite 88f. und Aufgabe 97/24):
a) x2+ y?* =1300 b) x*+ y? = 1300 c) x* 4 y* =213
x+y=150 x—p=10 yp—x=—1x
d) x*+y*=1525 e) x*+y*+ (x—y)% = 1400
y=%x+5 x+y=250
10. Aus der altbabylonischen Keilschrifttafel SKT 363:
a) x*+ y* =1000 b) x* + y% = 2225 €)% -Lys = 3125
y=%x—10 y=%(x—-10)+5 y=%(x—-20)+5
11. a) x? —3x+y =2 b) 2y? —5x+3y=0
x+3y=06 — 2%+ Iy=5
¢) 3x+2y=3 d) 4x—3y =11
2x2 —y2 =—7 2x%+3y2=11
12. a) Aus dem /iber abaci (1202) des LEONARDO VON Pisa
(um 1170—nach 1240):
R — D = /8. Mache die Probe!
=
b) Fsx? - dy?=1 ¢) fx2—4y*=1
y—18 9 y+4 3
x—4 20 x—4 4
13.3) x2— 2%y —p>=—4 (Mb) x2—=2xy+y*+4=0
x—35y=6 x—3y—6=0
14.2) 2x> +xy+y*—2x+y=6
2x—3y=9
b) 41x* —24xy + 34y? —24x+ 68y —41 =0
x—=2y—5=0
15.a) x*+2y*=9 b) 2x* + 5y* =47
3x2—yp? =—1 5x*+2y* =23
16. a) 7x>—2y*+32=0 b) 6x%+2y2=6
3x>+5y2—80=0 4x* —3y2 =43
17.a) 1ix>=Ty* =0 b 11x? Tyt =0

—8x?+5°=0 —8x2 4 5y2 =0
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18.a) x> +3y*>=3 b) 5%249y%2—32,2 =0
6x* —2y* =13 4x> —3y2+ 123 =0
19.a) 3x2—-5y2=0 b) 4x2—3p2 =17
Dpd— Tyt —11 Ix% 4 Sy? =56
020.2a) 2x*—3x+2y—3=0 b) 2x+5y+2xy =3
5x2—0,5x+3y—7=0 x—3y—4xy =33
) x—2*+@p—-1%*=9 d) x+2x>+3y—6y*=28
(x+2)2+(p—7)*=25 x—x2—-2y+3y*=-20
21.a) x24+2x+4y—47=0 b) 2x* +y* —10x =13
5x2 —25x+6y—18=10 5x2—-2y*+15x =
¢) y +2xy+3y=0 od) (x—2)2—(y+1)2=-24
32 —=3xy—y =30 3>+ —12x 2y =87

22. Die auf Seite 136 erwidhnte Aufgabensammlung aus kassitischer Zeit be-
findet sich fast vollstindig in der Yale Babylonian Collection von New
Haven (USA). Die auf der Tafel YBC 4697 angegebenen Gleichungssyste-
me l6st man am besten mit der Substitution x:=u + v und y:=u — v.
Die erste Gleichung heilit immer xy = 600, die zweite dagegen
a) ix+y)+&5x—y>=18%,

b) {(x+y)—&HKx—y)?F =15,
¢) s g(x+»+sx—y)° =33

23.a) x> +3y*=10 b) x2— 8y =23
X2yt =9 4(xy)> =25
¢) x*—3x24+2y2=6 d) x*—yp* =065
4x* — 5y* = —16 2x% +3y? =30
24. a) (x+1)243(y+3)>=12
V41 — T (£ 3) = —1
8b) 2(2x—3y+7?>—3(4x—2y+5*=5
S(2x — 3y +7)2 — T(4x — 2y + 5)% = 13
1 1 1
L e Bdg e
X } X Jir
Rl e g D
Sl s oy Bt 13

26. a) Aufgabe 12 aus dem Keilschrifttext BM 13901 ergibt das System
x2 492 =1300 A xy=600.
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b) Aufgabe 22 der Tafel YBC 4668 aus kassitischer Zeit ergibt

% o A ] -
+3 (.E — ) =28 A xy=600.
y P X

¢) Aufgabe 25 der Tafel YBC 4668 aus kassitischer Zeit ergibt

% 2 g i
Y S\ %

27. In Susa fand man auf einer Keilschrifttafel den Text XIX. Problem D:
=1200 A x-x2)/x*+ p* =3200000.

28.a) x+2=yp—1 b) 2—-2x=(y+4)?
V3x + 2 = 2x Va2 +y2=T—x
29.2) Vx+y—Vx— = V/x2 —6x -2 =1y

$b) V3x+y+12x—y=VTx+2y

fL4r2 4 y 2y 411 —2x—-34+x—y=V} 3x—1

30. Besteht ein Gleichungssystem mit zwei Variablen nur aus einer Gleichung,
so 1st es unterbestimmt. Stelle die Losungsmengen der folgenden l.ll'llf:lbt,-
stimmten Systeme graphisch dar.

a) x*+y*=0 b) (x— 3) +(+2*%*=0
¢) x2—y*=0 d) (x+p)* =4

e) x(x—2y)=0 f) H— 3xy —1—2} =0

o2) Vx?+y=1 oh) V/x? +1/y?

«31. Die beiden folgenden ersten Aufgaben sind die Nr. 94 bzw. 96 aus Kapitel
LXVIder 1539 erschienenen Practica Arithmeticae des Geronimo CARDA-
NO (1501-1576). Michael StiFeL (14877-1567) bringt sie 1544 in seiner
Arithmetica integra und fiigt als weitere Beispiele die beiden anderen Auf-
gaben an. — Zur Losung raten wir, zuerst xy zu berechnen.

a) (x—yp)*=xy b) x+y=xy
x24+y* =20 X2 +y2+(x+y) =20
©) x*+y*=52 d) x*+y*=152
xy—x—y=14 xy+x+y=34

32. In Kapitel LXI seiner Practica Arithmeticae behandelt CARDANO ein iiber-

bestimmtes Gleichungssystem., fiir das STIFEL bessere Zahlen wihlt, damit
die Aufgabe aufgeht:
Zerlege 468 in zwei Summanden. Das Produkt aus dem grofBeren Teil und
dem Quadrat des kleineren Teils soll 5359375 ergeben, das Produkt aus
dem kleineren Teil und dem Quadrat des groBeren hingegen 14706125.
Wie heillen die Summanden?
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Die folgenden Aufgaben ergeben Gleichungssysteme fiir 3 und mehr Unbekann-
te. Sie stammen aus Kapitel LXVI der Practica Arithmeticae (1539) des Gero-
nimo CARDANO (1501-1576). Michael StiFeL (14877—1567) fand sie so interes-
sant, dass er siec ganz am Ende seiner Arithmetica integra (1544) bringt. Ange-
regt durch sie, fiigt er gelegentlich ergédnzende Aufgaben hinzu.

33. Aufeabe 78: Zerlege 14 so in 3 Summanden, dass sie in stetiger Proportion

zueinander stehen* und dass die Summe aus dem 2fachen des ersten,
dem 3fachen des zweiten und dem 4fachen des dritten 36 ergibt.

| HIERONIMI ARITHMETI |

C.CARDANI MEDIGI MEDIOLA CA INTEGRA.
NENSIS,PRACTICA ARITH
metice, & Menfurandifingolans. In qua Authore Michacle Scifelio.
que preter aliagcotinennum rerfa

pagina bemonfirabic,

Cum prafatione Philippi Melanchthonis.

Norimhergz apud Iohan. Petreium,
Anno Chrifti m, o, x 11111,

Cum gratia & priuilegio Cxfarco
arcp Regio ad Scxennium,

: — — — — e

rFitud o%.nmr (Ardansr M HJ;‘W /ﬁ-,/r/

Abb.141.1 Titelblatt der Practica Abb.141.2 Titelblatt der Arithmetica

Arithmeticae von 1539 des Geronimo integra—»Die ganze Arithmetik« — (1544)

CARDANO (1501-1576)** und dessen von Michael STIFEL (14877 Esslingen bis

Unterschrift. 19.4.1567 Jena) und dessen Unterschrift.
Ein Bildnis ist nicht iiberliefert.***

+ 3 GroBen a. b. ¢ bzw. 4 GroBen a, b, ¢, d stehen in stetiger Proportion zueinander oder verhalten sich

stetig, wenna:h=b:cbaw. atb=0b:c=c:id gilt.

Des Hieronimus €. Carpanus mailindischen Arztes, einzigartige Handhabung der Arithmetik und des

Messens. Was in ihr unter anderen enthalten ist, legt er auf der niichsten Seite dar.

Die Umschrift NEMO PROPHETA ACCEPTUS IN PATRIA um das Bildnis ist eine Anspielung auf

Matth. 13,57, das im Deutschen zu »Der Prophet gilt nichts in scinem Vaterlande« verkiirzt wird.

#x% A nfdem Titelblatt liest man ferner: Mit einem Vorwort Philipp MELANCHTHONS. Zu Nilrnberg bei Johann
Perrews. Im Jahre Christi 1544, Mit der Gunst und dem Kkaiserlichen und kéniglichen Privileg fiir einen
Zeitraum von sechs Jahren. Die Umschrift um das Flammenschwert lautet SERMO DEI IGNITUS ET
PENETRANTIOR QUOVIS GLADIO ANCIPITI, d.h.: Die Sprache Gottes ist feurig und durchdrin-
gender als jedes zweischneidige Schwert. — Am Ende schreibt StireL, dass er das Manuskript mehr als
ein Jahrfinft zuriickgehalten habe; es war also bereits 1539 fertig. — Die in der 1. und 2. Auflage wie-
dergegebene Unterschrift ist kein Autograph STIFELs.

#3%
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Michael STIFEL verwandelt die vorstehende Aufgabe in:

Zerlege 182 so in 3 Summanden, dass sie in stetiger Proportion zueinander
stechen*. Bildet man dann die Summe der 3 méoglichen Produkte aus je
zweien von ithnen, so erhélt man 7644. Wie heil3en die Teile?

. Michael STIFeL ergidnzt die vorstehende Aufgabe durch:

Zerlege 78 in 3 Summanden, die sich stetig verhalten* und fiir die gilt:
Teilt man 78 durch jeweils einen der Summanden, so ist die Summe dieser
drei Quotienten 183. Wie groB3 sind die Summanden?

. Aufgabe 110: Das Produkt der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks

hat den Wert 10; die Katheten und die Hypotenuse verhalten sich stetig*.
Bestimme sie.

Aufgabe 28: Die Summe dreier Zahlen, die sich stetig verhalten*, ist so
grold wie ithr Produkt. Teilt man 25 durch jeweils eine von ihnen, so ergibt
auch die Summe der drei Quotienten die Summe dieser drei Zahlen. Wie
grol} sind sie?

. Von Michael STIFEL stammt: Zerlege 76 in drei Summanden, die sich stetig

zueinander verhalten®, sodass das Produkt aus dem mittleren Glied mit
der Summe der beiden duBeren Glieder 1248 ergibt. Wie groB3 sind die
Summanden?

. Aufgabe 112: Vier Zahlen verhalten sich stetig zueinander*. Ihr Produkt

hat den Wert 81, das Produkt der beiden ersten den Wert 6. Wie heiBen sie?

. Aufgabe 95 hat STIFEL verbessert, sodass sie aufgeht. In Klammern stehen

die urspringlichen Werte CARDANOS:

Die Summe von vier Zahlen, die in stetiger Proportion zueinander ste-
hen*, hat den Wert 45 (10); die Summe ihrer Quadrate ist 765 (60). Wie
grol} sind sie?

3 GrolBen a, b, ¢ bzw. 4 GrélBen a, b, ¢, d stehen in stetiger Proportion zueinander oder verhalten sich stetig,
wenna:b=b:cbhzw.a:b=b:c=c:dgilt.
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