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2.2 Rechengesetze fiir Potenzen mit ganzzahligen Exponenten

Die Definitionen von ¢° (in 24.1) und ¢ =" (in 24.2) werden fur die Mathematik
erst dann fruchtbar, wenn man mit den neuen Symbolen so rechnen kann, daB
die Rechengesetze fiir Potenzen mit natiirlichen Exponenten auch fiir die Po-
tenzen mit ganzzahligen Exponenten gelten. Wir liberpriifen das der Reihe
nach:

I. Multiplikation von Potenzen mit gleicher Basis
Gilta"-a"=a"""fura+0und m, ne Z?
Zum Beweis miissen wir verschiedene Fille unterscheiden, je nachdem, ob m
bzw. n positiv, null oder negativ ist. Im folgenden verwenden wir die Tatsache,
dall —meN fir m <0 und —ne N fir n <0 gilt.
I. Fall: m = 0, n beliebig

ES=gtegt =1-g"=7"

RE =g *=gth=18

2 Fall: m>0.n<(

1 , |
L.r) A “m < ({” = ”m ] — —L — = Hrn--i n) _ ”m tn __ Rfﬁ
cl a
3. Fall: m<0,n<0
o o A z 1 |
‘h = LA —m : —-n —m., =N —m ‘i Rl —m—n i
a a a a a a
1
— = mThRr __ A
= —(m+n) da 3 Rb

a
Die Fille m beliebig, n = 0 bzw. m < 0, n > 0 brauchen wegen der Giiltigkeit
des Kommutativgesetzes der Multiplikation nicht eigens untersucht zu wer-
den.

1. Potenzieren einer Potenz

Gilt (™" =a™ fiir a0 und m,ne Z?

. Fall: m = 0, n beliebig
[S=(@")Y=1"=1
RE = ot t=g— =28
2. Fall: m beliebig, n =0
LS = (@°® =1
RS=a"%=4g’=1=1S

3. Fall: m<0,n>0

K 1 mn 1" 1
LS = (a™)" =( ) = e 2
a (@™ a

o
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4. Fall: m>0,n<0
1 1
LS e (\”m)n - L o E'f”m = RS
((J?H) n (f mn

S.Fall m<0,n<0
. e 1 1 1 _
LS = (H‘” "= ( -n;) = 3 e e e “ﬂ'l?l == I{S
o

I11. Potenzieren eines Produkts
Gilt (a*b)"=4a"-b"fira, b+ 0und neZ?

] Ballin=10
Es =g b =l
RS=¢g"0°=1-1=1=18

2. Fall n<0

1 1 1 1
=— - =a" b =RS

IS5 ={a- by =+ ==
(H )} {ah) T a n_b n a ] h n

I'V. Potenzieren eines Quotienten

Gilt [2) =2 fiira. b+ 0und nez?
b h"

Nt ] i I‘ n _
s =l = a: =g b V= (b =g
b b
L f n n 1 fjr” '[{R;
a-b i

V. Division von Potenzen mit gleicher Basis

ol = .
Gilt — =a" "fiira+0und m,neZ?
a

a 1
IS — — {.I"J o’ —_— ({f"! - {J n = “rH! 'f Hl = {{:"] n — l{g

a" a"
Damit ist gezeigt, daB die Rechengesetze fiir Potenzen mit natiirlichen Expo-
nenten auch fiir die neu definierten Potenzen mit ganzzahligen Exponenten
gelten. Wir merken uns:
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’753{1 31.1: Fur @, 5+ 0 und m,ne Z gilt

L g™ a" = aﬂ'l"‘u V. a_n = g™ "
a
ll‘ (am)ﬂ — am"
L. (- b)" = a" - b" Iv. (5 S
b brl

Bemerkung: Satz 31.1 gilt auch fiir @ = 0 bzw. b = 0, solange kein Nenner null
wird oder nicht der undefinierte Term 0° entsteht.

Beispiele:
ul a % -P=a52=g*
zull: (¢a2) 2=q 2079 =48
1. -4 4, . —4 1
zulll: Ba) *=3""a "= _—
8la
D R e
zu IV: ( j = —=—
2 2 a
T ” 5 2—={—15) SRS -+
VY, — =g = =g = =

a
Mit Hilfe der gewonnenen Potenzgesetze lassen sich physikalische GrobBen
leicht von einer Benennung in die andere umrechnen. Hierzu ein

Beispiel: 7fm =7-10"m=7-10"-10um =7-10"° pm

Aufgaben

1.a) 27274 b) 371036 ¢) 5285725 d) 2026
e) 6°-6°-6° f) Re 3 gy 021052107
h) D1 *-012-01°2 1) {1}(‘ - (3)? ok} 0277 572

2.8) a “-a by at-a:t-a? (33 e ol 75 Al
d) y-pl " ) mtiagE gt 2 ) gt

g) (a i b2-(a+b)~t h) (xp)?:(xy)° i) (p—¢q) *-(p—9)*

a) {.uz—i—H-u_] b) (f!”—i—u'}l‘(c! e L)
o) (i i i Y )@ Eh)ath

&) X+ =27 f = )49
g) Qm?+5m—3m 2)(@d@m+6m=> h) (x*—x+1

&

T

e IR R
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b

. Schreibe x, y und z in Gleitkommadarstellung:
a) 400nm = xm = ypm = z um
b) 3,7pF =xF = y{tF = znF
¢) 0,007 ps = xms =yns =zps

Ln

. Schreibe in Gleitkommadarstellung mit der in der Klammer angegebenen
Benennung:
a) Dicke des menschlichen Haares 70 pm (mm; m)
b) Dicke von Blattgold 100 nm (mm; m)
¢) Durchmesser von Atomkernen 1 fm (nm; cm)
d) Durchmesser von Atomen 100000 fm (nm; cm)
e) Wellenlange des gelben Na-Lichts 589,6 nm (mm; dm)
f) Ruhemasse des Elektrons 9,1091 - 107 '? ag (g; kg)
g) Ruhemasse des Neutrons 1,67 - 107 fg (mg; kg)
6 '3) (3 b)/ (3 )’ c
elis =)= f) (4 %)= g
ra) (a—)° bY@ ) @) Gl @R e) (a" )"

-]

8.a) (x+x71)? ob) (y 4+41)3 e)ila=t+a 2 —(at—q ?)>
9.2) 1 +a+a ) b) (1 +x—x1)° ¢) (Z2+1+42z 22
10. a) (@* —b?) ':(a—b) 2 b) (94?2 —16)"2%- (3a — 4)*
11.a) (x—y)®-(y—x)~8 b) (x—»)?° (y—x)?
.. /3\~2 21/3\ 3
12.3) (2-3* B G QD (lq ) d) ("l “"-)
2 \3)/2
(—5 __15 . 3{? E 4l _1 2 -2---4-_ l 3
13, 2) ‘{_2 by e ) (3 d) 2)=*-(l 2)
67 2773 3*-GV3)~* 22
m* 1> pe-igt (= 1)Epat
14. : b . :
2) m? ) ne ©) p - g? D (x+1)"1y*
15.2) 8:@)° D A*D° 9@ @ O 1,5 [@)
16. a) (8x > 5x%):(20x) b) (0,1x 4+ 2x72)-1x°
¢) 04x 3 +4x7%):Exd
17.a) Q0% :(5x7%) 2x3 h) (10x 2: 522 (2x>)
) (10 (2 2)) 22

Ig ﬂ) {:JH-I-] G Jr}::?, h) (_,__.znl 1 : __lrr—]}::?. (‘) [:1". | _:3“. 5}::5”

19. 2) (;)(g) i (:) 2(;)1 ¢) (;)4(;] :
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sl N c =4 6% —1
b g : D5agTte
3p—1y—4 i 4 s
20. a) (2a’b™1) b) ( : ) ¢) (64a °h")° d) :
z7 0.2
Y \ 4
e) (abo)" f) (a=2h - ne A0
8..'\- = .I'ill._? k+1 {2\ 25 l l.—] ) 2n
Ol o
(xy) (oS =
= . - ; ir: 1
(ol
A
i —3 m—8 2
X ¥
21.;;)( ,, J ( )
4 am A TA
i / X y
(atb=mN=2 [fa2k-Ln+2\3 1 \ 2
B o L |
M . 3m —kfm+3..3=2n
R T W TR e e )
| 1 2
LT q
2"“ {l} _'l'" 1'” 2 _\'” 2 | n f \'" 1 1u 1
a’® 2a 1
b} 1.”? L m—2 i t.m 2oom—1 + r.'rr 3 on

23. Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?
1) 40—+ = 100 =" b 100 =100 528 ¢) (=7 =—-(7)*
d}z 1(?+2 Ic}:2li 9)3 1I_!_3 Ll_|_3 ll__g."\

24. Berechne;
a) 2: 1077 L 74107 —1.4-10

b) 310~ +12-10°° ¢) 0,5:107*+8-10"2—-1,5-10"?
d) 0,0001-10"'40,001-10"*—0,01-107°

25. Radiziere ohne Verwendung eines Taschenrechners:
a) 1/81-10~* b) /8,1-10"7 c) 1/0,441-1073-14,4-10°5
d) /44 e) /107100 f) /1001
s 2l G o SRR S s i

#2: ( X +:1' ) ' (\ T y ‘) : (.\.r".rl")

827. 1 —(@b )Yy H) 2+ A+ Ga ) ) 2+2ab A —(ba ) D)

ngl(h_.[!”w ) 1|(~H Ly p ) Ilh' 1—u|
ab=*+hba*, 2 ; a ‘b

\ \
b ' Ry

a-+b di=h

NI e 3
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. Beschreibe in Worten, wie die folgenden Zahlen in dezimaler Schreibweise
aussehen wiirden.
a)(10+%Le b) 10:°° ¢)! S92 @) 3(101%)*° 423
C) ]UIU'-“ == f} lolﬂ'“ 1 g) (i(}_ 10]5(1 h) 10 1010

. Im Jahre 1989 wurde von der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt
(PTB) in Braunschweig die Avogadro-Konstante* neu bestimmt zu
N, = 6,022134 - 10*° kmol ~'. Sie gibt die Anzahl der Molekiile in einem
Kilomol eines reinen Stoffes an. So enthalten z.B. 18,016 kg Wasser
6,022134 - 10>® Wassermolekiile.

a) Wie viele Wassermolekiile sind in 10~ ° ¢ Wasser enthalten?
b) Wieviel g Wasser bilden 1 Trillion Wassermolekiile?

[n der modernen Analysetechnik verwendet man bei Angaben von Kon-
zentrationen uber Prozent und Promille hinaus die aus dem Amerika-
nischen stammenden Abkiirzungen ppm = parts per million = 10,
ppb = parts per billion = 1077, ppt = parts per trillion = 10~ !? und
ppq = parts per quadrillion, zu deutsch Teile auf eine Million, eine Mil-
liarde, eine Billion bzw. eine Billiarde. Die z. B. bei ppm stehende Zahl gibt
die Anzahl der Teile einer Substanzin 1000000 Teilen der Gesamtsubstanz
an. Demnach sind 5 Menschen 1 ppb einer Weltbevolkerung von 5 Milliar-
den Menschen.**

a) Dricke fiir Feststoffe 1°;, 1%, 1 ppm, 1 ppb, 1 ppt und 1 ppq als g/kg
aus.

b) Eine gewisse Weizenmenge wurde durch ein Roggenkorn der Masse
0,1 g verunreinigt. Die Verunreinigung betrigt 1 ppt. Wieviel Weizen
wurde verunreinigt? Wie viele 500 m lange Giiterziige sind zum Trans-
port dieses Weizens notig, wenn 1 Giiterzug 2500 t Weizen beférdern
kann?

¢) In einer Abraumhalde wurden 1000 ppt Cadmium gefunden. Ist dies
bedngstigend, wenn man weiB, daBl in der Erdkruste etwa 300 mg Cd
pro Tonne enthalten sind?

33. Vor4,5 Mrd. Jahren entstand der Planet Erde. Vor 2 Mrd. Jahren tauchten

K

die ersten Algen auf, vor 1,4 Mrd. Jahren mit dem Panzerfisch das erste
Wirbeltier, und vor 1,2 Mrd. Jahren entwickelten sich die ersten Land-
pflanzen. Vor 900 Mio. Jahren begannen die Saurier, die Erde zu bevl-
kern, 300 Mio. Jahre spiter entstanden die ersten Sauger. Vor 200 Mio.
Jahren falteten sich die Alpen. Vor 600000 Jahren liefen in Olduvai (Stid-
afrika) die ersten Menschen herum. Vor 130000 Jahren gab es viele Nean-
dertaler, vor 40000 Jahren trat der homo sapiens auf, vor 19000 Jahren
wurde die Hohle von Lascaux bemalt, vor 15000 Jahren starb das Mam-
mut aus, vor 8000 Jahren wurde Jericho, die élteste Stadt, gegriindet, vor
Lorenzo Romano Amedeo Carlo AvoGapro, Graf von Quaregna und Ceretto (9.8.1776 Turin — 9.7.1856
ebd.), Jurist, Physiker und Chemiker

1 ppb liest man natiirlich 1 part per billion.
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5000 Jahren begannen die alten Hochkulturen in Agypten, Babylon und
China sich zu entwickeln, vor 2000 Jahren wurde Christus geboren, und
vor 350 Jahren entstand die moderne Physik.

a) Wahle das Alter der Erde als Zeiteinheit (EA) und driicke die oben
angegebenen Zeitrdume, von heute aus riickwirts gerechnet, mittels
Gleitkommadarstellung und auch unter Verwendung der Vorsitze von
Seite 26 in EA aus.

b) Fasse die 4,5 Mrd. Jahre als einen von 0.00 Uhr bis 12.00 Uhr dauern-
den Zeitraum auf.

1) Vor wieviel h min sec traten obige Ereignisse ein?

2) Wieviel Uhr war es dann?

3) Veranschauliche die Geschichte graphisch durch die Stellung des
Stundenzeigers auf dem Zifferblatt einer Uhr.

*%2.3 Zur Geschichte der Potenzen

Quadrat- und Kubikzahlen beherrschten die Babylonier etwa seit 2000 v. Chr. Erhal-
ten blieben uns sogar a"-Tabellen fiir ausgewihlte Basen ¢ mit den Exponenten von 2
bis 10.

In der frithen griechischen Mathematik finden sich bald eigene Namen fiir die Qua-
drat- und Kubikzahlen, die von den PYTHAGOREERN der Geometrie entlehnt wurden,
namlich teTphyovog (tetragonos) = viereckig fiir die Quadratzahl und k0pog (kybos)
= Wiirfel fiir die Kubikzahl. Daneben beniitzt aber HipPOKRATES von Chios (2. Halfte
des 5. Jh.s v. Chr.) das Wort d0vapg (dynamis) = Kraft fur die 2. Potenz. Wann man
zum ersten Mal zu Namen fiir hohere Potenzen fortgeschritten ist, wissen wir nicht.
DaB es schwierig war, konnen wir nachempfinden; denn man mufte sich ja vollig von
den geometrischen Vorstellungen des Quadrats und des Wiirfels 1osen. Be1t HERON (um
62 n.Chr.) findet man dvvapodivapig (dynamodiynamis) als Bezeichnung fiir die
4. Potenz einer Streckenldnge. DIoPHANT (um 250 n. Chr.) verwendet dieses Wort, um
die 4. Potenz der Unbekannten, also x* auszudriicken. Er fiihrt die Reihe bis zur
6. Potenz weiter fort mit SuvapodxvBog (dynamokybos) fiir x°, additiv gebildet gemil
x* = x?3, und xvBoxvPog (kybokybos) fiir x° gemidB x® = x**°. AuBerdem beniitzt

Sl ! | PR 1G] : ! e
er fiir die Reziproken — bis — eigene Namen, indem er an die urspringliche Potenz-
X X
1

1 : z
bezeichnung die Silbe -tov (ton) anhdngt: — = dptdpootov (arithmoston), — =
X N
; 1 5 . 1 :
= duvapootov (dynamoston), — = kuPootov (kyboston), ..., — = kvfokvfootov
x X

(kybokyboston). Durch Ausrechnen aller fiir ihn méglichen Fille — es darf kein Expo-
nent gréBer als 6 werden — gibt er an, wie diese Potenzen miteinander multipliziert
werden, also unsere Sitze 14.1 und 16.1. Im brigen ist er sich der Schwerfalligkent
: , 5o - . : e AY pY Y oY
seiner Wortschépfungen bewuBt und kiirzt sie ab mit g fiir x, 4%, K*, 4" 4, AK” und
. _ 1
K'K. Reziproke werden durch ein hinzugefiigtes X kenntlich gemacht: g* =
X

1
AY X= —_ yusw.

X
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