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Gateway Arch in Saint Louis, Missouri, USA
Der 192 m hohe, in den Jahren 1959 bis 1965 aus rostfreiem Stahl und Beton nach
einem Entwurf des Finnen Eero SAARINEN (1910-1961) errichtete Bogen erinnert als
Gateway to the West an den nach 1803 einsetzenden Siedlerstrom in den Westen der
USA und damit an die Bedeutung, die Saint Louis im 19.Jh. hatte.




6 Quadratische Ungleichungen

6.1 Losungsverfahren

Eine Ungleichung der Form ax? + bx + ¢ > 0 mit @ + 0 heiBt quadratische
Ungleichung. So ist z. B. x* — x — 2 > 0 eine quadratische Ungleichung. Zur
Losung solcher Ungleichungen gibt es verschiedene Verfahren:

1) Methode der quadratischen Erginzung

X2 —x—2=0
x*—x+@H?*>2+41
(x—3)*>%

x—41>3

X — % < - v x—1>3

2) Methode der Faktorisierung
A

x—x—2>0
Nach dem Faktorisierungssatz 106.1 brauchen wir zuerst die Ldsungen der
zugehorigen quadratischen Gleichung x* — x —2 = 0. Wir erhalten
x; =—1 und x, = 2. Damit wird die Ungleichung zur Produktunglei-
chung (x 4+ 1)(x — 2) > 0, die man graphisch l6sen kann.
Aus Abbildung 186.1 liest man ab: L = ]—oo; —1[ U ]2; 4+ oo[.

x+1 = 0 1= A
x—2 =5 = 0
|
(x+1) (x—2) - 0 — 0
i = f N
—1 2

Abb.186.1 Vorzeichenverteilung beim Term (x + 1)(x — 2)

3) Parabelmethode
XF—x—2>0

Wir zeichnen die Parabel y = x* — x — 2. Sie hat als Nullstellen die Lésun-
gen der Gleichung x> — x —2 = 0,d.h.x, = — 1 und x, = 2. Gesucht sind
die x-Koordinaten der Parabelpunkte, fiir die y > 0 gilt. Das sind die Para-
belpunkte, die oberhalb der x-Achse liegen. Weil die Parabel nach oben
offen ist, sind, wie Abbildung 187.1 zeigt, die y-Koordinaten positiv, wenn
x < —1 bzw. x > 2 gilt. Also lesen wir die Losungsmenge ab:
L=]—00;—1[uw]2; +oof.
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Y
+ 1 -
-1\ 0 X
Abb. 187. Ldsung der Ungleichung x* — x — 2 > 0 mit der Parabelmethode

Die Parabelmethode ist meist der kiirzeste Weg zur Losung einer quadrati-
schen Ungleichung. Man braucht nur die Nullstellen der zugehorigen quadra-
tischen Gleichung und die Offnung der Parabel, die man dem Vorzeichen des
Koeffizienten von x? entnimmt. Auf die Zeichnung kann man sogar verzich-
ten.

Bei den Verfahren 2 und 3 haben wir angenommen, dass es Nullstellen gibt.
Wenn das nicht der Fall ist, dann liegt die Parabel entweder ganz tiber oder
ganz unter der x-Achse. Je nach der Art des Ungleichheitszeichens ist die
Losungsmenge dann leer oder ganz R, wie Abbildung 187.2 veranschaulicht.

YA
y=xt-x+1
xf-x+1>0
P\ L=R
1 X

Abb. 187.2 Parabelmethode in Fillen ohne Nullstellen
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6 Quadratische Ungleichungen

Aufgaben
l.a) x>—x+1<0 b) x*+x—-12>0
Q) x2—2x+1=0 d) x*+6x—-T7=0
2.a) —x*+6x—8=0 b) 2x2—x—-3>0
e) dx- = 5x—2 d) x2—6<5x
3. a) Welche Zahlen sind kleiner als ithr Quadrat?

b) Welche Zahlen sind kleiner als ithre Wurzel?
¢) Welche Zahlen sind gréBer als ihre 3. Potenz?

4. Verwende die Parabelmethode zur Losung der Produktungleichung:
a) (x—2)(x—3)<0 b) (x—3,14)(x+ 3.14) > 0
¢) Cx—1)2x—-3)=0 d x—Hx+%>0

5.a) (x—2)(x—3)<4 b) x*—3x<38
e) x*<dx—1 d —x*>x—10

6. a) |x*+5x| <14 b) [13x—x*| <30

7.a) 0< x> —10<x b) x=x*—-1=x—1

8. a) 10x b b) L 1 i 3x

ARl ) = = -2 - — < s L
x‘+4 = x2+1 x= 4 1
Tx 2 1
c =409 d) — > =
) D ) x“ 14+x°
9. Multipliziere mit dem Quadrat des Nenners:
= By 2
a =
x+3 2x—1~
x—1 X—35 3—2x
10. a) < b) — <0
x—3 Xx—7 x“—8x+9
3 8 x—3 6—x
c) < - d) >
2x+1 x+2 3x+2 2 —x

12.

13.

. Fiir welche Werte von k hat die Gleichung 2 Lésungen?

a) x2—kx+k+3=0 b) x>+ (k+2)x+k+5=0
¢) kx®+2(k—Nx+4=0

Fiir welche Werte von k hat die Ungleichung keine Losung?

a) kx?—3x+1<0 b) x> +kx+k=0

Bestimme die Definitionsmenge und lose dann die Gleichung.

a) Vix—1)(x+2) =110 b) J/x2 —3x =1/10

ti
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Q) V2x2+3x—5—x—1=0 d) Vx(x+1)+V(x+1)(x+3) =312

14. Zerlege die Zahl 100 so in zwei Summanden, dass das Produkt grofer als

a) 2000, b) 1000, ¢) 2500 ist.
15.8) | x(x+ 1) <6 b) [x2—x—35|>1
Q) [(x—5)x—1)]=2 &) |2 —1]> x|
5. B [kl o
.a) |——
x—2 x—1 6
x+4 X
> 2 s
e D =
17. a) [x—1] = |x* —1| b) [x(x+1)| > [x* +1]

18. Fir welche natiirlichen Zahlen n gilt
a) Vn+n< 100 b) 0,1n —0,01)Yn+1 = 0?
19. Kennzeichne die Punktmenge, bei der die Koordinaten der Punkte der
angegebenen Ungleichung geniigen.
@) =t b) y=x2-2
¢) y—2x24+2>0 ¢) 2y+4x*—5x+1=<0

20

Kennzeichne die Punktmenge, bei der die Koordinaten der Punkte der
angegebenen Ungleichung gentigen.

a) x* < g x? b) x> —3x<y<—x>+4x-5

c) 0=y ==2%"1 0957 d) 3x*—2x<y<-—2x+3

6.2 Extremwertaufgaben

Im Geometrieunterricht hast du gelegentlich zum Abschluss einer Konstruk-
tionsaufgabe in der so genannten Determination™® untersucht, unter welchen
Bedingungen die Konstruktion tiberhaupt méglich ist oder unter welchen Be-
dingungen sie mehr als eine Losung hat. Bei der Aufgabe, ein Dreieck aus zwei
Seiten, etwa @ und ¢, und einem Gegenwinkel, etwa «, zu konstruieren, erhélt
man 2 Losungen, ndmlich AABC, und AABC,, wenn a so gewiihlt wird, dass
h,<a < c gilt (Abbildung 190.1). Man sucht also gewissermallen den kleins-
ten und den groBten Wert, zwischen denen sich ¢ bewegen kann. Aus solchen
Abgrenzungsproblemen —das ilteste finden wir bei PLATON (428—348 v. Chr.) in

* determinatio (lat.) = Abgrenzung ist die lateinische Ubersetzung des entsprechenden griechischen Fachbe-
griffs Sropropog (diorismas). Erfunden haben soll, wie PROKLOS (410-485) berichtet, diesen Diorismos LEoN,
ein Zeitgenosse PLATONS, der als erster »Abgrenzungen dafiir geben konnte, wann die Lésung einer gestellten
Aufgabe méglich ist und wann nicht«.
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Abb.190.1 Es gibt 2 Losungen, wenn 1, < a < ¢

Menon (87a, b) —, sind die Extremwertaufgaben* entstanden, deren frithestes
uns erhaltenes Beispiel von EUKLID (um 300 v. Chr.) stammt (Aufgabe 195/9).
Aber erst APOLLONIOS (um 262—um 190 v. Chr.) erkannte, dass solche Extrem-
wertaufgaben, losgeldst von den geometrischen Abgrenzungsproblemen,
»zu den Sachen gehoren, die an und fiir sich einer Betrachtung wiirdig
erscheinen,
wie er im Vorwort zu Buch V seiner Konika schreibt, in dem er auch solche
»Sachen« angeht. Aber es vergingen mehr als 1800 Jahre, bis es dem Juristen
und Mathematiker Pierre de FERMAT (1601-1665) gegen 1629 gelang, in sei-
nem Methodus ad disquirendam maximam et minimam —»Methode zur Bestim-
mung eines Maximums und eines Minimums«** — ein allgemeines Verfahren
zum Losen solcher Extremwertaufgaben zu entwickeln. Das erste Beispiel, das
er seinen Lesern darin vorfithrt, sel unser

Beispiel 1:

Eine gegebene Strecke [AC] soll ; : s J
durch einen Punkt E so geteilt werden,

dass der Fliacheninhalt des Rechtecks,

das man aus den beiden Teilen [AE]

und [EC] bilden kann, maximal wird

(Abbildung 190.2). Abb.190.2  Zu Beispiel 1

* extremus (lat.) = der aulierste
** maximus (lat.) = der grobBte; minimus (lat.) = der kleinste
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Lisung: Wir bezeichnen die
Lange der Strecke [AC] mit a
und die des Teilstiicks [AE]
mit x; dann hat [EC] die .
Linge a — x. Der Inhalt der |
Rechtecksfliche ergibt sich ; M E
in Abhidngigkeit von x zu
x(a — x). Gesucht ist nun
der Wert von x, fiir den
x(a — x) maximal wird. Um
thn zu finden betrachten wir
die Funktion

Mathemarica. 63

& et

o o

QDTS

Ad difquirendam maximam & minimam.

f:x > x(a— x),

D, = 10; al.
Formt man f(x) um zu
f(x) = —x%+ ax,

so erkennt man sofort, dass
der Graph von [ ein Parabel-
bogen 1st, dessen Scheitel bel

(Ff ) liegt (Abbildung

21 4
| : v inventionem Tangemibm ad dara pundta in lineis

191.2). [ g T
Weil die Parabel nach unten 3
offen ist und die Scheitelab- Abb.191.1 Erste Seite der erst 1679 in

3 a . : . _ Toulouse im Sammelband Varia Opera
szisse 5 1n D, liegt, ist die Muathematica des Pierre de FERMAT er-

= a2 schienenen »Methode zur Bestimmung

Scheitelordinate T der groB3- eines Maximums und eines Minimums«
te Funktionswert von f.
Das gesuchte x hat also den

R e . y
Wert = und der Teilpunkt E . j u?]
muss als Mittelpunkt der . 2 ikt
Strecke [AC] gewihlt wer- % T

den.

3 |

mi::——-

Abb.191.2 Graph von
fix— x(a—x), D, = ]0;al
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FerMATs Aufgabe ist in verschiede-
nen Einkleidungen bekannt, darun-
ter auch der folgenden: Eine Zahl ist
so in zwel Summanden zu zerlegen,
dass deren Produkt maximal wird.
Nach der obigen Losung miussen die
beiden Summanden gleich sein, und
zwar gleich der Hilfte der gegebenen
Zahl.

Wir sind bet unserer Losung einen
anderen Weg gegangen als FERMAT.
Normalerweise verlangt namlich das
Lasen von Extremwertaufgaben den
Einsatz hoherer mathematischer Me-
thoden, die FERMAT gerade in dieser
Abhandlung entwickelt hat. Schon
das zweite FERMAT'sche Beispiel
kannst du nicht mehr 16sen, nimlich
einen Quader kleinsten Volumens zu
suchen, dessen Grundfliche das Qua-
drat iber [AE] und dessen Hohe
[EC]ist. Losen aber kannst du all die
Extremwertaufgaben, bei denen die
Funktion, deren Extremum be-
stimmt werden soll, quadratisch ist.
Du brauchst dazu nur den Scheitel

Wﬂé
Abb. 192.1 Pierre de FERMAT
(17.(7)8.1601 Beaumont-de-Lomagne
bis 12.1.1665 Castres)

der zugehorigen Parabel zu berechnen; die Scheitelabszisse ist dann die ge-
suchte Extremalstelle, die Scheitelordinate ist das Extremum der Funktion. Ist
die Parabel nach unten offen, dann ist die Extremalstelle eine Maximalstelle
und das Extremum ein Maximum. Ist die Parabel nach oben gedffnet, dann
handelt es sich um eine Minimalstelle und um ein Minimum.

Schwieriger zu l0sen als Beispiel 1 ist das nun folgende

Beispiel 2:

Ein Motorboot M mit der Geschwindigkeit 6 m/s und ein Surfer .S mit
der Geschwindigkeit 2 m/s bewegen sich so, dass sich ihre Kurse senk-
recht kreuzen. Zu Beginn unserer Betrachtung befindet sich das Motor-
boot 50 m, der Surfer 10 m vor dem Kreuzungspunkt. Zu welchem Zeit-
punkt ist ithre Entfernung am kleinsten? Wie grof ist sie dann? Wo befin-
den sich in diesem Augenblick M und S?

Losung: Wir rechnen ohne Benennungen, messen dabei alle Zeiten in
Sekunden und alle Lingen in Metern. Ferner denken wir uns auf den See
ein Koordinatensystem gelegt, dessen Achsen die beiden Kurse sind (Ab-
bildung 193.1). Zum Zeitpunkt ¢ befinden sich
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Abb.193.1 Bewegung von Motorboot M und Surfer S im Koordinatensystem. Ge-
zeichnet sind die Verhiltnisse bei 4s, 8s und 9s.

das Motorboot an der Stelle x=-—-50+6-¢t, y=0,
der Surfer an der Stelle p==10425 1 =0
[hre Entfernung betrdgt nach Pythagoras

e =V(—=50+60)%+(—10+ 202 = /4012 — 6401 + 2600 .

Gesucht ist e, der kleinste Wert von e. Da die Wurzelfunktion echt
monoton steigend ist, nimmt die Wurzelfunktion ihren kleinsten Wert an,
wenn der Radikand am kleinsten ist. Aus dem Graphen der Wurzelfunk-
tion (Abbildung 152.1) entnimmt man diesen Sachverhalt unmittelbar.
Zum Auffinden von e,;  bestimmen wir also das Minimum der Radikan-
denfunktion

r:t— 40t2 — 640t + 2600, D, =Ry,

die als Summe zweier Quadrate nie negativ werden kann und deren
Graph eine nach oben offene Parabel ist, die ganz tiber der 7-Achse
verlduft. Thre Scheitelabszisse ist ihre Minimalstelle, deren Wert sich

— 640

nach Satz 173.1 zu — A 8 ergibt. Die Scheitelordinate 40 - 8% —

— 640 - 8 + 2600 = 40 15t das Mimimum der Radikandenfunktion, und

2

damiterhélt mane,;, = 2}/ 10. Das Motorboot befindet sich dabei an der
Stellex = —50+ 6 -8 = — 2, d. h. noch 2 m vor der Kreuzungsstelle, der
Surfer ander Stelley = — 10 4 2 - 8 = 6, d. h. bereits 6 m hinter der Kreu-
zungsstelle.

min
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Aufgaben

1.

!"J

(ad

a) Die syrische Konigin Dipo floh 814 v. Chr. aus Tyros ins heutige Tune-
sien. Dort bat sie Konig IARBAS — so berichtet uns VERGIL (70-19
v.Chr.)im 1. Gesang seiner Aeneis—, ihr so viel Land zu verkaufen, wie
eine Stierhaut umfassen konne. Nachdem IARBAS eingewilligt hatte,
schnitt sie die Haut in sehr schmale Streifen, die sie aneinander fiigte
und so auslegte, dass sie ein Rechteck groBten Flicheninhalts um-
spannten. Dieses war die Keimzelle der Stadt Karthago, deren Burg
den Namen Byrsa erhielt; denn das griechische Wort Bupoa (byrsa)
bedeutet Haut. Welche Seiten und welchen Flicheninhalt hatte Dipos
Rechteck, wenn die Streifen aneinander gelegt die Lange s ergaben?

b) Nimm an, die Stierhaut wére ein Rechteck der Form 1,6 m x 2,1 m
und die Riemen hiétten die Breite 2 mm besessen. Wie viel ha hitte
dann Dipos Burganlage betragen?

Welche Losung hat Aufgabe 1, wenn DIDO die Riemen hatte so auslegen

diirfen, dass das Rechteck auf einer Seite von der geradlinigen Kiisie be-

grenzt wird, sie fiir diese Seite also keine Riemen verbrauchte?

. Gegeben ist ein Quadrat ABCD mit der Kantenldnge a. Auf den Seiten sei

von jedem Eckpunkt aus im Umlaufssinn eine jeweils gleich grof3e Strecke
abgetragen. Verbindet man die Endpunkte dieser Strecken, so entsteht ein
Viereck RSTU. das wieder ein Quadrat ist (Beweis!). Wie grol muss die
abzutragende Strecke gewihlt werden, damit der Fliacheninhalt dieses
Quadrats minimal wird? Wie grof ist er dann?

. In einen Kreis vom Radius r ist ein Rechteck grofiten Flicheninhalts ein-

zuzeichnen. Bestimme die Liange der Rechtecksseiten und den Inhalt.

. In einem Dreieck mit der Grundseite g und der zugehorigen Hoéhe £ wird

die Parallele zu g gezogen, die die beiden anderen Seiten in zwei Punkten
schneidet. Fillt man von diesen die Lote auf g, so entsteht ein Rechteck.
Wie muss die Parallele gezogen werden, damit dieses Rechteck maximalen
Flidcheninhalt hat? Wie lang sind dann die Rechtecksseiten, und wie grol3
ist sein Inhalt?

. Ein Motorboot M mit der Geschwindigkeit 8 m/s und ein Ruderboot R

mit der Geschwindigkeit 1 m/s bewegen sich so, dass ithre Kurse sich senk-
recht kreuzen. Zu Beginn unserer Betrachtung befindet sich das Motor-
boot 90 m, das Ruderboot 15 m vor dem Kreuzungspunkt. Zu welchem
Zeitpunkt ist ihre Entfernung am kleinsten, und wie groB3 ist sie dann? Wo
befinden sich in diesem Augenblick M und R?

. a) Aufder Strecke [AB] der Linge 8 liegt der Punkt C 3 Einheiten von A

entfernt. Gesucht ist ein Punkt P auf [AB] mit der Eigenschaft, dass
die Summe der Quadrate seiner Entfernungen von A, B und C minimal
wird. Wo hLegt er?

b) Die Punkte A, bis A, liegen so auf einer Geraden, dass sie immer weiter
voneinander entfernt sind, und zwar 1, 3, 5. 7. 9 bzw. 11 Einheiten. Wo
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liegt nun der Punkt P mit der Eigenschaft, dass die Summe der Ent-
fernungsquadrate ein Minimum ist?

8. Aus dem Mittelalter sind nur sehr wenige Aufgaben iiber Minima und
Maxima tiberliefert. Eine davon findet man in der Geometria vel de trian-
gulis — »Geometrie oder iiber die Dreiecke« — des aus Norddeutschland
stammenden JORDANUS SAx0, auch JORDANUS NEMORARIUS (um 1180 bis
1237), der 1222 zum Ordensgeneral der Dominikaner gewihlt wurde. Sie
lautet:

Von allen Dreiecken, deren eine Ecke im Mittelpunkt eines Kreises liegt
und bei denen die Gegenseite zu dieser Ecke eine Kreissehne ist, ist das mit
grofitem Flicheninhalt zu bestimmen.

9. Bei der von EUkLID (um 300 v.Chr.) in Buch VI, § 27 seiner Elemente
gestellten Aufgabe handelt es sich um folgendes Problem:
Uber der Hilfte [MB] einer Strecke [AB] wird ein Parallelogramm
MBNP beliebiger Hohe / gezeichnet. Auf [AB] wird ein Punkt C beliebig
gewihlt und durch ihn die Parallele zu BN gezogen, die den Diagonalen-
strahl [ BP in einem Punkt D schneidet. Nun lésst sich ein Parallelogramm
ACDE konstruieren. Wie muss C gewiihlt werden, damit der Inhalt dieses
Parallelogramms maximal wird?
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