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48 3 Potenzen mit reellen Zahlen als Exponenten

»ERATOSTHENES berichtet in der Schrift, die den Titel [Tiarwvirdc (Platonikés)
tragt, daB zufolge eines Orakelspruches des Gottes an die Delier, des Inhalts, sie
sollten zur Befreiung von der Pest einen Altar von doppelter GroBe des bereits
bestehenden errichten, die Architekten in groBBe Verlegenheit geraten seien, als sie
forschten, wie man einen Korper verdoppeln miisse; und sie seien schlieBlich
gegangen, um in dieser Sache PLATON um Rat zu fragen. PLATON habe ihnen aber
erklart, dall der Gott nicht einen Altar von doppelter Grofe notig habe, ihnen
vielmehr ein solches Orakel erteilt habe, um die Griechen zu tadeln, daB sie die
Mathematik vernachldssigten und die Geometrie geringschitzten,«

Und so kam das Problem zu seinem Namen »Delisches Problem«.
Wozu aber diese Dichtung? Vermutlich wollte ERATOSTHENES auf seine
gro3e Erfindung aufmerksam machen, auf das Mesolabium*, mit dem
man zu zwel beliebigen Strecken @ und b die beiden mittleren Proportiona-
len erzeugen kann (Abbildung 48.1).

Zeige: Verschiebt man von den drei aneinanderliegenden kongruenten
Rechtecken die beiden schraffierten so, daB die Punkte A, X, Y und B auf
einer Geraden liegen, dann bilden «, x, y und b eine stetige Proportion.
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Abb.48.1 Das Meselabium des ERATOSTHENES

3.2 Die allgemeine Wurzel

lach Satz 45.1 hat jede Gleichung der Form x" = a mita = 0 und ne N genau

R r=
eine nichtnegative Lésung. Man bezeichnet sie mit dem Symbol |/, gespro-
chen »n-te Wurzel aus a«. Wir halten dies fest in

— 8 i . i s - -
Definition 48.1: Fur ¢ = 0 und neN bezeichnet [/« die nichtnegative
Losung der Gleichung x" = 4.

Die unter dem Wurzelzeichen stehende Zahl heiBt Radikand, die auf das
Wurzelzeichen geschriebene natiirliche Zahl Wurzelexponent.

griechisch pecodafov (mesélabon), von pécoc (mésos) = mittlerer und LoPeiv (labein) = fassen, gewinnen,
also Mittelgewinner. ERATOSTHENES war aufseine E riindung so stolz, daB er ProLEMA1os 11, EUERGETES (reg.
246-221 v.Chr.) eine Saule errichtete, auf der er das Mesolabium in Bronze anbringen und den Beweis samt
einem Epigramm einmeiBeln licB. Beide iiberlieferte uns EUTOKIOS in dem falschen ErATOSTHENES-Brief
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Beispiele:

3.
/8 = 2: denn 2 ist die nichtnegative Lésung der Gleichung x® = 8.
Ebenso gilt

e G T

V64 = 4 27 =3 /625 =5
/000032=02 10343 =07 V1024 = 2
16 = 4 f{ = () E'fr" = g?

4 2 — T

Va* = |al pA2: =44 V(—a)® = |a|.

Wie man sieht, ist die friiher eingefiihrte Quadratwurzel |/ a ein Sonderfall der
allgemeinen Wurzel, ndmlich fiir den Wurzelexponenten n = 2. Es gilt also:
Va =/ a. In der Regel 1Bt man jedoch bei der Quadratwurzel (aber nur bei
dieser!) den Wurzelexponenten weg.

Wir fassen die Eigenschaften der allgemeinen Wurzel zusammen in

i ”_"“ = - - iy “ i .
Satz 49.1: 1) [/« ist definiert fiir nichtnegative Radikanden a und
natirliche Wurzelexponenten n.

2) Vazo 3 Ve =a

Die Verwendung des Symbols FIJ""u beinhaltet bereits die Voraussetzungena = 0
und n natiirliche Zahl; dies braucht also im folgenden nicht jedesmal
besonders angegeben zu werden.

Auf Grund der allgemeinen Wurzeldefinition gilt fiir @ = 0 die Beziehung
|I a = a. Auf das Zeichen l[ " wird man also im allgemeinen verzichten konnen.
Fiir negatives a und gerades » ist ¢" positiv und damit lf a" definiert. Nach
Definition 48.1 bezeichnet man damit die positive Losung der Gleichung

n

x" = g", also —a = |a|. Demnach gilt

n
Fﬁsatz 49.2: Fir aeR und gerades n ist Va" = |a|.

Bei der Quadratwurzel ist dir dieser Sachverhalt schon lingst bekannt; denn
dort gilt

[.]-’c:}k —a, aber Va®= lal.

no—\mt [ — = 1 T y
Ausdriicke der Form (E'a,} und |/ @™ lassen sich mit Hilfe von Satz 14.2 leicht
berechnen, wenn # ein Teiler von m ist. So gilt z. B.

Ws) =) =B = s

FUE SN 4
V512 = /534 =)/ (53)* = 53 = 125.
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Bei negativen Basen ist Satz 49.2 zu beachten:

(=57 = V(= 5%* = V(=51 = (- 9| = 5* = 125.

Aufgaben

3— 3~ 3 — 3 — =
1. a) /3 b) /64 o V125 @) 1343 ¢) 1216

3, g 3, i
D179 g i/512  nVioo i) 1 k) /16
D /32 m)io n) /31 0) /100000 p) /312
: J.-I 4-_.- 6 :_\_. s e [ —
2. a) V355 b) Vass ©) Vi d) /333 ¢) Vats

~

3, 5 ey 4 — / S
f) /0,125 g) //0,00032 h) //0,0625 i) 1/0.0000001 k) }/0,03125

e

o — : 3 A
3.a) /361 +51/0,064—29 /512 b) 4 )5k —12 /21 + 0.4 /153

4.9 (75 w(73) o (1) o (2) o (7)"

el wmlisal ol
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6. Fir welche Werte von @ und b sind die folgenden Wurzelausdriicke
definiert? Fihre, wenn notwendig, eine Fallunterscheidung durch.

3 — 6— 5 — 5 — {172
a) Va b) Va ! ¢) Va® d) Va’® e) T e
I b
" e e 4, = 7 2n+1
f) 1 ab .g) ! g 3 pnt 3 h) l ”1 — 2k nl) l a" lhn k) :.-H
hlu 1
e 7. Berechne:
5 3 4 a 3, — e————— =
a) V3° —V(-2) b) V(=10 +1(—3)° — 66V (—=1)*
d—  T— By gra—
¢) Va*—Vb d) Va'®+ Va®p° — la|® - |b]'?

3 3 3
8.1729-125 =1/9°-53 = V/(9-5)> = 9-5 = 45 Lse analog:
a) |/64-324 b) 1V125-0,008
¢) V4 -0,00243 d) 1/625- 54 -0,0016
6

¢) 1/0,001-(2,7-10%-0,125 of)

iy

(6,4:10711-(0,5) % (7.29-103)
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9. Berechne, falls mé}z]ich'

a) 13 b) V(=3)* g =3+ i3
V= T EEE Y B3P h) V—3]°
e . B 8 8,

i) V( 'Ub =1 8 k) L"—l_ﬂ 1) l( trm)
/(= o) VG e VEF  » V3

0. Die folgenden Gleichungen sind vom Typ x"=a. Gib jeweils alle
- nr -

Losungen an. Welche von ihnen kann als |/a geschrieben werden?

a)l x> =3 b) x>=-38 0) ¥ =625 d) x*=-16

€) x"=0 f) ¥=—243 g) x° =21 Rjfcie= -5 =1t

**3 3 Zur Geschichte der allgemeinen Wurzel

Die Entdeckung der Inkommensurabilitit zweier Strecken und damit letztlich der
Irrationalzahl durch die PYTHAGOREER um die Mitte des 5. Jh.s v.Chr. gehort zu den
GroBtaten der griechischen Mathematik. Erinnern wir uns: Die Aufgabe, ein Quadrat
zu finden, dessen Flicheninhalt doppelt so grof3 wie der eines gegebenen Quadrats ist,
fithrt auf die Gleichung x? = 2, die durch keine rationale Zahl gelost werden kann;
geometrisch aber existiert eine Strecke fiir die Seite des gesuchten Quadrats, ndmlich
die Diagonale des gegebenen Quadrats. V2 war geboren!

TuEODOROS von Kyrene (um 465 —um 385 v. Chr.) erkannte, wie uns PLATON (428348
v.Chr.) in seinem um 368 verfaBten Dialog Thedtet (147c—148b) berichtet, dal} die
Quadratwurzeln aus einer Nichtquadratzahl immer irrational sind; ithre Existenz
konnte er an Quadraten bzw. rechtwinkligen Dreiecken nachweisen. Sein und PLATONS
Schiiler THEAITETOS (um 415 — 369 v. Chr.) entdeckte die héheren I|'raiinnellitiitcn' das
sind Zahlen, die auch durch Quadrieren nicht rational werden, wie | Va und auch oft

Va+ ) b. EUKLID (um 300 v.Chr.) behandelt im 117 Satze umfassenden Buch X seiner
Elemente diese hoheren Irrationalititen erschopfend. Anders ausgedriickt: Die
Griechen verstanden mit Quadratwurzeln und 4. Wurzeln zu rechnen. Wie stand es
aber mit den anderen Wurzeln? PLATON ldBt THEAITETOS in dem angegebenen Dialog
sagen, daB er auch mit RaumgroBen, d.h. mit kubischen Irrationalitaten entsprechend
umgehen kénne. In Wahrheit gelang dies den Griechen jedoch nicht. D(aa Delische
Problem der Wiirfel 'uudopp]ung ('\ufg_dbL 46/7) fithrt auf die Gleichung x* = 2, von
der sich zwar genauso wie von x> = 2 zeigen ldBt, daB sie durch keine rationale Zahl
losbar ist (Aufgabe 54/1). [illbthuduld aber war wohl, daB man, anders als bei der
thdhme1d0pplum. mit Zirkel und Lineal keine Strecke konstruieren konnte, die die
Kante des doppnh so groBen Wiirfels ist. Damit fehlte anscheinend fiir die Griechen
trotz der im dreidimensionalen Raum mit Hilfe von Korpern durchgefihrten
Konqtrukiion des ARCHYTAS (um 375 v.Chr.) — siche Aufgabe 46/7.b) — der Nachweis,

dal3 I iiberhaupt existiert. Fiir PLATON blieb das Problem ungeldst; wir wissen seit
Evariste GALOIS (1811-1832) — sieche Seite 118f. —, daB es mit Zirkel und Lineal
unlésbar ist. Da die Griechen aber anscheinend nicht bereit waren, an die Existenz der
3. Wurzeln zu glauben — sie sind ja meist weder rationale Zahlen noch als Strecken
konstruierbar —, wurden sie auch zahlentheoretisch nicht behandelt. Lediglich bei

AR T TR

RLHH



	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51

