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3.7 Potenzen mit irrationalen Exponenten

Die Potenz a* hat bis jetzt nur einen Sinn, wenn x eine rationale Zahl ist. So ist
2 B. 3V2 immer noch ein sinnloses Symbol. Man kann jedoch den Potenzbe-
griff in naheliegender Weise auf irrationale Exponenten so ausweiten, dal
die Rechengesetze fiir Potenzen auch fiir diesen Fall Gultigkeit behalten.
Wie wir wissen, liBt sich jede irrationale Zahl als unendliche nichtperiodische
Dezimalzahl verstehen. So ist z.B.

V2 =1,41421356237...

= 3,14159265359...*

Das bedeutet, daB es zu jeder Irrationalzahl g eine unendliche Folge von
endlichen Dezimalzahlen r, (i=1, 2, 3, ...) gibt, die der Irrationalzahl
o beliebig nahe kommen.

Fiir o = |/2 sieht eine solche Folge so aus:

rr=1; r;=14; ra=14; r,= 1,414;

Wir bilden nun die Folge der Zahlen 37,32, 3", 3™, ..., deren Néherungswerte
bis zu der Stelle angegeben sind, die sich beim nachsten Schritt dndert:
3¥=3
34 =4,6
3L4t =470

St = A0
3t 998 93
Fhadltali 4 798 (8
3LAA21s — 4,728 801
3L.4142135 _ 4728 804 0
31,414 213 56 _ 4 728 804 37
31414213 562 — 4908 804385
31,414213 5623 _ 4 728 804 387 4
31,414 213 56237 — 4 798 804 387 82

Es hat den Anschein, als ob die Folge der Zahlen 3" die Dezimalentwicklung
einer reellen Zahl aufbauen wiirde. Man kann tatsiachlich zeigen, dafl dem so
ist. Der Beweis hierfiir tiberschreitet aber unsere Maéglichkeiten. Der durch
diese Dezimalentwicklung entstehenden reellen Zahl gibt man das Zeichen
Ve
Die vorstehende Uberlegung fiithrt durch Verallgemeinerung zur Definition
der Potenz mit irrationalem Exponenten:

* David und Gregory CHUDNOVSKY von der Columbia-Universitit in New York haben, einer Pressenotiz vom
21.9.1989 zufolge, die Zahl & auf 1 Milliarde Stellen nach dem Komma berechnet.
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Definition 74.1: Ist g eine Irrationalzahl mit der Folge der rationalen

Naherungszahlen r,, r,, r5, ... und ist a positiv, dann ist g°
diejenige Zahl, der sich die Folge a™, a’2, a2, ... beliebig nihert.

Ferner gelte 0%:=0 fiir p>0.
|

Bemerkung: Man kann zeigen, daB die Definition von a? unabhingig von der
Wahl der Folge ist, mit der man ¢ annéhert.

Mit der vorstehenden Definition ist nun das Symbol a* fiir jede reelle Zahl
x definiert. Man vergesse jedoch nicht, daB3 bis auf wenige Ausnahmen,
namlich xe Z\ {0}, die Basis a positiv sein muB.

Die Frage, ob 3"2 rational oder irrational ist, i1st schwer zu entscheiden.
Seltsamerweise kann man aber ohne Schwierigkeit zeigen, dall es sogar Fille
gibt, bei denen die irrationale Potenz einer Irrationalzahl eine rationale Zahl
liefert. Ist nimlich ()/2)"? rational, dann haben wir einen solchen Fall. Ist

aber (/2)"? irrational, dann bilden wir ((V2)"2)"2 und erhalten
((¥2)'2)2 = (1¥2)"> Y2 = (/2)? = 2, also eine rationale Zahl. Somit ist

entweder ()/2)" 2 oder ((1/2)"2)"2 ein Beispiel fiir eine Potenz mit irrationaler
Basis und irrationalem Exponenten, die einen rationalen Wert hat.

Bei der vorstehenden Uberlegung haben wir so getan, als ob die Rechengeset-
ze fiir Potenzen mit rationalen Exponenten auch fiir Potenzen mit irrationalen
Exponenten gelten wiirden. Das ist tatséichlich der Fall, was sich aber nur mit
einigem Aufwand zeigen 1B8t. Wir begniigen uns daher mit einem Beispiel und
zeigen die Giiltigkeit der Regel I fiir die Multiplikation von Potenzen mit
gleicher Basis.

Sind ¢ bzw. ¢ durch die Folge r,, r,, rs, ... bzw. 51+ 85, 85, ... definiert, dann
definiert ry + s, r, 4+ 5,, r5 + 55, ... die reelle Zahl p + ¢. Dem Produkt a°- a°

ist die Folge a™ - a*, a"-a*, a"™* - a*, ... zugeordnet. Das ist aber wegen der
Giltigkeit von Regel I fiir rationale Exponenten die Folge a™ ™, g’z
a™"®, ..., die nach Definition 74.1 die Zah! a°*® liefert. Somit gilt
i sl s

**Zur Geschichte

Das BewuBtsein, daB der Begriff der Potenz mit irrationalen Exponenten einer eigenen
Definition bedarf, entwickelte sich erst im letzten Jahrhundert, als man den Begriff
der reellen Zahl prézisierte. Immerhin notierte aber Gottfried Wilhelm LEIBNIZ
(1646-1716) auf dem ihm zugegangenen Brief Isaac NEWTONs (1643-1727) vom
13.Juni 1676 (siche Seite 62f.) neben dem Ausdruck P + PQ} n: »Potest m vel n etiam
esse fractus vel irrationalis, quod magni est momenti.« [Es kann m oder n gebrochen
oder irrational sein, was von groBer Bedeutung ist.] Irrationale Exponenten beniitzt
NEwTON tatsdchlich im Brief vom 24. Oktober 1676 an OLDENBURG. der wiederum
zur Weiterleitung an LEIBNIZ bestimmt ist:
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