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90 4 Potenzfunktionen

4.3 Umkehrung der Potenzfunktion

Wir betrachten die Potenzfunktion xi—*-x e , q 4= 0 , auf der Definitionsmenge
1

IR +
. Weil die Gleichung x ° = a für jedes positive a die Lösung x = o e hat ,nimmt xe jeden positiven Wert a an . Also ist IR + die Wertemenge von xi—> x ° .

Wegen der echten Monotonie der Potenzfunktionen auf [R + ist die Gleichungxe = o sogar eindeutig lösbar . Jede Parallele zur x-Achse in der Höhe
<7 schneidet also den Graphen genau einmal . Daher ist jede Potenzfunktion
auf IR + umkehrbar . Wir suchen nun den Term der Umkehrfunktion :
/ : x xe, q * 0 , Df = (R +

, Wf = IR +.
t

Funktionsgleichung : y = x e Auflösen nach x : x = y e
Umkehrfunktion mit y als unabhängiger Variabler :

n - y ^ y * ,D f - > = Wf = R \ Wf . 1 = Df = R \
In dieser Darstellung der Umkehrfunktion stimmt ihr Graph mit dem
Graphen Gf der Ausgangsfunktion/überein . Die Zuordnung geht dabei von
der y-Achse zur x -Achse . Wählt man , wie üblich , x als unabhängige Variable
für die Umkehrfunktion / " \ dann erhält man für sie die Darstellung

/ _ 1
: xi- > x*

, Df - , = IR +
, Wf - X = IR +.

Der Graph Gf - i der Umkehrfunktion in dieser Darstellung geht aus dem
Graphen Gf der Ausgangsfunktion durch Spiegelung an der Winkelhalbieren¬
den des 1 . Quadranten hervor . Jetzt geht die Zuordnung wieder von der
x-Achse zur y-Achse .

Abb . 90 . 1 Zusammenhang zwischen dem Graphen Gf der Funktion / und dem
Graphen Gf ~ i der Umkehrfunktion/ “ 1
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Für ß > 0 ist die Funktion n - > x? sogar in IRq definiert und dort auch
umkehrbar .
Ist aber der Exponent q eine ungerade ganze Zahl , also q = 2z + 1 , z e Z , dann
ist xi—> x e für zg IM0 sogar auf ganz IR umkehrbar , für zgZ ” aber nur auf
IR \ { 0 } . In (R + hat nach dem Obigen der Graph Gf , der Umkehrfunktion f ~ 1

die Gleichung y — x 2z + 1 . Weil Gf und damit auch Gf i punktsymmetrisch
zum Ursprung des Koordinatensystems sind , gewinnen wir in IR

” die

Gleichung des Graphen Gf ~ i , indem wir in der für x e [R + gültigen Gleichung

x durch — x und y durch — y ersetzen . Wir erhalten — y = ( — x)2z + 1 und
i

damit y = — ( — x) 2z + 1
. Weil schließlich für z e N 0 noch (010) e Gf ist , gilt in

diesem Fall auch (010) e Gy , .

Wir fassen die gewonnenen Erkenntnisse zusammen in

Satz 91 . 1 : Für q > 0 hat die Funktion / : xi- » x e , xe IRq die Umkehr¬

funktion / _ 1 : x i—> x ®
, xeIRo .

Für q < 0 hat die Funktion/ : xHx 8, re (R + die Umkehrfunktion

/ - 1 : xg (R + .

Die Funktion/ : x h >̂ x 2z + 1 mit x e IR und z g !N 0 bzw . mit x g IR \ {0}
und zeZ ~ hat die Umkehrfunktion

x 2z + 1 fürxGlR +

/ 1 : xh < — ( — x ) 2z + 1 fürxclR

, 0 für x = 0 , falls außerdem zg IKI0

Abbildung 92 . 1 zeigt den Zusammenhang zwischen dem Graphen der Funk¬
tion f \ xh -> x2z + 1 und dem ihrer Umkehrfunktion a) für zgIM 0 b) für
zeZ ”.
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22+1

y = - (- x)

Abb . 92 . 1 Zusammenhang zwischen dem Graphen der Funktion /dem ihrer Umkehrfunktion a) für z e IM0 b) für z e Z ”
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Aufgaben
1 . Zeichne im Bereich 0 < x < 17 , 0 < L < 17 den Graphen der Funktion

x ^ x “ 2 und konstruiere daraus den Graphen von x i—> x 2 .
2

2 . Zeichne für 0 x ^ 4 den Graphen der Funktion x x 3 und konstruiere
3

daraus den Graphen der Funktion x i- > x2 .

3 . Bestimme zu der gegebenen Funktion x 1—>/ (x) die Umkehrfunktion
xi—>/ _ 1 (x) . Gib jeweils Definitions - und Wertemenge von / 1 an .

a) / (x) = 2x 2 + 3 , D = {x | x R 0}
b) / (x) = (x — 3 ) 5

, D — {x | x ^ 3 }
c) / (x) = (x — 3) 5

, 2) = {x | x < 3}
d) / (x) = 5x */2 — 4 , D = {x | x2 : 0}
e) / (x) = 0,2x - 0 ’3 + V5 , D = {x | x > 0}
f) / (x) = 6x _ ^ + 5 , Z> = {x | 8 ^ x ^ 27}

2
4 . Bestimme zu/ : x 1—>■(x + 2)3 + f , Z> = [ — 2 ; + 00 [ die Umkehrfunktion

/ 1 samt Definitions - und Wertemenge . Zeichne Gf und Gf
5 . / : xi—> x 3

, Df = (Rq .
a) Zeichne Gf .
b) Bestimme den Term / - 1 (x) der Umkehrfunktion , ihre Definitions¬

und ihre Wertemenge .
c) Zeichne Gf - 1.

• d) Löse a)- c) für die Funktion g : xt- > x 3
, Dg

= \R .

6. / : xi—> x ” 3
, Df = 1R+.

a) Zeichne Gf .
b) Bestimme den Term / - 1 (x) der Umkehrfunktion , ihre Definitions¬

und ihre Wertemenge .
c) Zeichne Gf - 1.
d) Löse a)- c) für die Funktion g : xi—>- x - 3

, D
g

= fR \ {0 } .

7 . / : x 1—> x ~ Df = IR \ {0}
a) Zeichne Gf .
b) Bestimme den Term / _ 1 (x) der Umkehrfunktion , ihre Definitions¬

und ihre Wertemenge .
c) Zeichne Gf - i .

• 8 . Für ne Z “ ist fR \ { 0 } die maximale Definitionsmenge der Funktionen
/ „ : xh x"

. Für welche n lassen sich die Funktionen/ „ umkehren ? Gib für
diese den Term der Umkehrfunktion , ihre Definitions - und ihre Werte¬
menge an .



Zu Seite 95:

Tartaglia stützt sich auf ein Brett mit seinem Namen und dem Wahlspruch

LE INVENTIONI SONO DIFFICILI , MA LO AGGIONGERVI E FACILE
Die Erfindungen sind schwierig, aber ihnen etwas hinzuzufügen ist leicht.

Der Text unter dem Bildnis lautet :
Mit der Gunst und dem Privileg des hochverehrten venezianischen Senats , daß sich
niemand erkühne oder anmaße , das vorliegende Werk zu drucken noch andernorts
gedruckte zu verkaufen oder verkaufen zu lassen , weder in Venedig noch in
irgendeinem Orte oder Gebiet der venezianischen Herrschaft innerhalb der nächsten
10 Jahre unter Strafe von 300 Dukaten und des Verlusts der Werke; ein Drittel dieser
Strafe , unmittelbar nachdem sie ausgesprochen wurde , erhält das Arsenal , ein Drittel
der Magistrat oder das Oberhaupt der Gemeinde , wo man die Verfolgung durchführt ,und das restliche Drittel der Anzeigende oder Anklagende , der geheimgehalten werden

wird , wie es im Privileg verlautet .
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