UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Algebra

Barth, Friedrich
Munchen, 2000

5.1 Definition und Sonderfalle

urn:nbn:de:hbz:466:1-83532

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-83532

it

NI

L lidpi L

5 Algebraische Gleichungen

5.1 Definition und Sonderfille

Der Umgang mit hoheren Potenzen fithrte dazu, daB man sich auch an
Gleichungen wagte, in denen die Unbekannte in héheren Potenzen vorkam.
Man beschiftigte sich also nicht nur mit linearen und quadratischen
Gleichungen, sondern auch mit kubischen Gleichungen, in denen die
Unbekannte in dritter Potenz auftritt, und sogar mit Gleichungen noch
hoheren Grades.

Allgemein legt man fest:

Definition 96.1: Die Gleichung a,x"+a, x" '+...+a,x+a, =0
mit neMN, a;eR und a, # 0 heilt algebraische Gleichung n-ten
Grades.

[st @, = 1, dann liegt die Gleichung in Normalform vor.
Die Gleichung x" + a, = 0 heillt reine Gleichung n-ten Grades.

In Algebra 3 haben wir Sonderfille algebraischer Gleichungen hoheren als
zweiten Grades bereits kennen- und 18sen gelernt. Gewisse kubische, biqua-
dratische und reziproke Gleichungen sogar bis zum Grad 8 wurden dort
behandelt. Allerdings konnten wir fiir Gleichungen mit hoherem als zweitem
Grad keine allgemeine Losungsformel angeben. In 3.1 haben wir die
Gleichungen x" = a, a > 0, d.h. die reine algebraische Gleichung n-ten Grades

x" +a, =0 fir a, = —a gelost. Die Losungsmenge der reinen Gleichung

M

4
!
i
|
!

| gerader Exponent |

gerader Exponent |

a> 0] . la<0]

Abb.96.1 Graphische Losung der Gleichung x" = a fiir gerades »



5.1 Definition und Sonderfille 97

x" = a, aeR, hingt von n und dem Vorzeichen von a ab. Graphisch erhélt
man die Losungen der Gleichung x" = ¢, indem man den Graphen der
Potenzfunktion x+ x" mit der zur x-Achse parallelen Geraden y = a zum
Schnitt bringt. Aus Abbildung 96.1 lesen wir ab:

Satz 97.1: Ist n gerade, dann hat die Gleichung x" = a die Losungs-
menge
n M -
L={—Va, Va!, fallsa>0
L J
L = {0}, falls a = 0
L=1{1}, falls a < 0.
Beispiele:
x* =16 hat die Losungen —2 und 2.
” ! y :,.:;_.. 8 —
x° = 768 hat die Losungen —2}/3 und 2V/3.
x'® = 0 hat die Losung 0.
x3% = — 9 hat keine Losung in [R.
x® = @° hat die Losungen —a und a.
x% = a'® hat die Losungen —a* und .

Fiir ungerades n lesen wir aus Abbildung 97.1 ab:
n—

Ist @ > 0, dann hat die Gleichung x" = a die Losung x =V a.

nor~

Ist ¢ < 0. dann hat die Gleichung x" = a die Losung x = —V —a.
¥4 y=x" yA y=x"
2 / 2
y=a
i

: X = X
) i i =
4
| \oa
f/ | | ungerader Exponent ‘f i | ungerader Exponent
e e
/ | a>0 / | a<0

Abb.97.1 Graphische Lésung der Gleichung x" = a fur ungerades #
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98 5 Algebraische Gleichungen

Die Fallunterscheidung fiir ¢ kann man vermeiden, wenn man fiir das
Vorzeichen von a die Abkiirzung sgn a, gesprochen »signum von a« einfithrt.*

Definition 98.1:
+1, falls ¢=> 0
sgn a:= 0, falls a =0
—1,falls <0

Wenn MiBverstindnisse zu befiirchten sind, setzt man das Argument der
Signum-Funktion besser in Klammern. Es konnte nimlich sgn x - x einerseits

sgn(x) - x = x - sgn(x), andererseits aber auch sgn(x - x) = sgn(x?) = sgn x?
bedeuten.

Unter Verwendung von Definition 98.1 formulieren wir

Satz 98.1: I[st n ungerade, dann hat die Gleichung x" = ¢ die Losung
x = sgn(a) l lal.

Beispiele:
x° = 32 hat die Losung 2.
x> = — 1024 hat die Losung —4
:? = 27 hat die Ldsung [ 27 = 1
? = —27 hat die Lésung —I 27 = — I3 3.
x7 = &’ hat die Losung sgn(a”) I la7] = (sgna)’ y |a|” = |a|sgna = a.
x” = —a'* hat die Losung sgn( —a‘*‘}i'j |:;;-‘_‘L| = —a?.

Gleichungen der Form x " = b, ne N, kénnen fiir b = 0 auf reine Gleichun-

: ., |
gen n-ten Grades zuriickgefithrt werden: x ™" = b <> x" = 7
7
Aufgaben
Bestimme die Losungsmengen der folgenden Gleichungen.
l.a) x? =512 by x* =625 ¢) x' =128
2.d) 129x° =1 b) 64x® = 343 ¢) 243x°>—1024=0
3.a) B1x=27 b) 32x*% —1024 ) x —119 =139 "

* Die Idee einer Vorzeichenfunktion, d. h., jeder reellen Zahl ihr Vorzeichen zuzuordnen. stammit von Leopold
KRrONECKER (1823-1891), der sie 1878 erstmals veroffentlichte und 1884 die Bezeichm ung sgn.a einfiihrte.

Verbreitung fand das Symbol sgn dadurch, daB Giuseppe Peano (1858-1932) es 1898 in sein Formudaire
de H.'.:.m.'.'.wwr,r.rr s, [1-§2 aufnahm,
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{. a) x3=—1 b) 9x°+1=0 ¢) 5x7+640=0

. a) 365x*+12 =85 b) 19x° — 295 = 25 — x°

¢) 800x°+7=71(1+x%) d) 5(x°+28) = 2(x° — 26)

Giay & =16 Pl = ¢) x7% = —0,03125
Bt L 2 i b) 4x > —14 = (2x*) '+ 14 4x° — 2 ;
. a) =i b)) 4x 7 —14=(2x°)  + ¢) 4x° =20=——=
5 X
: 3 = ! 6B—\3
8.a) |x°=1 b) 5//x° = 0,04 ¢) Vx4 62 = (21/x°)
29. Lose graphisch und durch Rechnung die folgenden Gleichungssysteme:
Ay [t —g s = G =l L =a
[I x3=a [ x*=aga I x"=a I x3=a
$10. Fiir welche Werte von a haben folgende Gleichungen eine gemeinsame
Losung? Untersuche jeweils, wie viele gemeinsame Losungen vorhanden
.osung j g g
sind. (m, neN)
4y =g and oltt=d h)xt=a und xiFi=yg
¢) xP=g und =g
X : s n 4 . Lot
11. Ist die Aussage »Die Gleichung x" = a hat [/ als Losung« richtig?
12. Bestimme die Losungsmengen ggf. mit Fallunterscheidungen.
a) x*=a’ b) x*=a’ ¢) xt=a >
d) x%=a° eyt —a ) x " =a°
. 3= = : _2 37
o'y = =g? oh) a-x°—Va>=0 oi) adx 4 =Va?
13.a) x®—25x*+144 =0 b) x*—7x*—8=0
¢) 31x°+32x° =1 d) x"+27x*=0
e) (X*+7)-(x°—8=0 i e
14. Welche Losungsmengen haben die folgenden Ungleichungen?
a) x* > 1000 b) x* =16 e) x>= 27
d) x° < 1oh% e) x* <0 of) =2
1 < - s = B
g xT =25 h) —7=x =11 i) 1<x?*<20
15. Welche Losungsmengen haben folgende Ungleichungen?

L]

=% byxtte3 c) x3=)2V2

Lol | =

=R | f) —3=x2""<-2

d) 1< x3<4 e) x:
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100 5 Algebraische Gleichungen

16. Zur sgn-Funktion
a) Zeichne den Graphen der Funktion x+ssgnx, xeR.

b) Beweise durch Fallunterscheidung:

1) xsgnx = |x]| 2) |lxlsenx =x
SgN x X
3) sgnx-sgny = sgn(x-y) 4) —— =sgn| —
sgn y \ Y
1
5) sgn(x") = (sgn x)", neN 0) — =sznx fur x+0
Sgn X

17. a) Gib mit Hilfe der Betrags- und der Signum-Funktion den Term /! (x)
der Umkehrfunktion von f: x—x3, D, = R an.

b) Lose a) fiir /2 x+>x**"!, ze Z und D, maximal. Gib D, an.

5.2 Niherungslosungen

Gleichungen héheren als zweiten Grades konnen wir nur in Sonderfillen
exaktlosen. In allen anderen Fillen miissen wir uns mit Niherungswerten fiir
die exakten Losungen begniigen. Dazu fassen wir das Lésen der Gleichung

f(x) =0 als Aufgabe auf, die Nullstellen der Funktion fix— f(x) zu

bestimmen. Mit Hilfe einer Wertetabelle 1dBt sich der zugehérige Graph

¥ = f(x) zeichnen, aus dem man Niherungslosungen ablesen kann.

Beispiel: x* —3x>+1=0

|

|

Abb.100.1 Graph der Funktion x — x3 —3x2 + 1
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