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184 7 Logarithmen

7.5 Exponentialgleichungen und Logarithmusgleichungen

7.5.1 Exponentialgleichungen

Bestimmungsgleichungen, bei denen die Unbekannte nur in den Exponenten

von Potenzen vorkommt, nennt man Exponentialgleichungen. Bei einfachen

Gleichungen dieser Art kann man die Losungen exakt bestimmen. Grundlage

dafiir ist

Satz 184.1: Die Gleichung * = @ mit @> 0, » > 0 und 4 # 1 hat genau
eine Losung, namlich x = log, a.

Dal} log, a eine Losung der Gleichung b* = aist, beruht auf der Definition des
Logarithmus (Definition 155.1), daB es die einzige Losung ist, wurde schon in
Satz 155.1 festgestellt.

Beispiel 1:
5% =12 hat die Losung x = log,12.
Den Ubergang von der ersten zur zweiten Gleichung deuten wir so, dal
von beiden Seiten der Gleichung der Logarithmus zur Basis 5 gebildet
wird. Man nennt diesen Schritt Logarithmieren der Gleichung. Wir
schreiben dafiir
S =12 | logs
x=logl>
Beim praktischen Rechnen, z.B. mit dem Taschenrechner, bevorzugt

man den dekadischen Logarithmus. Man erhdlt dann folgenden
Losungsweg:

S | 1g
xrlgy="lgl? |:1g 5
lg12
Pt o 544
g5

DaBl die so gefundene Losung mit log.12 iibereinstimmt, folgt aus
Satz164.1.

Beispiel 2:
Bei der Gleichung 16* = 128 kann man beide Seiten als Potenzen mit
gleicher Basis darstellen. Das Logarithmieren der Gleichung lduft dann
einfach auf das Gleichsetzen der Exponenten hinaus:

16 = 128
=27 |log,
dx =7

x—
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Beispiel 3:
1 g2%F-1 __—;,r--x
Hier steht auf beiden Seiten eine Potenz, deren Exponent die Unbekannte
enthilt. Durch Logarithmieren erhélt man eine lineare Gleichung flir x.

o = l1g
x+1)-1g1,5 = —x-1g7
x(2-1g1,5+1g7) = —lg1,5
—1g1,5
x = = — ~ —0,1471

2-1g1,5+1g7
Beispiel 4:
5 _33x = ‘}Sx-i‘- LR 34
Da rechts eine Differenz steht, fiihrt Logarithmieren nicht weiter. Man
kann aber jedes der beiden Glieder, welche die Unbekannte enthalten,
durch die Potenz 3* ausdriicken.
5.32% — 3¥+3 _34
53T =373 3a

Mit der Substitution z = 3* erhiilt man eine quadratische Gleichung fiir z

2—-272z4+34=0
Sie hat die Losungen z, = 2 und z, = 3,4. Beide Losungen sind positiv
und kommen somit als Werte der Poluu 3* in Betracht. Damit gilt
3*¥=2 Y 3* =34
lg2 lg 3.4
X == v X =—;
g3 lg3
~ 06309 und x,~ 1,114, jeweils auf vier geltende Ziffern ge-
rundet.
Aufgaben

Bestimme die Losungsmenge. Gib fiir irrationale Losungen auch den auf vier
geltende Ziffern gerundeten Niherungswert an.

1. a) 7*=343 b) 3 =11 ¢) 3)*=10 d) 12°—0,6=0
a) 4757 =16 by 8% =30 e) sFt=d @04 =05

=]

3 8) TH= g L e by B =2-31F - ey ies@)ie 2t
4, a) 3*-51=1 b) 42x73.321-* =1
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186 7 Logarithmen

5. a) 4-2Vx=0,5°% b) 55°*3 =25.0,2x 1

6. a) 7*F1_40.-7* =63 b) 9-3)**"1+54-3) 1 —-42=0
7. a) 25% =15-5%—50 b) 3*+9* = V/3(/3+1)

8. a) P2 —5-2°"2_04 - b) (3)* 1 (81 —4%) = 16(4*—8)

9. ImJahre 1990 lebten auf der Erde 5,3 Milliarden Menschen, Die jiahrliche

Wachstumsrate betrug etwa 1,5%.

a) In welchem Jahr wiirde bei gleichbleibender Wachstumsrate die
Weltbevolkerung
1) auf 6,0 Milliarden anwachsen
2) doppelt so groll wie 1990 werden?

b) In welcher Zeit nimmt bei der Wachstumsrate 1,5 % die Bevélkerungs-
zahl von 1990
1) um 1 Million zu (Einwohnerzahl einer GroBstadt)
2) um 77 Millionen zu (Bevolkerungszahl Deutschlands)?

7.5.2 Logarithmusgleichungen

Eine Bestimmungsgleichung, bei der die Unbekannte nur im Argument von
Logarithmen auftritt, bezeichnet man als Logarithmusgleichung. Auch solche
Gleichungen lassen sich in einfachen Fillen exakt 16sen. Grundlage dafiir ist

Satz 186.1: Die Gleichung log,x = ¢ mit >0, b +1 und geR hat
genau eine Losung, ndmlich x = p°.

Dies folgt aus der echten Monotonie der Funktion x+—log, x und der

f=/

Tatsache, daB3 diese Funktion die Wertemenge [ hat.

Beispiel 1:
log, x = 5 hat die Losung x = 4°.
Den Ubergang zur zweiten Gleichung kann man so deuten, dall man jede
Seite der Ausgangsgleichung zum Exponenten einer Potenz mit der Basis
4, also der Basis des Logarithmus, macht. Wir schreiben

log,x=75 |14
4]0}_.(4.: = 45
x = 1024

Diese Umformung, bei der der Logarithmus »beseitigt wird«, bezeichnet
man als Delogarithmieren der Gleichung.
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Beispiel 2:

lg(2x+3)+1g(1 —x)—l1g(1 —4x) =

187

Hier muBl man zuerst die linke Seite zu einem einzigen Logarithmusterm

zusammenfassen:

(2x4-3)(1—x)

lg— =0 19"
i 1 —4x I
(2x+3)(1—x)
=S e (="
T iy |- (1 —4x)

Da die Zusammenfassung von Logarithmen keine Aquivalenzumfor-
mung zu sein braucht, wenn man jeweils die maximale Definitionsmenge

zugrundelegt, mul man die Probe machen. Sie zeigt, dall nur x, eine

Losung der Ausgangsgleichung ist.

Beispiel 3:

logy(x*+1) = logy(2x — 1)

Hier muBl man zuerst Logarithmen mit gleicher Basis herstellen:

leesle 110 (5 1)
= log, (2.

log; 9
log;(x*+ 1) =2-log;(2x — 1) |3
x2+1=02x—1)
3x2—4x =0
T e

Die Probe zeigt, daB nur x, eine Losung der Ausgangsgleichung ist.

Aufgaben

Bestimme die Losungsmenge. Gib fiir irrationale Losungen auch den auf vier

geltende Ziffern gerundeten Néiherungswert an.

1.
2.

gix=8 ¢ lgx=0.1

oy

a) log;x=15 b) |

Alle Gleichungen sollen auf der jeweils maximalen Definitionsmenge

betrachtet werden.

a) Zeige an Hand der Losungsmengen, daf3 die Gleichungen

lg[(x+4)(x+1)]=1 und lg(x+4)+Ilgx+

nicht dquivalent sind.
b) Sind du: Gleichungen log,(x — 8) —log;(1 —

—8
It:);‘.-_ﬁ,li L + 1 = 0 dquivalent?

2x) +

1) =1

1=0

und
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¢) Begriinde, daB fiir die Losungsmengen L, und L, der Gleichungen
(1) log,[(rx +s)(ux+v)] = ¢ und
(2) log,(rx+s)+log,(ux+v) = ¢
gilt: L, ist (echte oder unechte) Teilmenge von L,.

a) lg(7x+2) =1 -l—IE( —4)
b) ld(x*—1)—Id(4x—1)+1d3 =0

4. a) log,(5x—4)— Iogﬁ(.? +x)+log.(2x+1)=1

b) Ig2+1g(x+2)+1g(B3x+5) = lg(5x* —1)
) 1g2+1g[(x +2)(3x + 5)] = lg(5x> — 1)

5. a) log;(3x+4)—log,s(4x—3) =1
b) lg(x? —;—4]!—10Ll ['%\'{-QJ—[]

6. a) logs(x*—5x+1)=1+logs(3x—10)
b) 1g(2x* +x—5) +log, ; (x2 +1) = 1g2

7.5.3 Graphische und numerische Lisungsverfahren

Die in den bisherigen Beispielen betrachteten Exponential- und Logarith-
musgleichungen lieBen sich durch Logarithmieren bzw. Delogarithmieren
oder mit Hilfe einer Substitution auf einfachere Gleichungstypen zuriickfiih-
ren, fur die uns exakte Losungsverfahren bekannt sind. Es gibt aber auch
Gleichungen, bei denen eine solche Vereinfachung nicht moglich ist. Dann
muf3 man sich damit begniigen, fiir die Lmunt‘rm hinreichend gute Néhe-
rungswerte zu bestimmen. Das kann durch graphische Losungsmethoden,
durch lineare Interpolation oder durch ein geeignetes [terationsverfahren
geschehen, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 1:
=2 =355 =10

a) Graphische Losung: Man bringt die Gleichung z. B. auf die Form
1 + 2% = 37* und sucht die x-Werte, fiir welche die Funktionen x — 1 + 2%
und x—37% xelR, glcichcn Funktionswert haben. Zeichnet man die
Graphen y=1+2* und y=3"% so ergeben sich diese x-Werte als die
Abszissen der gemeinsamen Punkte hudu Kurven. Abbildung 189.1 zeigt,
dal} in diesem Fall genau ein solcher Punkt existiert; fiir seine Abszisse lie.s,t
man x = — (.5 ab.
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Abb.189.1 Graphische Losung der Gleichung 1 +2*—3"*=0
b) Lineare Interpolation: Man berechnet fiir die Funktion f: x - 1 4 2* —37°
eine Wertetabelle, etwa
X ‘ -2 —1 0

2

il =TS 1,5 A2k 4

Offensichtlich liegt zwischen —1 und 0 eine Nullstelle der Funktion, also eine
Losung der gegebenen Gleichung. Wir ersetzen den Graphen zwischen den
Punkten (—1|—1,5) und (0|1) durch die Strecke und berechnen deren
Schnittpunkt mit der x-Achse.

Hat man allgemein zwei Punkte P (x, | y; < 0)und Q(x,| y, > 0) und 1st S (x| 0)
der Schnittpunkt der Geraden PQ mit der x-Achse, so kann man die Steigung
dieser Geraden sowohl aus dem Steigungsdreieck /A STQ als auch aus A PRQ
bestimmen (Abbildung 189.2) und erhilt die Gleichung

y;—0 Vo — ¥

Xyo— X  Xp—X;

Deren Auflésung nach X ergibt

In unserem Beispiel erhédlt man so
fiir die Losung der Gleichung den
Niherungswert

| Px, | y,)

1=-—0,4.

F=0———07u .
14145 Abb.189.2 Zur linearen Interpolation

i
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Die Probe zeigt, dall f(—0.4) ~ 0,206 gilt; also liegt, da die Funktion in
diesem Bereich zunimmt, — 0.4 rechts von der Nullstelle. /(—0,5) ~ — 0,025
zeigt weiter, daf die Nullstelle zwischen —0,5 und —0.4 liegt. Fithrt man mit
den Punkten P'(—0,5]0,025) und Q'(—0,4|0,206) noch einmal die lineare
0,206

0,206 + 0,025

Interpolation durch, so erhdlt man ¥ = — 0,4 — 0,1 ~—0,49

als genaueren Wert fiir die gesuchte Losung.

o

¢) Iterationsverfahren: Um aus 1 + 2*— 3~ * = 0 eine Gleichung der Form
x = g(x) zu gewinnen, kann man z. B. so vorgehen:

14+2*—-37*=0
14+2*=3"* I 1g
lg(1+42%) = —xlg3 | :(—=1g3)
lg(1 + 2%)
R o '!g?)

lg(1 + 2*)

Mit der Iterationsformel x, ., = I -und x, = — 0,5 erhidlt man:
g3

X, =—0,486... | x,=—04893... | xs=—048952...

%o=—0490... | x;——048958 . | % ——0489530

Daraus kann man bereits einen sehr genauen Ndherungswert fiir die gesuchte
Losung entnehmen: x ~ — 0,4895. Die Zahlen x, lassen sich sehr einfach mit
dem Taschenrechner berechnen; Abbildung 190.1 zeigt eine dafiir geeignete
Tastenfolge. Natiirlich 1Bt sich ein Iterationsverfahren besonders gut mit
einem programmierbaren Rechner durchfiihren.

M

MEEEOOEEEE

1 _ |

Abb.190.1 Zum Lésen der Gleichung 1 + 2* — 37* = () mit dem Taschenrechner

Beispiel 2:
3*—4x* =0

Hier tritt die Unbekannte sowohl als Exponent als auch als Basis einer Potenz
auf, In solchen Fillen ist es im allgemeinen unmoglich, exakte Losungen
anzugeben. Wohl aber lassen sich auch hier die in Beispiel1 beniitzten
Niéherungsverfahren anwenden. Man beginnt am besten mit einer Werte-
tabelle der Funktion x — 3* —4x2, xe R.

_x] -2 —1 0 I 2 3 4 5

S TR e S e S e

Man erkennt — auch ohne graphische Darstellung —, daBl der Graph die
x-Achse mindestens dreimal schneidet, die Gleichung also mindestens drei
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Losungen hat. Sie hegen in den Intervallen |—1;0[, ]0;1[ und ]3;4[ und
seien mit &,, &,, £, bezeichnet. Graphisch oder durch lineare Interpolation
konnte man fiir diese Losungen grobe Niherungswerte bestimmen. Um
genauere Ergebnisse zu erhalten, suchen wir nach einem geeigneten Iterations-
verfahren.

1. Versuch:
¥ _4x2 =0 < x= 4 (x = 0 ist keine Losung!)

X

i

= 4._\,” '
Mit x, = — 0,5, der Mitte des 1. Intervalls, erhalt man nach (I,)
x, =—0,288... xy; =—0,198...
x; =—0,630... xs =—1,01...

Die Werte »laufen auseinander«; (I,) ist fiir die Berechnung von &, ungeeignet.

Damit erhilt man die Iterationsformel x

Mit x, = 0,5, der Mitte des 2. Intervalls, erhdlt man aus (I,)

x, =0,866... x:=0,75844...
x, =0,747... X0 75837 ..

x3 = 0,760... x, = 0,758389...
xy =0,758... %5 = 0758287 ..

Fiir die in ]0; 1[ liegende Losung &, gilt also &, = 0,75838... = 0,7584.
Mit x, = 3,5, der Mitte des 3. Intervalls, erhélt man aus (I,)

x; = 3,340...

X, =2,937...

X3 =2,144...

und erkennt, daB (I,) zur Berechnung von &, unbrauchbar ist.

Zur Bestimmung von ¢, und &, benotigt man also andere Iterationsformeln.

2. Versuch:

; 2 Z 3* L1/ 2x 11/2x
F=dx =0 = xr= Z <= X = -_!l- BTN = _El' =
Das ergibt fiir x > 0 die Iteration x,,, =3}/3™ (I,)
und fiir x < 0 die Iteration Nirry = 1)/3%, (I5)
Mit x, = — 0,5 erhdlt man aus (I,)
x, =—0,379... x, = — 0,40113...
x, = —0,405... ‘ ‘ x,=—0,40112...

Damit hat man bereits £, ~ — 0,4011 gefunden.
Dagegen erweist sich (I,) zur Berechnung von &; wieder als ungeeignet!

THFFTTFTE o
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3. Versuch:

3*—d4x? =0

B = e || 1g

xlg3 = lg(4x?) l|:1g3

3 lg(4x?)

= g3

Die entsprechende Iterationsformel lautet x, ., = Ig:f‘;".’._).' (1)

Mit x, = 3,5 erhdlt man daraus
Xy = 3.9420 ‘ X0 = 3,5872...
Xn = 3,964 gy — 350003 oo

Da die Werte immer noch leicht ansteigen, ist man noch nicht sicher,
ob beim Runden auf 4 Ziffern die 7 erhalten bleibt. Man kann dies priifen,
indem man x = 3,587 und x = 3,5875 in die linke Seite der zu lésenden
Gleichung, also in f(x) = 3* — 4x?, einsetzt. Aus f(3,587) =—0,01... und
f(3,5875) = + 0,003... folgt, daB &, zwischen diesen beiden x-Werten liegt
und somit &5 & 3,587 gilt.

Aufgaben

|. Bestimme Niherungswerte fiir die Ldsungen nach der graphischen
Methode. (Ldngeneinheit 1 cm; eine Stelle nach dem Komma)
a) 2*+8x—7=0 Ly — 2 ) l—x+37F=0

2. Berechne mit Hilfe eines Iterationsverfahrens die auf vier geltende Ziffern
gerundeten Losungen der Gleichung von
a) Aufgabe 1.a) b) Aufgabe 1.b) ¢) Aufgabe 1.¢).

3. a) Bestimme graphisch Naherungswerte fur die beiden Losungen der
Gleichung 0,5x* —1 = lg x.

b) Begriinde, dal} die in a) angegebene Gleichung auf die dquivalente
Form x = [/2(Igx+ 1) gebracht werden kann, und beniitze diese zur
iterativen Berechnung des auf vier geltende Ziffern gerundeten Wertes
der groBeren der beiden Losungen. Kann man mit dieser Iteration
auch die zweite Losung berechnen?

¢) Zeige, daBsich die Gleichung 0,5x* — 1 = Ig x nach Multiplikation mit

2x-lgx

L

auf vier geltende Ziffern gerundeten Wert der zweiten Losung.

2x auf die Form x = bringen 146t, und berechne damit den

. a) Bestimme an Hand einer graphischen Darstellung naherungsweise die
Koordinaten des Schnittpunkts S der beiden Graphen y = x~' und
y=lg(x—2).
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b) Berechne durch Iteration die auf Hundertstel gerundete Abszisse von
S. Wie lautet die ebenso gerundete Ordinate von S?

. Ermittle mit einer Wertetabelle die Lage der Nullstellen der Funktion.

Suche geeignete Iterationsformeln zur Berechnung dieser Nullstellen und
bestimme jeweils die auf vier geltende Ziffern gerundeten Werte.

a) x—> 10*4+2*—9 b) x—=5—x:2%%

¢) x—lg2x—1)+3x—5 d) x—lg(x*+1)+1d(5—x)
Berechne die auf vier Stellen nach dem Komma gerundeten Naherungs-
werte der Losungen.

a) x—cosx=0AxelR

¢) x*(1 +tanx)=1 A xe[0; in[

b) sinx—x*=0AxeR"

Mit den von einer Schallquelle ausgesandten Wellen wird Energie
transportiert. Unter der Schallintensitdt J an einer bestimmten Stelle
versteht man die dort auf eine Fliiche von 1 m? entfallende Schalleistung;
die MaBeinheit fiir J ist also 1 Wm ™2,

Von einer Schallintensitit zu unterscheiden ist die beim Horen empfunde-
ne Lautsiirke L. Eine Verdoppelung der Intensitit J empfindet unser
Gehor keineswegs als Verdoppelung der Lautstdrke L. Auch gibt es einen
Schwellenwert J, der Schallintensitdt, unterhalb dessen der Schall nicht
mehr horbar ist. Aus dem fiir Sinnesreize geltenden Weber-Fechnerschen
Gesetz* folgt fur den Zusammenhang zwischen Schallintensitit und

Lautstirke die Beziehung L = klg 4 , ke R". Fiir den Proportionali-
bt 6 J
titsfaktor k hat man die Zahl 10 festgelegt; also: L = 101g — phon.
Dabei ist phon keine physikalische Benennung: das Him&-‘eiswgrt Phon™*
(Kurzzeichen phon) soll nur an die logarithmische Definition der unbe-
nannten Zahl L und an ihre Verwendung in der Akustik erinnern.
a) Wie grof ist die Schallintensitét J im Abstand r von der Schallquelle,
wenn diese nach allen Seiten gleichmidBig die Leistung P abgibt?
b) Welcher Wert der Lautstdrke L entspricht dem Schwellenwert J; der
Schallintensitdt?
¢) Wie groB ist J, ausgedriickt durch J,, bei der Lautstirke
1) 10 phon (Ticken einer Taschenuhr in 4m Abstand)
2) 40 phon (normales Sprechen bei 2m Abstand)

* Das Weber-Fechnersche Gesetz besagt: Die Empfindungsstarke E eines Reizes ist proportional zum

= . i : R
Logarithmus des Quotienten aus der Reizstarke R und der Schwellenreizstirke Ry: d.h., £= k-lg T
0

Ernst Heinrich WEBER (24.6.1795 Wittenberg — 26.1.1878 Leipzig) war Physiologe und Anatom.
Gustay Theodor FEcHNER (19.4.1801 GroB-Sirchen bei Muskau/Lausitz — 18.11.1887 Leipzig) war Phy-
siker, Psychologe und Philosoph.

*# Das Hinweiswort Phon, vom griechischen @wvr) (phone) = Lawt, wurde 1926 von dem deutschen Physiker

Heinrich Georg BarkHauseN (2.12.1881 Bremen — 20.2.1956 Dresden) eingefiihrt.
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3) 80 phon (starker StraBlenldrm)

4) 130 phon (Schmerzgrenze, bleibende Gehorschadigung!)?

Eine Schallquelle gibt einen bestimmten Ton mit gleichbleibender

Leistung ab. In 1 m Entfernung betrigt die Lautstarke 40 phon. Wie

weit mull man sich von der Schallquelle entfernen, um den Ton nicht

mehr zu horen?

Der Lirm eines Flugzeugmotors wird in 400m Entfernung mit

80 phon gemessen. Wie groBist die Lautstarke fiir einen Flugpassagier,

der sich beim Einsteigen dem Triebwerk auf 10 m nahert?

Die Schwellenintensitit J, fiir die Schallwahrnehmung hangt von der

Tonfrequenz ab. Im Bereich von 1000 Hz bis 2000 Hz ist sie besonders

klein, bei sehr hohen und sehr tiefen Tonen wesentlich grofer. Fiir die

Frequenz 1000 Hz gilt J, = 10712 Wm ™ 2 (mittlerer Wert fiir Jugend-

liche!).

1) Welche Lautstarke entspricht bei einem Ton mit 1000 Hz der
Schallintensitat J=8-10"°> Wm *?

2) Welche Schallintensititen ergeben bei einem Ton von 1000 Hz die
Lautstiarken 1 phon, 20 phon, 100 phon, 130 phon?

3) Ein Lautsprecher strahlt mit der Leistung 5W einen Ton von
1000 Hz gleichmaBig nach allen Seiten ab. Mit welchen Lautstarken
hort man diesen Ton in 5m, 10m und 50 m Entfernung?

Bei einem Ton von 125 Hz ist die Schwellenintensitit J, =10"° Wm™ %

Welche Schallintensitdten gehoren bei diesem Ton zu den Lautstiarken

von Aufgabe f) 2)?

In der Praxis mul} Schall haufig verstiarkt bzw. gedimpft werden. Wird
z.B. eine Intensitit J; auf den kleineren Wert J, geddmpft, so gibt man als

- : J : : :
Mal} der Didmpfung die Zahl f = 10-1g _j_l Dezibel an. Das Hinweiswort

2

Dezibel*, abgekiirzt mit dB, bezeichnet keine physikalische MalBeinheit,
sondern dient nur zur Erinnerung an die logarithmische Definition der
unbenannten Dampfungszahl f.

a)
b)
c)

d)

Wie verhalten sich die Schallintensititen J, und J, bei einer Didmpfung
von 5dB?

Wieviel Dezibel betragt die Verstarkung, wenn die Schallintensitit
1) verdoppelt 2) verzehnfacht 3) verhundertfacht wird?
Ein Tonsignal mit der Leistung 0,05 W wird durch einen Verstarker um
20 dB verstarkt. Welche Leistung hat das verstirkte Signal?

Um wieviel phon verdndert sich die Lautstarke (vgl. Aufgabe 7), wenn
die Schallintensitdt um n dB verstdrkt (geddmpft) wird?

* Die Bezeichnungen Bel (B) und Dezibel (dB) wurden zu Ehren des Ingenieurs Alexander Graham BeLL
(3.3.1847 Edinburg — 1.8. 1922 Baddeck [Kanada]), des Erfinders des elektromagnetischen Telephons, ein-
gefithrt. 1 B = 10 dB. Sein Photophone, das mittels eines codierten Lichtstrahls die menschliche Stimme
(damals bis zu 200 m) iibertragen konnte. hielt er schon 1880 fiir seine grobite Errungenschaft. Damit war
die Photonik geboren.
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