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Zufallsregen (Monte-Carlo-Methode)

Mit einem Computer erzeugen wir Paare von Zufallszahlen zwischen 00 und | und deuten
sie als Punktkoordinaten. Solche Zufallspunkte liegen in einem Quadrat mit den Gegene-
cken (0|0) und (1]1). Weil der Zufall auf lange Sicht keine Gegend im Quadrat bevorzugt,
verhélt sich die Anzahl v der Punkte im Viertelkreis zur Anzahl q der Punkte im Quadrat
annihernd wie der Inhalt des Viertelkreises zum Inhalt des Quadrats

1
v 4 '

—=—— also w=4—,

Die Tabelle enthilt die Ergebnisse dreier Versuche mit je 10 Millionen Tropfen und die
Zwischenergebnisse in Abstinden von Zehnerpotenzen. Der Zufall verteilt die Tropfen
nicht so gleichmifig, wie die Gitterpunkte liegen. Deshalb sind die Niherungswerte im
Durchschnitt nicht so gut wie die im Gitterpunktverfahren.

Anzahl q Niherungswert

Niherungswert Néaherungswert

der Punkte 1. Versuch 2. Versuch 3. Versuch
im Quadrat
10 4 1,6 3.6
100 3,24 3.4 3.56
1 000 3,124 3,132 3,184
10000 3,1556 3.1104 3,146
100 000 3,147 76 3,14524 3,14592
1 000 000 3,142 904 3.1434 3,141 104
10000 000 3,141 5644 31418716 3,1412184

Aufgaben zu 2.1

1. Berechne den Umfang eines Kreises mit Radius 10. Verwende dazu
a) m=3 b) w=3,14 ¢) m~=22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.
2. Berechne den Durchmesser eines Kreises mit Umfang 10. Verwende dazu
a) m=3 b) m=3,14 ¢) m=22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.
3. Miinchen bewegt sich in 24 Stunden auf einem Kreis mit 4260 km Radius um die
Erdachse. Wie grof3 ist die Geschwindigkeit?

4. Die Erde lduft in einem Jahr um die Sonne auf einer kreisihnlichen Bahn vom Ra-
dius 150 Millionen Kilometer. Wie grof3 ist ihre Geschwindigkeit?
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Historische m-Niherungen
Bestimme mit dem Taschenrechner Dezimalzahlen der angegebenen Nidherungswerte fiir
m und gib die Anzahl der richtigen Stellen an. Berechne jeweils den relativen Fehler auf
Naherung — wahrer Wert

wahrer Wert

Promille genau. Der relative Fehler ist der Quotient

5. m=3

L=

In der franzésischen Artillerie verwendet man beim Zielen das »milliemex, es ist der
Winkel, unter dem man einen Meter in | km Entfernung sieht. Man nimmt an, dass
der Kreis mit Radius | km einen Umfang von 6400 m hat.

1
s =3
6 8

Babylonischer Niherungswert aus dem 2. Jahrtausend v. Chr.

T. = \ﬁ BrRAHMAGUPTA-Wert
Schnelle Konstruktion als Hypotenusenlinge (Kathetenlidnge 1 und 3)

8 m=g
g ist hier nur die Malzahl der Fallbeschleunigung: g = 9,81, praktischer Nihe-

rungswert in der Physik (Drehbewegungen)

AN
9. = (—1) Agyptischer Wert aus dem Papyrus RHIND _ L

Warum folgt aus der Konstruktion der angegebene
Niherungswert fir 77

Ll she halber Urnf:
10. w= y2 + 3 PraTon-Wert Ungefab fabar Thrfag 72

Welcher Niiherungswert (mit Wurzeln ohne Bruchstrich) ergibt sich fiir den Kehr-
wert von 7?

11. n=—=2+v2y5—2 CHEOPS-Wert
VT
Nimmt man an, dass die Seitenflichen der CHEoPs-Pyramide aus zwei halben Golde-
nen Rechtecken bestehen, dann ergibt sich der Ndherungswert.

22 :
12. = - ARCHIMEDES-Wert N 2 =
20 1,-"5 . ;
13. = =% WaRUSFEL-Wert (1961)
W
3°8'30" : : 5 3 N
14, m=- =i ProLEMAIOS-Wert im 60iger System
R KOCHANSKY
o 15, = — — 243 KocHaNsky-Wert (1685) MW 118
2
Warum folgt aus der Konstruktion der angegebene : i
Niherungswert fiir 7? A 1 T 1B
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* 16. JT**%(Z Eg)y, =5 5 = 1)

Suche dafiir eine moéglichst einfache Konstruktion. ( 7ip: Goldener Schnitt)
17. n=1.8+ \,W VieTe-Wert (16. Jh.)

Zeige, dass dieser Wert der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten
1.2 und 0.6 ist.

18. m~3,1416 3
Indischer Wert aus dem 5. Jahrhundert
13—
19. m~—— 146
50 ! 2
Warum folgt aus der Konstruktion der angegebene
Niherungswert fiir m?
] a
20. m=~— (10 + 229 )
8 & e

Suche dafiir eine moglichst einfache Konstruktion.
(Tip: 229 =225+ 4)
355
21. = TE
Chinesischer Wert (um 500 n. Chr.), Kettenbruchwert
Zeige, dass dieser Ndherungswert gleich dem Kettenbruch k ist, wenn man den sehr
kleinen Wert fiir d = 1/292 vernachlissigt.
Was ergibt sich, wenn du auch noch den Niherungswert fiir d beriicksichtigst?

Kettenbruch k=3+a
o
T 70
1
2 IS+¢
- — ]
| +d
d —
Zusammengefasst ergibt das
1
k=3- I
Jis l
5+ —
s 1 +d

22. Bestimme mit dem Taschenrechner die Niherungswerte fiir 7, die sich ergeben,
wenn man die Summen- bzw. Produktdarstellungen von Viere, WaLLIS, NEWTON,
GRrREGORY und EULER von Seite 23 auswertet.




e

Aufgaben zu 2.2

1. Gib den Winkel im BogenmaB an als Vielfaches von 7t und als Dezimalzahl mit zwei

e 7.

. Gib den Winkel auf 0,1° genau an:

. Berechne die fehlenden GroBen eines Kreissektors

Dezimalen:
a) 90° b) 15° c) 45° d) 30°
e) 60° f) 1° g) 1988° h) —540°

i) —2000° ) (90°? k) y100°

a) 2 b) 22/7 ¢) 0,8 d) 05 e) 10
T+ 180°

27

fj —2+43 @ltlr W

a) | b)Y | © d)|e | D | g ‘ h) | i) |

EEAEAEA R |

1 1° [ | 120° 1 | 45° | 60°

b | [An [ RS S a1 m’Z‘.‘
| 1 ! |

Der Minutenzeiger der Turmuhr Big Ben ist 4,27 m
lang, der Stundenzeiger 2,75 m. Welchen Weg legen die
Zeigerspitzen zuriick in 1 Sekunde, 1 Minute, 1 Stunde?

. Der Umfang eines Kreises ist um 2 groBer als der des einbeschriebenen Quadrats.

Wie lang ist die Quadratseite?

a) Wie groB ist der Radius der Erde (des Monds, der Sonne), wenn der Aquator un-
gefihr 40000 km (10900 km, 4370000 km) lang ist?
b) Die Erdbahn ist ziemlich genau ein Kreis von 9,43 - 10° km Umfang.
Wie weit ist also der erdnichste Stern von uns entfernt?
Wie groB ist die Durchschnittsgeschwindigkeit (in km/s) der Erde bei ihrem
Lauf um die Sonne?
¢) Pluto, der duBerste Planet unsres Sonnensystems, bewegt sich mit einer mittleren
Geschwindigkeit von 4,75 km/s in 248 Jahren einmal um die Sonne.
Wie groB3 ist der Durchmesser unsres Sonnensystems?
Das Auge sicht zwei Punkte als einen, wenn der Sehwinkel kleiner als 1 Winkelmi-
nute ist. In welcher Entfernung scheinen sich die Schienen eines geraden Gleises zu
schneiden. wenn der Schienenabstand 1435 mm ist?

Wie lang ist der Kreisbogen, den ein Bestimmungsdreieck aus dem Umkreis eines re-
gelmiBigen n- {Lk'-‘ mit Radius 10 ausschneidet?

a) n=3 b) n= ¢) n=50
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9.

10.

11.

=12,

13

14.

15.

e 16.
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Zeichne die Punkte A (0]0), b(4]0) und C (2243 ).

a) Welches besondere Dreieck 1st ABC? (Begrindung!)

b) Die drei Kreise um die Eckpunkte des Dreiecks mit r = 4 bilden ein Kreisbogen-
dreieck. Berechne seinen Umfang.

RENNBAHN Ideallinie

Die Laufbahn in einem Leichtathletikstadion / \
ist innen gewdhnlich von einer 5cm breiten - 84,39m-
Betoneinfassung begrenzt. Gemessen bis zur : '—aa.sm—)
Innenkante dieser Einfassung ist der Radius

der Halbkreise 36,50 m, die sogenannten Ge- __ Betnsinfassung -

raden sind jeweils 84,39 m lang.

a) Wie weit von der Aullenkante der Einfassung entfernt wird die Innenbahn ver-
messen, wenn sie 400 m lang ist?

b) Ein 10000-m-Liufer hilt die Ideallinie ein, das heilit, er lduft genau 400 m pro
Runde: Sein Freund lduft stindig neben ihm her in 1 m Abstand von der Idealli-
nie. Wie viel m lduft er mehr?

Zeichne die Kreise um A(0|0) mit r;, =4 und um B(2|2) mitr, =2 y2 .
Welchen Umfang hat die Schnittfliche der beiden Kreise?

BOGENGLEICH

a) Im Dreieck ABC ist b=c<a und «<90°. Cx Bse
Der Kreis um B mit Radius a schneidet AB in D, der \\ Zeige: DESFG
Kreis um C mit Radius CD schneidet AC in E, AB in F \\\a
und BC in G. by N
Zeige: Die Bogen DE und FG sind gleich lang. o

b) Begriinde: Die Aussage von a) gilt auch, Al : A
wenn b =c>a und « < 90° ist. b=t i -

¢) Begriinde: Die Aussage von a) gilt auch,
wenn b =c <a und o < 90° ist.

d) Bei einem besonderen Dreieck fallen A und F zusammen. Gib die Besonderheit
an (Winkel, Seitenverhaltnisse!).

Ein Auto fihrt 100 km. Welche Streckenlidnge misst der Kilometerzihler, wenn der
Durchmesser der Reifen wegen Abnutzung statt 50 cm nur 49,5 cm betrigt?

Welchen Umfang darf eine Tonne haben, damit sie durch eine 2 m breite Kellertiir
passt?
Zum Ausmessen krummer Wege auf Landkarten verwendet man Messradchen.

Wie groll muss der Raddurchmesser sein, wenn eine Umdrehung bei einem MaBstab
1: 100000 einem Kilometer entsprechen soll?

RIEMENTRIEB

In einem Quadratnetz mit Gitterkonstante a sind diinn Kreise gezeichnet: Jeder
Kreis geht durch mindestens zwei Gitterpunkte oder beriihrt vier Gittergeraden. Die
Kreise bedeuten Rader, die dick gezeichneten Kurven bedeuten Riemen oder Ketten.




a) Verglichen mit dem grofiten Rad — wie viel mal so schnell dreht sich das kleinste
Rad?
b) Berechne die Riemenlinge abhéangig von a.

B[]

17. ERDUMFANG

Der griechische Mathematiker ERATOSTHENES (Alexandria, 275 bis 194) hat den
Erdumfang mit folgender Uberlegung bestimmt: Wenn in Syene (heute Assuan) die
Sonne zur Sommersonnenwende (hochster Sonnenstand) einen tiefen Brunnen
genau ausleuchtet, also senkrecht tiber
Syene steht, dann wirft eine Sdule im
800 km nordlich gelegenen Alexandria
ginen Schatten. Nimmt man an, dass die
Sonnenstrahlen parallel sind, dann folgt
daraus, dass die Erdoberfliche krumm
sein muss. Wenn ERATOSTHENES weiter
annimmt, dass die Erde eine Kugel 1st,
dann kann er aus dem Winkel p, den die
Sonnenstrahlen und die Sédule bilden, g
Umfang und Radius der Erdkugel be-
stimmen; fiir pu gibt er »ein Fiinfzigstel
von vier Rechten« an.

Welcher Wert ergibt sich fiir den Um-
fang, welcher fiir den Radius
(m=22/7)?

arn 22.Juni

—
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Aufgaben zu 2.3

I. Berechne die fehlenden Griflen (F Kreisinhalt)

LI ICIDIE LR
r|1]os|2]y5[n | I
T T T T elels
2. Berechne die fehlenden GrofBen (F Sektorinhalt)
a) (n|ola| o [n]e|wn|i]j)
r | 22 I _
u | 45° 60° | 120° ST [
b 1 1 1 |
E | | 2 3 [ | 1 |

L

Berechne die Fliche eines Kreises mit Radius 10. Verwende dazu

a) m=3 b) m=3.14 c) m=22/7

und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.

.

- Berechne den Durchmesser eines Kreises mit Inhalt 10. Verwende dazu
b) m=3,14 c) m=22/7
und bestimme den relativen Fehler auf 0,1 % genau.

a) =3

5. Der Inhalt eines Kreises mit Radius r ist ungefihr so groB wie der eines Quadrats
mit der Diagonallange 2,5 r. Berechne den relativen Fehler auf 0.1 % genau.

6. Wie verhalten sich die Inhalte von In- und Umkreis eines
a) Quadrats?
b) gleichseitigen Dreiecks?

7. Aus einer quadratischen Platte (a = 31,5 cm) soll jemand entweder einen Kreis oder

vier kongruente Kreise so ausschneiden, dass moglichst wenig Abfall entsteht. Be-
rechne jedesmal den Inhalt der Restfléichen.

e

Bestimme Inhalt und Umfang
a) eines Pfennigs

b) einer Zehnpfennigmiinze
¢) eines Fiinfmarkstiicks.

°

Ein Kamel trabt mit sechs Kilometer je Stunde durch die Wiiste. Welche Kreisfldache
kénnte es in einem Achtstundentrab umrunden?

10. Drei Tische, ein kreisférmiger, ein quadratischer und ein rechteckiger (Seitenverhilt-
nis | :2) haben gleichen Flicheninhalt. Welcher hat den kleinsten Umfang, um wie
viel Prozent sind die Umfinge der andern beiden grolier?
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s 11.

b

! g !

14.

16.

18.

«19.

Eine Ziege ist an einem Pflock angeleint und weidet alles ab, was sie erreichen kann.
Am ersten Tag ist die Leine 4 m lang. Um wie viel Meter muss man sie tiaglich verlan-
gern, wenn die Ziege jeden Tag gleich viel Fliche abweidet?

Zwei konzentrische Kreise bilden einen Kreisring. Berechne Umfang und Inhalt des

Kreisrings mit AuBenradius R und Innenradius r. Gelten die Formeln auch fir
nicht konzentrische Kreise?

. Welchen Inhalt hat der Kreisring zwischen Um- und Inkreis eines regelméfligen n-

Ecks, das dem Einheitskreis umbeschrieben ist, falls

a) n=4 b) n=3 ¢) n=6?

THUKYDIDES (griechischer Geschichtsschreiber 460 bis 400) hat behauptet, dass sich
die Flichen kreisformiger Inseln genauso verhielten wie die Zeiten, die man zu ihrer
Umschiffung braucht. Was ist davon zu halten?

Leonardo PisaNo, genannt FiBoNaccr (italienischer Mathematiker- 1180 bis 1240)
hat behauptet: Die Spur eines Rads bei einer Umdrehung ist gleich dem Kreisinhalt,
wenn die Auflagenbreite halb so groB wie der Radius ist. Was ist davon zu halten?
Eine Pizzeria verkauft Pizzen in drei GréBen: 30 cm, 20 cm und 15 cm Durchmesser.
Die kleinste kostet 6 Mark. Wie teuer sollten die andern (derselben Sorte) sein, wenn
sich der Preis nur nach der Fliche richtet?

Der Sektor oma hat denselben Inhalt wie das Quadrat maus. Berechne den Mittel-
punktswinkel p.

Wie groB} ist bei einem Kreis mit Radius r der Mittelpunktswinkel u eines Sektors,
der denselben Inhalt hat wie das einbeschriebene Quadrat?

In einem Sektor mit Mittelpunktswinkel p ist ein moglichst groBer Kreis gezeichnet.
Wie viel Prozent der Sektorfliche bedeckt die Kreisscheibe fur
a) u=90° b) u=60° ¢) u=120° d) u=180°7?
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20. Zeige, dass die schwarze Kreisfliche und der schwarze Kreisring

gleichen Inhalt haben.

® 21. DRAUSSEN = DRINNEN

.22,

»23.

Berechne x in Abhingigkeit von r so, dass die schwarzen Flichen auBerhalb des
Kreises denselben Inhalt haben wie die schwarzen Flichen innerhalb des Kreises.

¢)

LUNULAE
Der Pythagorder HiPPOKRATES von Chios (um 440 v. Chr.) ist bei der Suche nach der
Quadratur des Kreises auf eine verbliiffende I—ILLLhcng]cmhhut gestolien: Die beiden

amhellormtgc,n Mondchen (Lunulae) iiber den Katheten haben zusammen denselben
Inhalt wie das rechtwinklige Dreieck. Beweise dies.

ARBELOS

ARCHIMEDES hat gezeigt: Die schwarze, von drei Halbkreisen begrenzte Fliche (Ar-
belos = Schustermesser) hat denselben Inhalt wie die schwarze Kreisfl: iche. Zeige
durch Rechnung die Flichengleichheit.

LUNULAR ARBELOS 24

24. Berechne den Inhalt der schwarzen Fliche in Abhingigkeit von a und b.
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25. FLACHENGLEICH
Zeige: Die beiden schwarzen Flichen haben jeweils gleichen Inhalt.

a

GEOBOLD

26. GEOBOLD (A% : el
a) Berechne Inhalt und Umfang von Geobold.
b) Zeige, dass die gestrichelte Gerade den Geobold in zwei flichengleiche Teile zer-
legt.
* ¢) Welche Gerade zerlegt den Geobold in zwei umfanggleiche Teile?
27. SCHWARZWEISS

Berechne den Inhalt der schwarzen Fldche in Abhdngigkeit von der Gitterkonstante
a (= Abstand zweier Nachbarparallelen im Gitter).

c) d)

b)
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28.

29.

33.

34.

46

Gegeben sind zwei Kreise mit den Radien 4 und 6. Konstruiere einen Kreis,
a) dessen Umfang die Summe der beiden Umfinge ist

b) dessen Umfang die Differenz der beiden Umfinge ist

¢) dessen Inhalt die Summe der beiden Flicheninhalte ist

d) dessen Inhalt die Differenz der beiden Flicheninhalte ist.

Konstruiere einen Kreis, dessen Inhalt

a) dreimal b) viermal ¢) siebenmal

so grof} ist wie der eines gegebenen Kreises.

Zeichne einen Kreisring mit den Radien 3 und 5 und verwandle ihn in einen fli-
chengleichen

a) Kreis b) Kreissektor mit Mittelpunktswinkel 60°.

Teile eine Kreisfliche mit konzentrischen Kreisen in

a) zwei b) drei flichengleiche Teile.

. a) Verwandle einen Kreis in einen flichengleichen Halbkreis.

b) Verwandle einen Halbkreis in einen flichengleichen Kreis.

Zeichne einen Kreis mit r = 4 und konstruiere einen konzentrischen zweiten, sodass
der Kreisring denselben Inhalt hat wie der gegebene Kreis.

(QUADRATGITTER

Berechne Umfang und Inhalt der Figuren in Abhingigkeit von der Gitterkonstante a.

¢)
T ?




= r)

47




35. DREIECKGITTER
Berechne Umfang und Inhalt der Figuren in Abhiéngigkeit von der Dreieckseite a.

a) b)

»
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36. GERADEKRUMM
Berechne Umfang und Inhalt der Figuren in Abhingigkeit von der Gitterkonstante a.

=

e 37. Drei zum Durchmesser [AB] parallele Sehnen unterteilen einen Halbkreis in vier
Flichenstiicke. Die Sehnen sind die Seiten dem Kreis einbeschriebener regelméliger
Drei-, Vier- und Sechsecke. Berechne Inhalt und Umfang jedes Flichenstiicks.

=

.l'-ll - LE —B

38. Welche Figur hat den groBeren Inhalt, welche den lingeren Umfang:
a) Kreis oder Quadrat? Gib den relativen Fehler bezogen aufs Quadrat an.
b) Kreis oder Achteck? Gib den relativen Fehler bezogen aufs Achteck an. (Agypti-
sche Kreisnidherung vor 4000 Jahren)

1) = by T
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39. Die Figur ist aus lauter Halbkreisen zusammengesetzt, deren Mittelpunkte auf dem-
selben Durchmesser liegen (vgl. Aufgabe 27a). Wie viel Prozent der Kreisfliche sind
schwarz?

SALINON
L
e = S
e \

\.\..
| g o~ "-,':
[ \ll [ 1

\ ',."
N, o

® 4(. SALINON
Diese achsensymmetrische Figur, die aus vier Halbkreisen besteht. heiit Salinon
(= Salzfass) von ARCHIMEDES. Mach’s wie ARCHIMEDES und beweise. dass unabhiin-
gig von der Wahl der Radien das Salinon flichengleich ist dem Beriihrkreis.

*41. DIE MUTTER VON ARCHIMEDES
Zeige: Der Inhalt der schwarzen Sicheln ist gleich dem der schraffierten Mutter.
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