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Sinuskurve

Die Zuordnung x — sin x fiir x € R definiert eine Funktion, die Sinusfunktion. Den Gra-
phen der Sinusfunktion finden wir, wenn wir auf der x-Achse den Winkel im Bogenmal3

und als y-Wert den zugehdrigen Sinuswert abtragen.
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SIN-GRUNDFIGUR

Zuerst zeichnen wir den Graphen im Bereich x € [0; 2], wir nennen ihn Grundfigur;
dazu verwenden wir die vertrauten Werte:
Winkel x D 30° 45° 60° | 90° 1205 | 135° 150° |180°
I 1 | 1 2 3 4
Winkel 0 == =] = i) =TT = s 7
inkel x L a7 3 R 3 27 rl T
55 1 L o= L i I — 5 e I
Sinuswerty | 0 5 = v2 | 3 V3 1 > V3 5 V2 B 0
3157 330° i_'ifi[]”
; 7 5 4 3 11 '
Winkel x T 5 727 37 —a | ‘—TT =l TTT | 2m
Shebmn, o 1 | l = 1 = N 1 = 1 = 1
Sinuswerty | 0 3 | 5 V2 5 V3 1 5 V3 3 V2 5 0
SINUSKURVE
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Wegen sin (x + 2) = sin X wiederholen sich die Sinuswerte im Abstand 27 nach links und
rechts, dieser Abstand heil3t Periode; die Grundfigur wiederholt sich immer wieder, wenn
man den Graphen fiir beliebige x-Werte zeichnet. Den Graphen fiir beliebige x-Werte nen-
nen wir Sinuskurve. Die Sinuskurve hat die Periode 27w, Weil die Sinuswerte des 1. Qua-
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dranten alle andern Werte bis aufs Vorzeichen festlegen, kommt das Kurvenstiick fiir Win-
kel zwischen 0° und 90° immer wieder vor.
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Der Taschenrechner arbeitet mit dem Teil der Sinuskurve, der zwischen ——m und +—

2 2
liegt. Als Losung der Gleichung sin x — liefert er deswegen x = —0,523 ... (RAD) be-
zichungsweise x = —30° (DEG). =

Eigenschaften der Sinuskurve

— Periode 27

— Punktsymmetrie zum Ursprung [wegen sin(—x)= —sin x]
— Nullstellen kr, ke

I =
— Hochpunkte (,} 7 -2 I), keZ

: 3
— Tiefpunkte (Tﬂ'—k-lﬂ—l), keZ

— Wertemenge W=[—1; +1]

Hochpunkte H,(31t+2km] 1)

H Hy L Hy
2 Iz T T,

T 4

Tiefpunkte T(37+2km|-1) keZ

Die Sinuskurve kann beim Losen goniometrischer Gleichungen oder Ungleichungen recht
hilfreich sein. Beispiele:

[1] sinx=-0,4 xe[0;2n]
Die Losung von sin X = 0,4 finden wir mit dem Taschenrechner: X = 0,411 ...

Der Grundfigur entnehmen wir x;,= w+X=3,553...
x;,=2n—X=5,871...

v

sinx = -0,4
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[2] |sinx|> ; x €[0; 2x[

. . | :
das heif3t sin x > = oder sinx < =
Der Grundfigur entneh- i
|- - l 5 |
men wil f.}rr<x< ﬁrr |$|n>:|>0.5
oder
7 11 _ - : R ; ) % %
6" Ve 6 " LA Jroex; 2n -1 . ;21[
~05- =3
-1
o o 1
[3] sinx=—x
= 2

Solche gemischt goniometrischen Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nur niihe-
rungsweise losen. Wir suchen also eine grafische Niherungslosung: die x-Werte der
Schnittpunkte von Sinuskurve und Ursprungsgerade y 5 X. Aus der méglichst ge-

nauen Zeichnung (Schablone verwenden!)
liest man ab .
x =10 (exakt) oder x = +1.9. sinx = 0,5x

~e-19]=-0,95) o

i -

Kosinuskurve

Die Zuordnung x— cos x fiir x € R definiert eine Funktion, die Kosinusfunktion. Den Gra-
phen der Kosinusfunktion finden wir, wenn wir auf der x-Achse den Winkel im Bogen-
mal} und als y-Wert den zugehorigen Kosinuswert abtragen.

COS-GRUNDFIGUR
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Zuerst zeichnen wir den Graphen im Bereich x € [0; 2], wir nennen ihn Grundfigur;
dazu verwenden wir die vertrauten Werte:

Winkel x 0° | 30° 45° | 60° 90¢ | 120l 135> S0 SliTsos
e T B el s | [ O B
Winkel x 0 A ‘ A 3 P ?IT 27 5 T TT
Kosinuswert y 5 V3 7 V2 5 0 5 | T ¥? 5 V3 1 |
Winkel x | 180%( 210% | 225° 240° 270° 300° 315° 330" |360°
| A 4 3 5 7 11 3
Winkel x T : g | —7 —1T —7 —TT — 7 21T
inkel x T T 2T 3 R 37 2T 6 T |
e et |1 = |~ 1 1 1l = | 1
Kosinuswert y i SV | —3V2 | 3 0 > 5 V2 5 V3 I
KOSINUSKURVE

. . Y 2 :
- Periode—-~—Periode——--——Periode——-—Periode—

AN

- Periode——

Wegen cos (x + 2mr) = cos x wiederholen sich auch die Kosinuswerte im Abstand von 2m

nach links und rechts: deshalb wiederholt sich die Grundfigur immer wieder, wenn man
den Graphen fiir beliebige x-Werte zeichnet. Den Graphen fiir beliebige x-Werte nennen
wir Kosinuskurve. Wie die Sinuskurve hat auch die Kosinuskurve die Periode 2. Weil die
Kosinuswerte des 1. Quadranten alle andern Werte bis aufs Vorzeichen festlegen, kommt
das Kurvenstiick fiir Winkel zwischen 0° und 90° immer wieder vor.

LAY

L i [ -2 X i)
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Der Taschenrechner arbeitet mit dem Teil der Kosinuskurve, der zwischen 0 und 7 liegt.
iy = :

Als Losung der Gleichung cos X >~ liefert er deswegen x = 2,094..... (RAD) beziehungs-

weise x = 120° (DEG).

Eigenschaften der Kosinuskurve
— Periode 2m

— Symmetrie zur y-Achse [wegen cos (—x) = cos X] Hochpunkte H,(Zkxt|1)
Nulletellen —7t+ k keZ 2 ”‘
— MNullstellen m+ K-, P R TN 5 0 S -
-_‘ \\ £ ~ 7 \‘ P /- \ i F \ €L e,
~ ? A X . = /
— Hochpunkte (k- 2| 1), keZ “**Tf_;"/ \T- 4 :/ hff/ 4
— Tiefpunkte (m +k-2mw|— 1), ke Z B
Wertemenge W =[—1; +1] Tiefpunkte T.(y+2kit}-1) keZ




Die Kosinuskurve kann beim Losen goniometrischer Gleichungen oder Ungleichungen
recht hilfreich sein. Beispiele:
m cosx = —0,6 x €[0; 2m,
" Die Losung von cos X = 0,6 finden wir mit dem Taschenrechner: % = 0,927 ...
Der Grundfigur entnehmen wir x,=x—x%=2214...
X, =m+X=4,068...

1
!
=
(=)

Cos X

En'iszﬂ—i]

E 4eosx+x—2=10

Bei dieser goniometrischen Gleichung suchen wir eine grafische Naherungslosung:
Um zu wissen, womit wir die Kosinuslinie zum Schnitt bringen, formen wir die Glei-

: =4 | :
chung so um, dass auf der einen Seite cos x steht: cos x = - 2t Ins Koordinaten-

Fal

- s : AP | I .
system zeichnen wir die Kosinuskurve und die Gerade y = R 5 Die x-Werte
der Schnittpunkte beider Kurven sind die Nidherungslosungen. Aus der moglichst ge-

nauen Zeichnung liest man ab x ~ —0,8 oder x = 1,43 oder x ~ 4,15.
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Leosx+x-2=0

Tangenskurve

Die Zuordnung x—tanx fiir x € R und x -7+ km, k € Z definiert eine Funktion, die

Tangensfunktion. Den Gra-
phen der Tangensfunktion fin-
den wir, wenn wir auf der x-
Achse den Winkel im Bogen-
mall und als y-Wert den
zugehorigen Tangenswert ab-
tragen.

|
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i gL ¢ 3N 7L

[.Quadrant | ILQuadrant

e, e o e PR T EE) ST Y B PR
IMNKEL X E.«T 4J-T 3.7!" 24! ‘ 3“ 4.' ﬁf 1

= __-—_l [ 2 BEE — Il_ : i o

Tangenswerty | 0 ‘ —7'-1,,-'% ‘ 1 V3 ‘ =z ‘ V3 I ?1.1 0 ‘

Winkel x 180°| 210° 225° | 2407 | 270° 300° 315° 330° | 36{)”‘!
i S e e e S e e ST |
Winkel x | T 57 27 3 57 37 ‘ 27 & 7 2w
Tangenswerty | 0 L} ,,? l .,.-'_T = 3 ‘ =1 ‘ % ‘f? 0
: , | : :
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Die Wertetabelle ldsst vermuten, dass die Tangensfunktion die Periode 7 hat. Tatséchlich
gilt tan (x + 71) = tan x

Yi
Das beweisen wir mit dem Additionstheorem '

tan X +tan
I —tanx-tanm

=tlan x

tan (X + @) =

st

TAN-GRUNDFIGUR

I 8
mund + = (weil sie zusammen-

P

b | =

Als Grundfigur nehmen wir die Kurve zwischen —
hiingt). Mit dieser Grundfigur arbeitet auch der Taschenrechner. Er liefert als Losu ng der

m und +—m Die Grundfigur

Gleichung tanx = a, a€ R, immer Werte zwischen — 5
wiederholt sich immer wieder, wenn man den Graphen fiir beliebige x-Werte, die Tangens-
kurve, zeichnet.

Eigenschaften der Tangenskurve

— Definitionsmenge D = {x XeER und x+ %T‘f + ki, k e )’}

— Periode
— Punktsymmetrie zum Ursprung
— Nullstellen kr, ke Z
— Wertemenge W = R ‘ ‘ ‘ I 4

[wegen tan (—x) = —tan x]

_| ol
Periode|Periode Periode Periode Periode

Periode | Periode

TANGENSKURVE

190




Die Tangenskurve kann beim Losen goniometrischer Gleichungen oder Ungleichungen

recht hilfreich sein. Beispiele:
m tanx = —2,7 x € [0; 2]
Der Taschenrechner liefert: X = —1,216 ...
Der Grundfigur entnehmen wir x, =X+ m=1925...
X, =X + 21 = 5,067 ...

: Y I
| |' tanx =-27

% +1
&+ £ ! iy 2 5 __n.llr___
! / i
i /
| I [
f 21 ; I|II |
;I 1 vl |
= i |
=
5 |
2

@ tanx = —3,14 xe[—zn'.
Wegen der Definitionsmenge der Ungleichung suchen wir die Losung nur im Bereich

der Grundfigur.
Der Taschenrechner liefert: x = — 1,262 ...
J - , = 1
Der Grundfigur entnehmen wir Xx=x< 5
yh

Nimmt man aber die gro3tmogliche Definitionsmenge, :
tanx>-314 | /

dann ergeben sich die Losungsintervalle, wenn man zu
den Grenzen ganzzahlige Vielfache von 7 (Periode!) ad-

diert, zum Beispiel:
- 5
% + 2’_‘.:_:2_‘...[. '_'é_ég.r';""""“'

[i‘ i é fT|: oder

L

[iiﬂisﬂf
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[T tan X = cos x x e [0; 2m]
Diese rein goniometrische Gleichung lasst sich zwar auch algebraisch l6sen, manch-
mal genligt aber eine grafische Niherungslésung: Losungen sind die x-Werte der
Schnittpunkte von Tangens- und Kosinuskurve. Aus der moglichst genauen Zeich-
nung liest man ab x = (0,67 oder x = 2,48.

Zum Vergleich noch die algebraische Lésung:

fan X = cos X |- cos x
sin X = (cos x)?
sin x = | — (sin x)?
(sinx)’+sinx — 1 =0, nach sinx aufldsen:
: 1 +45
sinx =———
2
- == 3-"5 : ;
Der Wert e 1,62 ist kleiner als — 1, also unbrauchbar.
. 2 X 1,-';§ =dl
Die Losungen von sin x = — = sind: 1 el
= i sinxXx < x < tanx
. o - i
X, =0,666... und x;=wm—x,=2475... i (- i

=~ sinK

sinx=x=tanx
flls  Ixl <o




Abwandlungen der Sinuskurve

Bei den Parabeln gibt es eine Grundfigur: Die Normalparabel, sie hat die Gleichung
y = x’. Aus ihr erzeugt man andere Parabeln, indem man den Funktionsterm verindert.
Die allgemeine Parabelgleichung lautet y = a(x — b)* + ¢. Der Faktor a verdndert die Form
(breit/schmal), bei negativem a ist die Parabel an der x-Achse gespiegelt.

Der Summand b schiebt nach rechts oder links, der Summand ¢ nach oben oder unten.
Wir untersuchen jetzt, was solche Termabwandlungen fiir die Sinuskurve bedeuten.

Faktor bei sin: y=a-sinx

Alle y-Werte der Sinuskurve werden mit dem Faktor a multipliziert. Dadurch wird die Si-
nuskurve in y-Richtung gestaucht (|a| < 1) oder gestreckt (|a| > 1), bei negativem a ist sie
an der x-Achse gespiegelt.

Faktor bei x: | y=sinbx b>0
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Werte der Sinuskurve werden mit b multipliziert, die neue Periode ist also = Fiirb > 1

ist die Sinuskurve in x-Richtung gestaucht, fiir 0 <b < | ist sie in x-Richtung gestreckt.
Bei negativem b kann man wegen sin(—x) = —sin x den Faktor (— 1) ausklammern,

Die Nullstellen der neuen Kurve ergeben sich aus bx =km zu x = —km, ke Z. Alle x-

iy X sinfx+ in sin(x- {m)

Summand bei x:

y =sin(x +¢) |

Die Nullstellen der neuen Kurve ergeben sich aus x +c=km zu x =km — ¢, ke Z. Von al-
len x-Werten der Sinuskurve wird ¢ subtrahiert, das heiBt, die Sinuskurve verschiebt sich
um —c in x-Richtung. Bei positivem ¢ haben wir eine Verschiebung um ¢ nach links, bei
negativem c eine Verschiebung um |c| nach rechts.

: I
Beispiel: y = sin (x + = ,-'r)

20
Die Nullstellen der neuen Kurve ergeben sich aus
1 1 I
x+5m=kr zu .x'=kﬁ—?rr—---j-ﬁ---m,k.ztz-

Die Sinuskurve ist um ?rr nach links verschoben. Das neue Bild erinnert an die

Kosinuskurve. Tatséchlich gilt (Additionstheorem)

f

: I : "1 sl d
sin (x I-Err SI['IKCOH(STT + cos xsin | —-7r | = cos x

Yi
= CosX _sing
e /-’
3 e /_\\ = —
_ T Pl 3n

-

Allgemein gilt:

. 1 X
sin x+?n =cosx und cos|x+—m|=—sinx
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Summand bei sin x: L y=sinx+d

Zu allen y-Werten der Sinuskurve wird d addiert, das heil3t, die Sinuskurve verschiebt sich

um d in y-Richtung. y
2 L ol
_,_.;"_", : \\]]-[ \“‘ ,—-" 2]}/ an -._L‘- —'J_. 4T -
57 : ;
: ./
T== sinx -05
-2
Allgemeine Sinuskurve: | y=a-sinb(x +c¢)

Die allgemeine Sinuskurve findet man durch schrittweises Abwandeln der Sinuskurve.
: . i T
Die Periode ist T)
Start ist die Nullstelle bei x = —c.
Die y-Werte liegen zwischen — | a | und | a |. Bei negativem a muss an der x-Achse gespiegelt
werden.
Bei der Kurvey = a - sin b (x + ¢) + d muss noch um d in y-Richtung verschoben werden.

|

) |
Beispiel: y= —3sin ( -X + I'{)

4
: ; : : 2 : : : 3
Die Periode und die Verschiebung finden wir, wenn wir den Faktor 4 ausklam-
mern
: 3 i 3/ 1 )
y 3sin- (x 3 rr'
- PIES
Periode T
4
el .

Startstelle: x + FET 0, also Start bei x = 37

y-Schwankung zwischen —3 und +3
Spiegelung an der x-Achse wegen des negativen Faktors bei sin x: =3 <0

1 C _3sinlixein)




Uberlagerung zweier allgemeiner Sinuskurven
Man iberlagert zwei Kurven, indem man bei jeder Stelle x die zugehorigen y-Werte ad-
diert. Auch bei zwei Sinuskurven geht das so.
Beispiele:
l. Kurve: y= —sin2x

. 1
2.Kurve: y=2sin (x ; Tﬂ')

Uberlagerungskurve:
i 2sinlx+{m) _2sin{x+{n) - sin2x

; : 1
y = —sin2x + 2 sin (x T
i

2n

Eine kleine Abwandlung der beiden Kurventerme bewirkt eine groBe Anderung der neuen
Kurve:
‘ j yi sinfx«+ {m) sinlx+ {n) - 2sin 2x

Y= —2sin 2x Hin(x *'-7;1

Y ¢

-25in 2x

'.. M
?' + —.--@ 1|I||:
it
pT
3|L

Manchmal konnen wir mit den Summenformeln den Term der Uberlagerungskurve zu-
sammenfassen:

. Kurve: y=2sinx

ol |
2. Kurve: y 25‘::1(.& 37
v 'l

\
- { '| b
Uberlagerungskurve: y=2sinx + 2sin (:\' = 1-7)
Wegen sin « + sin § = 2 sin U’; i . cos = ; b ergibt sich
2-2 s F\: ] ) cO I 243 sin l
F=2SIn e — | C0sT—"1 s Xi=i—
¥ ]ﬂ( 6 “; 6 T 6 T
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23 sinlx-im)

2sinix-3n)

Andert man bei der ersten Kurve das Vorzeichen im Term, so ergibt sich fiir die Uberlage-
rungskurve:

; il ] 4
y= _ZHIUX_.E.‘H“(K —Tﬁj 3][ ZS0i
- / '

3 2
2sin (x Tﬁ)

Die Uberlagerungskurve ist wie-
der eine allgemeine Sinuskurve.

21 2sinfx- gn]

N

Im vorigen Beispiel haben die beiden Summanden dieselbe Periode und denselben Faktor
vor sin. Eine allgemeine Sinuskurve ergibt sich aber auch schon, wenn die beiden Sum-
manden blof dieselbe Periode haben. Wir zeigen das fiir die Periode 2.

asinx +bsin(x + 9d) = Asin(x + A)

Die Unbekannten A und A ergeben sich, wenn man auf beiden Seiten das Additions-
theorem des Sinus anwendet:

asinx + bsinxsind + bcosxsind = AsinxcosA + AcosxsinA
(a+bcosd)sinx + bsindcosx = AcosAsinx + AsinA cos x

Vergleicht man die Koeffizienten von sinx und von cos x, dann ergibt sich
bsind = AsinA (I) und a+bcosd=AcosA (II)
Quadriert und addiert man (I) und (II), dann bekommt man
b2 [sind)? + (cos )*] + a® + 2ab cosd = A®[(sin A)* + (cos A)’]
also A?=a’+b’+ 2abcosd (K)

sinA b
Aus (I) folgt ——=—+ \
usljioly sin & A )
Aus (K) und (S) findet man A und A. Deutet man (K) als Kosinussatz und (S) als Si-
nussatz fiir ein Dreieck mit den Seiten a, b und dem Zwischenwinkel (7 — 8), dann

kann man A und A leicht konstruieren.
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