UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Anschauliche Geometrie

Barth, Friedrich
Munchen, 1997

|. Die Ellipse

urn:nbn:de:hbz:466:1-83463

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-83463

I. Die Ellipse

1. Die Ellipse als Zylinderschnitt : _
e Gerader Kreiszylinder
Kreis und Ellipse entstehen auch, wenn eine {1 im Normalbild
Ebene einen geraden Kreiszylinder schneidet.
Steht die Schnittebene senkrecht auf der Zylin-
derachse und damit auf jeder Mantellinie, so R
entsteht ein Kreis; bei einem endlichen Zylin- im Auft
der ist die Schnittebene dann parallel zur
Standebene. Ein schriger Schnitt liefert eine
Ellipse. Auch der Schattenbereich einer Kugel
im Parallellicht ist ein Kreiszylinder. Trifft der
Schatten auf eine ebene Wand, so entsteht je
nach Auftreffwinkel ein Kreis oder eine El-
lipse.

¢ Sehnittebene
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Die Symmetrie des Zylinders iibertrigt sich auf die Ellipse. Sie hat zwei zueinander senk-
rechte Symmetrieachsen, diese schneiden sich im Mittelpunkt M der Ellipse. Die Ellipse
ist punktsymmetrisch zu M. Jede Sehne durch M heif3t Durchmesser der Ellipse.

Der lingste Durchmesser [A A,] heilit groBe Achse oder auch Hauptachse, der kiirzeste
Durchmesser [B,B,] heif3t kleine Achse oder auch Nebenachse. Traditionell bezeichnet man
die Linge der grolen Achse mit 2a, die Linge der kleinen Achse mit 2b. Deswegen heilit a
groBe Halbachse und b kleine Halbachse. Die Endpunkte A; und A, der Hauptachse nennt
man Hauptscheitel, die Endpunkte B, und B, der Nebenachse Nebenscheitel,

Symmetrieachsen - B, Nebersdiaital

2b | kleine Achse,
Nebenachse

grolie Achse,
Hauptachse

2a

Haupt
scheitel A,

A, Haupt-
acheitel

kleine Halb- srofe Halbachss a
achse h —

B; Nebenscheitel
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Die kleine Halbachse b ist gleich dem Zylinderradius
r, die groBe Halbachse a hdngt ab vom Winkel zwi-
schen der Schnittebene und der Zylinderachse. Aus
der Zeichnung lesen wir ab:

2 r
b=r und sing=— 3also a=—
a sin o

Kreisstreckung — Hauptkreis-Konstruktion

Eine der klassischen Grundaufgaben ist es, bei gege-
benen Halbachsen a und b einzelne Ellipsenpunkte
zu konstruieren. Dafiir gibt es mehrere Moglichkei-
ten. Eine beruht darauf, dass man die Ellipse als axial
gestauchten oder gestreckten Kreis deutet. Dieser
Kreis heilt Hauptkreis der Ellipse. Jede Ellipse hat
zwei Hauptkreise: einen mit Radius a und einen mit
Radius b.




¥

Im Bild: Streckung aufz Doppelte

a
=
K (Xy|yx) wird auf den Ellipsenpunkt E(s.|y.) abgebildet. Diese Abbildung heif3t axiale

Der Kreis mit Radius b wird in x-Richtung aufs fache gestreckt — der Kreispunkt

Streckung (in x-Richtung): Alle x-Werte sind mit dem Faktor % multipliziert, die y-Werte

dndern sich nicht. Die axiale Streckung ist von der zentrischen Streckung zu unterschei-
den.

Die Streckung des Kreises mit Radius b zu einer Ellipse mit den Halbachsen a und b lisst
sich auch mit Zirkel und Lineal einfach konstruieren. Sind a und b gegeben, so zeichnet
man zwei konzentrische Kreise mit den Radien a und b. Einen Ellipsenpunkt E(x.|y,) fin-
det man so: Man zeichnet einen Radius, der den groflen Kreis in P(X,|Y,) und den klei-
nen Kreis in Q(x;|y,) schneidet. Die Parallele zur x-Achse durch Q und die Parallele zur
y-Achse durch P schneiden sich im Ellipsenpunkt E. Die Begriindung lesen wir aus dem
Bild ab.

Y= W
X d a
——aee e x’ -
Xy, b b ¥

M

Diese Gleichungen beschreiben die Streckung des kleinen Kreises in x-Richtung aufs

a
—-fache.
b b
Andere Deutung: Stauchung des groBen Kreises in y-Richtung aufs _;—I‘achc:
Xe X:\
Y. b b
=
= 4 > a
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Die Streckung eines Kreises zur Ellipse beobachtet man am Schatten einer Kugel; die
Stauchung eines Kreises zur Ellipse sieht man, wenn man aus verschiedenen Richtungen
auf einen Kreis schaut.

Blick auf ein zylindrisches Gefal
unter verschiedenen Hohenwinkeln
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* Papierstreifen-Konstruktion

Aus der Hauptkreis-Konstruktion lisst sich eine besonders einfache Methode zum mecha-
nischen Zeichnen einer Ellipse ableiten, die Papierstreifen-Konstruktion: Man erganzt das
rechtwinklige Dreieck in der Ausgangsfigur zu einem Rechteck und verldngert dessen an-
dere Diagonale bis zum Schnitt mit der x- und y-Achse. Symmetrieliberlegungen zeigen,
dass der Ellipsenpunkt E diese verlingerte Diagonale in Strecken der Lingen a und b un-
terteilt.

& 4

: /) R a . b

Verschiebt man also einen Stab der Linge a + b in einem rechten Winkel s0, dass seine
Endpunkte auf den Schenkeln gleiten, so beschreibt der Teilpunkt E den Bogen einer El-
lipse mit den Halbachsen a und b.

Ellipsenbahnen der Sprossen
einer rutschenden Leiter
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*Schnitt von Gerade und Ellipse

Wir wenden die Hauptkreis-Konstruktion an und konstruieren die Schnittpunkte einer
Gerade g = PQ und einer Ellipse mit bekannten Halbachsen. P liege auf der x-Achse.

Lisungsidee : -
Wir strecken die Ellipse und die Gerade in :

y-Richtung mit dem Faktor %: Die Ellipse :

wird zum groBen Hauptkreis und die Ge- b 1Q i E
rade g zur Gerade g'. Die Schnittpunkte §' ot S
und T' von g’ und groBem Hauptkreis stau-

e a

il s b . :
chen wir mit dem Faktor o in y-Richtung

und bekommen die gesuchten Schnitt-
punkte S und T. T

Konstruktion
Der Schnittpunkt P von Gerade und x-Achse bleibt liegen: P = P". Der Geradenpunkt

Q(x,]y,) wird abgebildet auf Q’(xq|%yq}, (Achte auf die gestrichelte V-Figur!)

W ist Schnittpunkt von Hauptkreis (1) mit 'w.
Radius a und y-Achse. 2.

V ist Schnittpunkt von x-Achse und Ge- 5. g®
rade (2) durch Q und den Nebenscheitel : G
B.. _

Q' ist Schnittpunkt von Gerade VW (3) und Loy
Parallele () zur y-Achse durch Q. N

S’ ist Schnittpunkt von Gerade g' = PQ (& ——
und Hauptkreis (1). [ -P' - -

S ist Schnittpunkt von Gerade g = PQ und M
Parallele (6) zur y-Achse durch S". o\

|
e




Aufgaben

10.

e]1l.

s]2.

Eine Ebene schneidet einen Zylinder mit Radius r = 6 so, dass sie mit der Zylinder-
achse den Winkel ¢ bildet.

Berechne die beiden Halbachsen der Schnittellipse fiir

a) o =45° b) o = 60° ¢) o =90°

- Wie groll muss der Zylinderradius r und der Winkel o« zwischen Zylinderachse und

Schnittebene sein, damit eine Schnittellipse entsteht mit
a) a=5, b=3 b) a=5, b=4 ¢)a=10, b=4

. Ein Zylinder mit Radius r und Héhe h und eine Ebene schneiden sich so, dass eine

Ellipse mit maximaler groBer Halbachse a entsteht.
Gib die Halbachsen der Ellipsen an, falls

a)r=35, h=24 b) e=h ¢) 2r=h

. Ein Kreis mit Radius r = 6 wird in y-Richtung aufs %-fache gestaucht. Zeichne die

Bildellipse und gib die beiden Halbachsen an.

- Ein Kreis mit Radius r =35 wird in y-Richtung aufs %-fache gedehnt. Zeichne die

Bildellipse und gib die beiden Halbachsen an.

- Konstruiere mit Hilfe der Hauptkreise einige Punkte der Ellipsen mit den Halbach-

sen a und b
a)a=5, b=3 b) a=6, b=3 c)a=6, b=2

- Von einer Ellipse kennt man eine Halbachse und einen Punkt E. Ermittle die andere

Halbachse durch Konstruktion.
a) a=13, E(5|4) b) b=35, E(6|4) ¢c) a=10, E(6|6)

Markiere auf einem 10 cm langen Kartonstreifen einen Punkt, der 4 cm vom Rand
weg liegt. Zeichne damit eine Ellipse und gib ihre Halbachsen an.

. Wie lasst sich die Papierstreifen-Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausfiihren?
I

Konstruiere damit einige Punkte einer Ellipse mit den Halbachsen 5 und 3.

Eine 4 m lange Leiter rutscht an einer Hauswand ab.

Welche Punkte beschreiben eine Kreisbahn? Begriindung!

Wie grol3 ist der Kreisradius?

Die Gerade PQ schneide die Ellipse mit den Scheiteln A, und B, in den Punkten S
und T. Konstruiere diese Schnittpunkte und gib ihre Koordinaten an.

a) P(—1,55), Q(8,5/0), A,(6,5/0), B,(0]325)
b) P(10|-1), Q(5[-7), A,(12,5(0), B,(0]3)

Konstruiere die Tangenten vom Punkt P an die Ellipse mit den Scheiteln A, und B,
und gib die Koordinaten der Beriihrpunkte S und T an.

a) P(—12,5(0), A,(-=7,5]0), B,(0|—5) b) P(—1,5|-7), A,(—7,5|0), B,(0]|—5)




i o e e i T

2. Die Mittelpunkt-Gleichung einer Ellipse

So wie man die Punkte einer Gerade durch die Gleichung ay + bx + ¢ =0 beschreiben
kann, so lassen sich auch die Punkte einer Ellipse mit einer Gleichung festlegen. Beginnen
wir mit der einfachsten Ellipse, dem Kreis. k sei ein Kreis um M (0|0) mit Radius r. Nach
Pythagoras gilt fiir jeden Kreispunkt P(x|y):

Plx|v)

XX+y*=r

by

Damit ist die Gleichung schon gefunden. Nach y aufgeldst ergibt sich:

ly| = n,frr-’ —x2  das heiBt y = +4r2—x?> (oberer Halbkreis)

oder Y= — y’_r"- — x? (unterer Halbkreis)
Die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a und b und Mittelpunkt M(0|0) ergibt
: : : b
sich. wenn man einen Kreis mit Radius r = a in y-Richtung mit dem Faktor & staucht.

Aus der Kreisgleichung |y|= ya’ — x* bekommen wir die

bl
Ellipsengleichung |y| = 2 yas —x

Quadrieren und Sortieren liefert die Mittelpunkt-Gleichung der Ellipse mit den Halb-
achsen a (in x-Richtung) und b (in y-Richtung).

YA
Xy i b —
— =1 a \\
2 2z {
4 b ; %
N s
~. —
T Querformat
Liegt die groBe Halbachse in y-Richtung, _/,’-'5-...‘\
dann heilit die Gleichung: v
/! \
1 II.-' A
2 2 ( 1
N T = i' b |
b? 5 g2 =] 1 |:
\ / Hochformat
\\ : s
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Ein anderer Weg von der Kreisgleichung zur Ellipsengleichung folgt aus den uns schon
bekannten Koordinaten-Beziehungen zwischen einem Punkt (x, yi) des Hauptkreises mit
Radius a und Ellipsenpunkt (x.|y,):

X, = X, (siehe Seite 210)
T L a
Y a ¥x ¥k h ¥e

Kreisgleichung: x{ +yi =a’ eingesetzt ergibt

A
gl

Ellipsengleichung: x? +Fﬁ--yﬁ =a’ in iblicher Form: : i =1
Die Gleichung der Ellipse im Querformat mit T
den Halbachsen 3 und 5 um M (0|0) lautet also "

-_ } / 3

L

St 92

nYy

o

Diese Gleichung lasst sich umformen zu:
9x% + 25y2 — 225 = ()

Allgemein beschreibt jede Gleichung der Form px’+qy?—r=0 mit p, g,.r>0 eine
Ellipse. Die Halbachsen finden wir durch geeignete Umformung:

16X+ 9y —9 =0 s 2
16x2 + 9y2 = 9 “ N
7 \
1652 1
9 | III II' T
7 7 3 |’
2 2 | .
SR (S e i
(}4) F B I'\-,_ f
\\ y
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*Fliiche und Umfang der Ellipse

Die Idee von der Ellipse als gestauchtem Kreis fiihrt auch zu einer einfachen Formel fiir
die Fliche einer Ellipse. Man denkt sich den Kreis in sehr schmale, annihernd rechteckige
Streifen zerlegt. Beim Stauchen bleibt jeder Streifen gleich breit, seine Hohe und damit

: Y il : b
seine Fliche nehmen ab aufs ;-i’ache. Also gilt Agpipse = ;Ak,m.

AI-.]Iip.w = abrr

Wer nun nach dieser einfachen Flichenformel erwartet,
dass es auch fiir den Umfang der Ellipse eine einfache For- ;
mel gibt, der irrt. Nur mit Hilfe hoherer Mathematik findet N | [reisfliche a'n
man Ausdriicke, mit denen man den Umfang néherungs- | '
weise berechnen kann. Eine kleine Auswahl:

Elli:psenflﬁé::l:é’l.é ah L

‘:D UEEIIip.\r =T I:%(u 2 h} e \'Il’i_lb :l

@  Ugpipse =7 (d b= a

Fiir a = b = r wird aus diesen drei Formeln erwartungsgemif der Term 7 - 2r. Wer’s exakt
haben will, muss eine Summe mit unendlich vielen Summanden »berechnen«, zum Bei-
spiel

1V, [(1:3\2e*  [1:3:-5)\2 ¢
S8 e 2“{'_(3) ‘:'_(2-—4) ?_(2-4-6) 5 _]

mit e*=a>— b*.

Fiir eine Ellipse mit a =1 und b = 0,5 ergibt sich F = abm = 0,57. Das ist die halbe Flache
des groBen Halbkreises mit r = 1. Dieser Kreis hat den Umfang 2m. Die Niherungsfor-
meln fiir den Ellipsenumfang liefern (10 giiltige Dezimalen)

303 |
3 3 Ll isanesannss.
2.3 \/J 71,5428

3 5

i \/; 4
3 1/4

( | B — _—

\.3 Ll-.]l]p-:c T |: 2 2 4 - 3212 }

'@' UI'ZII'ipsc =T 1,54' 9(’!4 4251...

[:J_j [-]I-.lllpc-.c =T

- 1,5405694150...

i
o —
@ Ugipe =75

- 1,541 666 6666...
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* Ellipsenzirkel

Zum Zeichnen von Kreisen hat man als Werkzeug den Zirkel erfunden. Verbliiffender-
weise gibt es auch ein mechanisches Geriit zum Zeichnen von Ellipsen, den Ellipsenzirkel.
Seine Funktionsweise beruht auf der Papierstreifen-Konstruktion.

Zwei feste Punkte R und S eines Stabs mit ER = a und ES = b gleiten in zueinander senk-
rechten Schienen. Ein Stift im Endpunkt E zeichnet eine Ellipse mit den Halbachsen a
und b,

= 7 ) v 4x I":fxl}"J
Begriindung: sinu=-—, cospu F 4
g Ju
F
(sin p)? + (cos p)* = 1 /b |y
#
=) 2 F 4
SRR ; 4 L,
a? b? /S

das heil3t, die Koordinaten von E erfiillen

die Ellipsengleichung, A RO R

‘x“u. Stift
Der bewegliche
Arm wird von
der Hand
sefiihrt

Der Fuly 2
ruht auf der s
Unterlage. k -«
e . ORONORE aT .
o .
A
|I ..
“ A

218




T ——— e s e i 3

*Die Scheitel-Kriimmungskreise

Normalerweise hat man keinen Ellipsenzirkel zur Hand. Aber auch ein Kreiszirkel eignet
sich zum niherungsweisen Zeichnen von Ellipsen. Dazu dienen vier Kreisbogen, die die
Ellipse in der Umgebung der Scheitel am besten anniihern. Sie heillen Scheitel-Kriim-
mungskreise. IThre Mittelpunkte liegen aus Symmetriegriinden auf den Achsen. Das Bild
erkliirt die Konstruktion dieser Mittelpunkte M, und M,.

T

: '-\'11.1

Zeichnet man die vier Kreisbogen (die sich nicht schneiden!), dann hat man schon einen
verbliiffend guten Eindruck von Ellipse. Diese ldsst sich jetzt gut skizzieren — aber Obacht:
immer innerhalb der grofien und auBerhalb der kleinen Néherungskreise bleiben, denn
nur die vier Scheitel sind Ellipsenpunkte! Die Kreisradien liest man aus der Konstruk-
tionsfigur ab:

Aus ACAM, —~ ABCA folgt C
Ly = l ¥ D
b a 280 k=g El 5
L | 4
Aus ABCM, ~ ACAB folgt o
s N,
, 4 S o _H_ rh
T also b = z

Mj,
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Wer’s genauer wissen will, erfihrt jetzt den mathematischen Hintergrund.

Im Allgemeinen schneiden sich Kreis und Ellipse in vier Punkten.

Haben sie eine gemeinsame Tangente, dann beriihren sie sich: Zwei Schnittpunkte fallen in
einem Beriihrpunkt zusammen. Als Berithrpunkt wiihlen wir den rechten Hauptscheitel,
halten ihn fest und verkleinern den Radius. Dabei wandern die beiden andern Schnitt-
punkte auf der Ellipse in Richtung Beriihrpunkt.

gemeinsame Tangente
_,-——__—)- A
= T Schnitt-
.\ punkt
-
-
) .
1 4 Schnittpunkte __ Beriihrpunkt ]
F (2 Schnittpunkte) |
P = 1
= Schnitt-* |
/ purnlkt |
.-~ o
e e

Bei einem bestimmten Radius treffen sich alle vier Schnittpunkte im Berithrpunkt und bil-
den einen vierfachen Schnittpunkt. Grafisch duBert sich das darin, dass sich der Kreis jetzt
besonders innig an die Ellipse anschmiegt.
Fiir die Koordinaten der beiden beweglichen Schnittpunkte gelten zwei Gleichungen
I y¥=Qr—a+x)(a—x)
(Hohensatz im Dreieck CAP)

B
2 (a* — x?)

Ay

Pix|y)

II y*=
(Ellipsengleichung) e

Gleichsetzen liefert: c 2r JA

LES

-

(2r—a+ X)(a—x)= 2,

(a-+x)(a—x) ¥

das ergibt eine quadratische Gleichung fiir x

>

b G x)] =0

da

(a—x) [(2r—a+x]—

Eine Losung ist x; = a (gehort zum Scheitel A).

r soll nun so bestimmt werden, dass auch die zweite Losung x,, fiir die die zweite Klammer
[--.] gleich null ist, den Wert a hat. Setzen wir in [...] a fiir x ein, so ergibt sich fiir r

2 (a+a}] =0

a.’.

[{2r--a+a}—

-

b’ : : : - .
2r=2 T = r —:— , das ist der Radius r, des kleinen Scheitel-Kriimmungskreises.

220




Fiir den Radius r, des groBen Scheitel-Kriimmungskreises gelten entsprechende Uberle-
gungen. Die Scheitel-Kriimmungskreise sind deshalb so besonders gute Schmiegekreise,
weil in jedem Scheitel vier Schnittpunkte zusammenfallen. Dieselbe Uberlegung fiir an-
dere Ellipsenpunkte zeigt, dass nur drei Schnittpunkte zusammenfallen: Jetzt durchdrin-
gen die Schmiegekreise die Ellipse. IThre Konstruktion ist schwieriger.

Aufgaben

Wenn nichts anderes vermerkt ist, liegt die Ellipse im Querformat. Thr Mittelpunkt ist im-
mer der Ursprung.

1. Wie lautet die Mittelpunkt-Gleichung einer Ellipse E, fiir die gilt
a) a=2, b=1 b) a=2, b=1, Hochformat c) a=+10, b=45

2. Bestimme die Halbachsen a und b der Ellipse.
Hat die Ellipse Quer- oder Hochformat?

X b 5 5
i — -— B (] S.'-\- -4 2 Jis == ?_
a) T g 1 b) 0,5x y

Th e e
¢) dx* Ty = 1 d) HK‘ —i—E‘y“:I

. Von einer Ellipse kennt man eine Halbachse und einen Punkt.
Bestimme die andere Halbachse.
a) a=545, P(10[1) b) b=5+2, P(—14|1)
¢) a=5410, P(15|-3) d) b=4413 , P(-15|-8)

4. Von einer Ellipse kennt man die Punkte P und Q.
Bestimme die Mittelpunkt-Gleichung. (Tip: Substitution von /: und %)
a) PO|—1), Q(-7|3) b) P(—1/9), Q(—9(6)
¢) P(17|4), Q(23|-1) d) P(—19(4), Q(l6]|11)

Lad
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5. Der Ellipse mit der Gleichung 16x> + 9y = 144 ist ein Quadrat einbeschrieben. Be-
rechne seine Seitenlidnge s.

6. Die Ellipse mit der Gleichung x?+ 4y?> =500 und die Gerade mit der Gleichung
3y = 2x—25 schneiden sich zweimal. Berechne die Schnittpunkte.

7. Bestimme den Flacheninhalt und niherungsweise den Umfang der Ellipse mit der
Gleichung
a) 9x? =25y =225 b) x*+ 100y? = 100

9. Von einer Ellipse kennt man den Punkt P(4.5|2) und die kleine Halbachse b =2.5.
Konstruiere die Linge der groBen Halbachse a mit Hilfe der Idee des Ellipsenzirkels.

10. Konstruiere die Scheitelkriimmungs-Kreise und skizziere die Ellipse mit den Halb-
achsen
a) a=35, b=4 b) a=5. b=3 ¢) a=5 b=2

11. Eine Ellipse, bei der die Mittelpunkte der grofen Scheitelkrimmungs-Kreise die Ne-
benscheitel sind, heilt Fagnano-Ellipse.
Der italienische Mathematiker Giulio Carlo FAGNANO, Marquis von Toschi und
S.Onorio (1682 bis 1766) hat sich einen Namen gemacht wegen seiner Bogenlingen-
Berechnungen bei Ellipse, Hyperbel, Parabel und Lemniskate.
a) Die kleine Halbachse einer Fagnano-Ellipse sei b. Berechne
— die grol3e Halbachse a
— den Radius des kleinen Scheitelkrimmungs-Kreises.
b) Zeichne eine Fagnano-Ellipse mit Hilfe ihrer Scheitelkriimm ungs-Kreise fiir b = 3.
¢) Zeige: Wenn eine Ellipse mit den Halbachsen a und b eine Fagnano-Ellipse ist,
dann ist auch die Ellipse mit den Halbachsen b und a/2 eine Fagnano-Ellipse.
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3. Die Brennpunkte der Ellipse

Der belgische Mathematiker und Baumeister Pierre Germinal DANDELIN (1794 bis
1847) hatte bei der Untersuchung von Kegelschnitten eine schone Idee aus der Raumgeo-
metrie, die uns eine sehr wichtige Eigenschaft der Ellipse vor Augen fiihrt. Dazu betrach-
ten wir die Ellipse wieder als Schnitt einer Ebene E und eines Zylinders. Auf beiden Seiten
der Ebene schiebt man eine genau passende Kugel (Kugelradius = Zylinderradius) in den
Zylinder, bis sie die Ebene beriihrt. Die beiden Kugeln beriihren auBBerdem den Zylinder
in den Kreisen k, und k,. Aus Symmetriegriinden liegen die beiden Beriihrpunkte F, und
F, auf der Hauptachse gleich weit vom Mittelpunkt M der Ellipse weg. F, und F, heillen
Brennpunkte der Ellipse. Zu Ehren von DANDELIN nennt man die beiden Kugeln
Dandelin-Kugeln.

Dandelin-Kugel
e

/',._.

£
y

8
iy

Tangentenbiischel einer Kugel

i
i
1
I
|
|
1
I
|
I
|
I
I
i
]
i
|
i

M|

o
.‘).

| Dandelin-Kugel

P sei ein beliebiger Punkt der Schnittellipse. Weil die Schnittebene auch Tangentialebene
der beiden Dandelin-Kugeln ist, sind PF, und PF, Tangenten dieser Kugeln. Die Mantel-
linie durch P schneidet die beiden Beriihrkreise k, und k; in Q, und Q,. PQ, und PQ, sind
also auch Tangenten der Dandelin-Kugeln. Alle Kugel-Tangentenabschnitte durch einen
Punkt sind gleich lang. Deshalb gilt:

PQ, = PF, und PQ, = PE, also PF, + PF, = PQ, + PQ;- Q,Q, = const.




Fir jeden Ellipsenpunkt ist die Summe seiner Entfernungen von den beiden Brennpunk-
ten die Konstante Q,Q,, der Abstand der beiden Beriihrkreise. Der Wert dieser Konstante
ergibt sich, wenn wir P in einen Hauptscheitel, zum Beispiel A,, legen, wenn also P = A,
ist:

Q,Q; = AF, + _A:r: =AF, +FlA =2a

Zusammenfassung
Fiir jeden Ellipsenpunkt P gilt

P—F|-| = P["J = 2::1

Die beiden Brennstrecken [PF,] und [PF,] sind zusammen so

lang wie die Hauptachse 2a.

Legt man P in einen Nebenscheitel B, dann gilt aus Symmetrie-
grinden F\B=F,B=a. Mit dieser Bezichung lassen sich die
Brennpunkte einfach konstruieren.

* Exzentrizititen

Y=

Die Entfernung e der Brennpunkte vom Mittelpunkt heiBt lineare Exzentrizitiit. Die
Zeichnung (Pythagoras!) zeigt:

[elzﬁﬁ_b?
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Fiir einen Kreis gilt a=b, also e = (. e ist aber noch kein Mal3 dafiir, wie die Ellipse vom
Kreis abweicht. Denn bei einer Ahnlichkeitsabbildung, zum Beispiel zentrische Streckung,
dndert sich zwar e, nicht aber die Form. Umgekehrt gibt es zu ein und demselben Wert fiir
e verschieden geformte Ellipsen. Bezieht man jedoch e auf die groBe Halbachse, dann ent-
steht eine Zahl, in der die Gestalt der Ellipse zum Ausdruck kommt, sie heil3t numerische
Exzentrizitit €:

Konfokale Ellipsen mit F,F, = 2e = const.

([ ( & : |
| \‘_\.. - f-’ ;
\\\-\\ - l/, /,,
= -
22 —p? b? _
Wegen €= X = Al —— ist O0=eg=1
' a a’
Fiir die Grenzfille gilt
g =0, das heiBt a=b: Kreis
g=1, das heiit b=0: Strecke
Konfokale Ellipsen mit F,F, = 2e = const.
~ =10
; g=08
3 _
Y = A b
ke e =05 | L)) _
" ;
) LA £=0,95 =~ =
£=099
i: ==
g=11




Die Ellipse in der Astronomie

Bis ins 16. Jahrhundert glaubte man, dass sich alle Gestirne auf Kreisbahnen oder auf
Uberlagerungen von Kreisbahnen bewegen. Als Johannes KEepLEr (Weil der Stadt 1571
bis 1630 Regensburg) auf der Grundlage der Beobachtungen von Tycho Brane die Pla-
netenbewegung mathematisch beschreiben wollte, musste er dieses Ideal der Kreisbahn
aufgeben. Er stellte fest, dass die Planeten auf Ellipsenbahnen laufen, bei denen die Sonne
in einem Brennpunkt steht.

Die Entfernung von Planet und Sonne dndert sich also wihrend des Umlaufs. Der Punkt,
bei dem die Entfernung am groBten ist (r,,.,), heiBt Aphel; der Punkt, bei dem die Entfer-
nung am kleinsten ist (r,;,), heiBt Perihel. Die Ellipsenbahnen weichen nur sehr wenig von
der Kreisform ab. Ihre numerischen Exzentrizitdten reichen von 0,007 (Venus) bis 0,25
(Pluto). Fiir die Erde gilt

a =148,65-10°km,

b =148,63-10°km, daraus errechnet sich
e =244-10°km,

g =0,016

Tmin —a— €= 146,2- 10°km

 max =t N e ]511.' ' iﬂﬁkm

o

Am 3.Juli (!) durchliuft die Erde das Aphel und am 2. Januar das Periphel.

;‘\]anm

Tp=a+e ) Erdbahn Plutobahn
Perihel L Aphel malfistéblich malistéblich

& F £=0,016 e=025

Die Girtner-Konstruktion der Ellipse

Die Beziehung PF, + PF, = 2a erlaubt ein einfa-
ches mechanisches Verfahren zum Erzeugen von
Ellipsen. In den Brennpunkten befestigt man zwei
Pflocke und an ihnen eine Schnur der Linge 2a.
Ein Stift, der so gefiihrt wird, dass die Schnur ge-
spannt ist, beschreibt eine Ellipse. Der Name die-
ser Konstruktion geht zuriick auf die Art, mit der
Girtner im Barock die Rinder der damals so be-
liebten elliptischen Blumenbeete markiert haben.
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Die Ellipseneigenschaft, die der Girtner-Konstruktion zugrunde liegt, fiihrt auch zu einer
Konstruktion einzelner Ellipsenpunkte: Man zeichnet um die Brennpunkte Kreise, deren
Radien zusammen 2a ergeben; die Schnittpunkte sind Ellipsenpunkte.

=y +(e+x) g=y =%

r,t+r,=2a
r,=2a—r1, | quadrieren
r; = 4a’> — dar, + I
Y(e + x)? = 4a% — 4ar, + ¥ + (e — x)’
2+ 2ex + 2 = da’ — dar, + 27— 2ex +X
ar, = a’ —ex | quadrieren
a’[y*+ (e—xp]=2a*— 2a%ex + e*x?
ay? + ale? — 2a%6% + a’x? = a* — 2%k + &’x’

a’y? + a’x? — e’x’ = a‘ — a’¢?

aj}fi Lt x: (al — el) — H_’ {a'." - e!}
b: h"
a’y?+ x?b?=2a%? || : (a’b?)
X* y?
P
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Ein Punkt P liegt also genau dann auf der Ellipse, wenn die Summe der beiden Brenn-
strecken r; und r, gleich der Hauptachse 2a ist. Fiir einen Punkt Q, der auBerhalb der El-
lipse liegt, ist die Summe der Brennstrecken groBer als 2a; fiir einen Punkt R, der inner-
halb liegt, ist sie kleiner als 2a. Zur Begriindung verwenden wir die Dreteck-Ungleichung.

Im Dreieck QPF, gilt: PQ + QF, > PF

+ QF, = PF, + QP + QF, > PF, + PF, = 2a
QF, + QF, > 2a

5

Im Dreieck RPF, gilt: RP + PF, > RF,

I)

RF, + RF, < RF, + RP + RF, = PF, + PF, =2
RF, + RF, < 2a
* Brennpunkt und Tangente
oder: Wie der Brennpunkt zu seinem Namen kommt. st wy Tangente

der ]*:]]I]]H_L! inP?

o W

Das Bild zeigt einen Ellipsenpunkt P und eine Winkelhalbierende w, der Brennstrahlen
[FiP und [F,P. Dem Augenschein nach ist w, Tangente der Ellipse in P. Aber nicht nur
dem Augenschein nach! Mit einem kleinen Trlck ldsst sich das beweisen: Man spiegelt
einen der beiden Brennpunkte an w, (Spiegelpunkt F¥). Wegen Achsensymmetrie ist

PF, = PF*.

PF, + PF, = 2a Qe a2
PF, + PE;* = :

REF = 2a A=




Fiir jeden von P verschiedenen Punkt Q auf w, gilt dann (Dreieck-Ungleichung!):

QF, + QF; = QF, + QFf > FiFf = 22
Also gilt m + QT >2a = Q liegt auBBerhalb der Ellipse = w, ist Tangente im Punkt
P. Weil die beiden Winkelhalbierenden einer Geradenkreuzung aufeinander senkrecht ste-
hen, ist die andere Winkelhalbierende Normale der Ellipse im Punkt P.

o '?{I_”JH |'I1'

Ty
i
4] ]-‘?r'ff”c-

Damit haben wir den Satz:

Die beiden Winkelhalbierenden der Brennstrahlen eines Ellipsenpunkts P sind Tan-
gente und Normale der Ellipse in P.

Wir haben so eine einfache Méglichkeit gefunden, die Tangenten in einem beliebigen El-
lipsenpunkt zu konstruieren: Man halbiert den Winkel der Brennstrahlen, durch den die
Ellipse geht.

Nach dem Reflexionsgesetz der Physik sind Einfalls- und Ausfallswinkel gleich groB. Alle
von einem Brennpunkt ausgehenden (Licht-)Strahlen werden an der Ellipse so reflektiert,
dass sie sich im andern Brennpunkt treffen. Weil die Wege aller Strahlen gleich lang (= 2a)
sind, treffen sich die reflektierten Strahlen auch alle zum selben Zeitpunkt. (Anwendung

dieses Effekts im Kapitel 9. II, 5)
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Aufgaben

1. Berechne die fehlenden Gralien

a|b|e|s
a) | 4 | 2
b) | 4 2
c) 7 i 0,5
d) 4 (0,8

2. Zeichne eine Ellipse mit e =b = 4, Welchen Winkel bilden die Brennstrahlen, die
durch einen Nebenscheitel gehen?

3. Bestimme das Achsenverhiltnis b/a bei Ellipsen mit
a) e=0,5 b) £=10,75 ¢) =09 d) e =095 e) €=10,99

4. Zeichne (mit Hilfe der Scheitelkriimmungs-Kreise) die Ellipse E, mit den Halbach-
sen a = 4 und b = 3,5 sowie die beiden Brennpunkte. Zeichne dann die Ellipse E, mit
der gleichen linearen Exzentrizitit wie E,, deren groBe Halbachse die Linge 2,5 hat.
Berechne flir beide Ellipsen die numerische Exzentrizitit.

5. Zeichne (mit Hilfe der Scheitelkrimmungs-Kreise) die Ellipse E, mit den Halbach-
sen a = 3 und b = 1,5 sowie die beiden Brennpunkte. Zeichne dann die Ellipse E, mit
der gleichen numerischen Exzentrizitit wie E,, deren groBe Halbachse die Linge 4
hat. Berechne fiir beide Ellipsen die lineare Exzentrizitit.

6. Der Komet Halley ldauft auf einer Ellipsenbahn um die Sonne. Ein Umlauf dauert
etwa 76 Jahre. Seine kleinste Entfernung bis zur Sonne ist 87.8 - 10° km, seine ordfite
5232,5 - 10° km. Berechne die Werte a, b, e und ¢ seiner Ellipsenbahn.

Berechne allgemein a, b, e und € aus r,,;, und r,,,, einer Planetenbahn.

8. Von einer Ellipse mit a = 5 kennt man F,(—3|0) und F,(3|0). Konstruiere die Ellip-
senpunkte, die von F; die Entfernungen 3, 5, 6 und 7 haben und zeichne damit nihe-
rungsweise die Ellipse.

9. Zeichne zwei Punkte F, und F, mit 8 cm Entfernung und um jeden dieser Punkte
Kreise mit den Radien lcm, 2c¢m, ..., 10 cm. Suche alle Schnittpunkte P mit
PF, + PF, = 12cm und verbinde sie zu einer Ellipse. Welche weiteren Ellipsen
(a=7) kannst du in dem Kreisgewirr entdecken? Zeichne sie!

Ellipsentangenten
Wenn nichts vermerkt ist, liegen Haupt- und Nebenachse in den Koordinatenachsen.

10. Gegeben: F,(—4|0), Ellipsenpunkt P(3|—2,5)
Konstruiere die Tangente in P und die vier Scheitel der Ellipse.

11. Gegeben: F,(—3|0), Tangente y=0,5x + 4
Konstruiere den Bertihrpunkt P und die vier Scheitel der Ellipse.

230




12. Gegeben: Halbachse a =5, Tangente y = —0,5x +x 4
Konstruiere die Brennpunkte und die Nebenscheitel der Ellipse.

13. Gegeben: F,(4|0), a=>5, Tangente y = —3x +3,5 mit Bertihrpunkt P(3(2,5)
Konstruiere den zweiten Brennpunkt und die vier Scheitel der Ellipse. (Die Ellipse
liegt nicht symmetrisch zum Koordinatensystem!)

14. Gegeben: F,(—4|0), a =5, Tangentensteigung m = —0,5
Konstruiere die Tangenten und die Beriihrpunkte.

15. Gegeben: F,(—4|0), a=5, Punkt Q(1|4) aulerhalb der Ellipse
Konstruiere die Tangenten durch Q.

Leitkreis und Hiillgeraden
*16. Leitkreis

a) Zeige: Spiegelt man den Brennpunkt F, an irgendeiner Ellipsentangente (Spie-
gelpunkt F#), dann liegen alle so erzeugten Spiegelpunkte auf dem Kreis
um F, mit Radius 2a.

Dieser Kreis hei3t Leitkreis der Ellipse zum Brennpunkt F,.
:Jl‘l?.".’ﬁ'f'n.',a \ 'tl iJeitkre-iS

et

\

| k)
&Hﬁ_ /

b) Zeige: Der Mittelpunkt H der Strecke [F,F*] liegt auf dem Hauptkreis mit

Radius a (siehe Aufgabe a)).
I\_\-‘_‘—\—\_

L




e17.

1. Hiillkonstruktion mit Leitkreis

Man zeichnet einen Kreis; er ist der Leitkreis, sein Mittelpunkt F, ist ein Brennpunkt

der Ellipse. Den andern Brennpunkt F, zeichnet man in den Leitkreis.

Zeige: Verbindet man F, mit irgendeinem Kreispunkt L, dann ist die Mittelsenk-
rechte von [F,L] Tangente der Ellipse mit den Brennpunkten F, und F,.
Diese Konstruktion ldsst sich auch eindrucksvoll durch Falten einer Kreis-
scheibe aus Papier vorfiihren.

+18. 2. Hiillkonstruktion mit Hauptkreis

232

Man zeichnet einen Kreis; er ist der Hauptkreis, sein Mittelpunkt M ist Mittelpunkt

der Ellipse. Den Brennpunkt F, zeichnet man in den Hauptkreis.

Zeige: Bewegt man einen rechten Winkel (Geodreieck!) so, dass sein Scheitel auf
dem Hauptkreis wandert und ein Schenkel durch F, geht, dann ist der andere
Schenkel Tangente der Ellipse.
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