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1. Geradengleichung

In der Analytischen Geometrie lost man geometrische Probleme durch Rechnung. Des-
halb muBl man die geometrischen Figuren wie Geraden und Ebenen mit Gleichungen
beschreiben. Zur Aufstellung einer Geradengleichung braucht man die Bestimmungs-
stiicke der Gerade:
— zwei Punkte A und B

oder
— einen Punkt G und einen Vektor v in Richtung der Gerade.

X =G+Av 0 g Ag B

VAN = =
N Festlegung mit zwel Pankten
\
/ \
i

g
5 g G v
g v \ e
- G- et \ Festlepung mit Punkt und Richtung
_‘_L_ ——— Y i
AV X

Eine Geradengleichung beschreibt die Ortsvektoren X aller Geradenpunkte. Fiir diese
Beschreibung eignet sich die Festlegung durch Punkt und Richtung am besten: Man
wihlt einen Punkt G der Gerade g als Aufpunkt und einen Vektor Vv in Richtung von g
als Richtungsvektor. Der Ortsvektor X eines beliebigen Geradenpunkts X ld6t sich
dann darstellen als Summe von G und einem Vielfachen von v: X = G + A V. Der
Faktor A heit Parameter des Punkts X. Durchliduft der Parameter A alle reellen
Zahlen, so beschreibt die Gleichung alle Punkte der Gerade; bildlich gesehen tastet dann
die Spitze des Ortsvektors X alle Geradenpunkte ab.

Zusammenfassung

Ist G ein beliebiger Punkt der Gerade g und v ein Vektor in Richtung g,

dannnenntman g: X =G +2A v . LR eine Gleichung von g.

| G heifit Aufpunkt, v Richtungsvektor und A Parameter der Geradengleichung.
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Man nennt eine solche Geradengleichung auch Parameterform oder Punkt-Rich-
tungs-Form. Sie ist freilich nur sinnvoll, solange v nicht der Nullvektor ist. Die Bedin-
gung AelR 1afit man aus Bequemlichkeit meist weg.

o G101214)
S P(161-117)
Qiel412)
R{Z16]0)
s 10 ody
Beispiel: g X = 2%1 2
e T
> 10
A=0: X = (f] G(10| 2| 4) liegt auf g (klar!)
e \16
A=15:X = [ i 1 P(16 | -1|7) liegt auf g
{ 4
S ieh
A=-1:X = iﬂ’ 6|4|2) liegt auf g

il 2
A=-2: X [3] R(2|6|0) liegt auf g.

Je nach Wahl von Auf’punkt und Richtungsvektor gibt es fiir eine Gerade verschiedene
Gleichungen. Weil dann ein und derselbe Punkt je nach Gleichung verschiedene Para-
meterwerte haben kann nimmt man verschiedene Parameterbezeichnungen:

& { 4\
Beispiel: g: X = | ‘5 ‘+ A

\"‘,."

__a 105 (—6
anderer Richtungsvektor: X = [ 2 |+_u 3}
L4) " |-3)

G(101214)
P(161-117)
QET412)
R2ZI610)
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. (6 4
anderer Aufpunkt: X = [j] +5 [—% |
J

G(101214)
P(161-117)
Q61412)
R(21610)

G(1ol214)
P{161-117)
QI61412)
R(21610)

Einfache Geradengleichung

y ~ a1 (o A=
So wie man Briche durch Kiirzen vereinfachen sollte, so sollte man auch bei G('md““1
gleichungen eine moglichst einfache Form suchen. Schaue auf den Richtungsvektor!

Gemeinsame Faktoren seiner Koordinaten lassen sich herausziehen, zum Beispiel -3
in

i Wi -6y gy A 2 o
g: X = LG +}L( 3 einfacher g: X =6 +J-1|‘1J-
0 K—H).l 0) |1

Geometrisch bedeutet das den Ubergang zu einem kollinearen Richtungsvektor. Beim
Ortsvektor des Aufpunkts ist dieses Verfahren im allgemeinen verboten! Man wiirde
dadurch die Gerade ja parallel verschieben.
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Gerade durch zwei Punkte

Sind von der Gerade h zwei Punkte A und B bekannt, so wihlt man einen davon als Auf-

punkt. Als Richtungsvektor nimmt man AB oder einen dazu kollinearen Vektor:
Gegeben: A(=0,51212), B(1101-1)

Aufpunkt: B (wegen der einfacheren Koordinatenwerte)
% [ 115 =3

Richtung: AB =|-2 |= —9,5| 4
=3 . 6

’

=t e —3
Gleichung: h: X =0 |+.u 41
\_lz' 6 /

Punkt auf Gerade ?
_— 2y 4
Liegen die Punkte P(-61-515) und Q(141017) aufder Gerade g: X = [—3 l+u| 1 |?
LY 1 .JI 5

Wir setzen die Punktkoordinaten in die Geradengleichung ein
=B [ 4 —81 4
P: |-58|=|=-3|+p| 1 1, zusammengefalit —2 ‘z,u 1
5 4 L\ 1 ,'I \_:",.' 4 i) —2
K =-2, palit! Also liegt P auf g und gehort zum Parameter -2.

14 2 4 ]_2'\ 4
Q: [0 1: [—3]+}1[ 12], zusammengefalit {g J:”[ IJ

i \ 1 -2

Es gibt keinen passenden p-Wert. Also liegt P nicht auf g.

Allgemeiner Geradenpunkt

Manchmal ist es niitzlich, mit dem »allgemeinen Geradenpunkt« zu arbeiten. Sein
Ortsvektor ergibt sich, wenn man die rechte Seite der Geradengleichung zusammen-
fafit. So hat von

el 2 \ 2 =" 2+2A
g = |—13 | + "I TJ der allgemeine Punkt X, den Ortsvektor X, = |[-3+4
\ . 1+A

Mit dem allgemeinen Punkt findet man zum Beispiel bequem den Punkt P auf g, der 5
Einheiten iiber der x,x,-Ebene liegt. Fiir ihn gilt x, = 5, also 1+ A = 5. Der Punkt hat den

e T a f 1{.1 Y
Parameterwert A =4 ; eingesetzt in X, ergibtsich X, =| 1 |. Ergebnis: P(101115)
L5
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Punktschar

Kommt ein Parameter in den Punktkoordinaten vor, so spricht man von einer Punkt-
schar, zum Beispiel P,(3+al2al|3—a). Um herauszufinden, ob die Schar P, eine Gerade

bildet, faBt man P, als allgemeinen Geradenpunkt auf und versucht, den Ortsvektor P,
so zu zerlegen, daf eine Geradengleichung entsteht:

a3 +ay 34 an r3 i S
Pﬂ = 2a — 0+2a = 0 4+ a 2
d—-a) d-a \ 3 \-1 )
— 3N i
Die Punkte P, bilden die Geradeg: X = L ; |+a '31
= TR

Punktschar P(3 +a|2a|3-a)
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Aufgaben

[1] Gib eine Gleichung der Gerade g an, die durch A in Richtung v lauft:

2o 9N

a) A0[3]|1), _{-?:[21J b) A2l4|6), Vv = E;
X | : \".r' lr.l-.l
c) A®©[0l0), ¥ :[—ﬂ d A-11-2[-7), v =|2
et W)

2

i 2N F: T
2] g: X =| 01|+'». —lle
o J

. l".
Berechne die Punkte P,, die zu den Parameterwerten A, gehiren
}\.[: 1 £ }u2= 0 : :'i'L:'!' - _] .5 o :"..;: _I.OO ;

!‘3' Stelle die Gleichung der Gerade g auf, die durch A(1|2| 3) geht
und parallel ist zur

a) x;-Achse b) xj;-Achse ¢) Geradeh: X =

4. Gib Gleichungen der drei Koordinatenachsen an.

3. Gib Gleichungen der Geraden an, die die Winkel zwischen x,-Achse und x,;-Achse
halbieren.

!E Beschreibe die besondere Lage der Geraden im Koordinatensystem.
Zeichnung im Koordinatensystem fiir a) bis d) !

iy 1y R ol 0 r 0y
a) a:}(=[0 +;-L£3‘ b) b::x::fl]ﬂlu-
\0) 10, \0 1)
= I o 0 3 X
c) c:X:vH d) d:}{zp[é] e) e: X =owW
Lol NN
5 i r0y = | Wl 71
) f: X = F +1[1 g) g:X:|0|+p cﬂ
L\Uf 2t -,,1)

7. Gib eine Gleichung der Gerade an, die durch den 4. und 6. Oktanten geht
und mit jeder Koordinatenachse denselben Winkel einschlieft.

£

o IH2 e ~] " _3\] FaLey

8 g: X =|4l+0|-5|, h:X:(5+14‘
6 —) \-7) \6)

Uberlege dir an einer Skizze den Schnittpunkt von g und h.

9. A(l |2]3),B516|7) a) Bestimme eine Gleichung der Gerade AB.

b) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade [AB.
¢) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade AB].
d) Bestimme eine Gleichung der Strecke [AB].
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10. Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seiten des Dreiecks
A(0,25|-1,513),B(416]-7),C(110]2) liegen.

E Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seitenhalbierenden s, , s, und s,
des Dreiecks A(-5,5|4|-3),B(7,5/019), C(11,5] 2| 9) liegen.

12. A2|1011,5),B(418/0,5),C(616]-2),D(-8/ 4] 0) ist ein Tetraeder.
Stelle eine Gleichung der Gerade auf, in der die Schwerlinie liegt, die durch D geht.

13. ABCDEFGH ist ein Quader; K und L sind Kantenmitten, M ist Flachenmitte.

:-5:‘

Lies die Koordinaten aus dem Bild ab und gib Gleichungen der Geraden an: ﬁ‘g

a) EF und FG b) BE und BG ¢) DFund AG £

d) CM und BM e) KL und LM 5

e e ol —1x = 2 3y .'I'
14 g: X =| 2 |+ 0 |, h:X:[G +7| 2| E
----- 5 2 J 5; 2 s L

Welcher der Punkte A(3|2|-5),B(-1]2(3),C2[0]/5),D(1[1]1) und
E(—1|-2| 3) liegt auf welcher Gerade ? Zeichnung im Koordinatensystem !

115 P(-7|12[18), Q@3 |-8|8) Zeichnung im Koordinatensystem !

Welcher der Punkte A(4|-10|7),B(1|-4]10), C(-1|0[-12),
D(-9] 16/ 20) und E(-6/10] 17) liegt

a) aufder Gerade PQ? b) auf der Strecke [PQ]?
-lﬁ.ajx\: d+|__1\£ b:x‘:?,.(:} +H"{; c:l}-(l_ = {x -i-|_1-2\a\

cl:I"{‘:2’.(3:+;,L-21\.fs e:X =G —uv f: X =G +uv

g: X ate LV Welche Geraden sind identisch im Fall

a) Gz0, G,V nicht parallel b G=0, G parallel v




17.

» 18.

19.

* 20.

21.

23.
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r = +}L‘- 3lund X =| 7 [+1 fiJ beschreiben dieselbe Gerade.
\0) \ 2 ) =] =4

a) Welchen p-Wert hat der Punkt fiir A =17
b) Welchen A-Wert hat der Punkt fiir n=-27
¢) Welche Beziehung besteht zwischen A und p eines Geradenpunkts ?

= A¥+ K B\
Wie bewegt sich der Punkt X mit dem Ortsvektor X = e

wenn | alle erlaubten reellen Zahlen durchlauft ?

Zeige: Ein Punkt P mit dem Ortsvektor P =LA + it B liegt genau dann auf der
Gerade AB, wenn gilt: A+u=1.

Welche Punktmenge wird von der Gleichung X = A 4hu wv

(u,v#0)beschrieben, wenn

a) A konstant ist, wihrend p die reellen Zahlen durchléuft

b) u konstant ist, wihrend A die reellen Zahlen durchliuft

¢) 1 und v linear abhingig sind und beide Parameter die reellen Zahlen
durchlaufen

d) A konstant ist, wihrend p die nicht negativen reellen Werte annimmt.

R e

N J_I b
g XK= | 2 |+0 —02 I Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Welcher Punkt von g liegt 2 Einheiten vor der x,x;-Ebene ?
b) Welche Punkte von g haben von der x,x,-Ebene den Abstand 8 ?
¢) Welche Punkte von g liegen 1 Einheit unter der x,x,-Ebene ?

. Auf der Gerade durch A(12| 24 | 36) und B(12| 42 | 63) liegen die Mittelpunkte von

Kugeln mit Radius 12.
a) Zwei Kugeln beriihren die x,x,-Ebene.

Berechne die Mittelpunkte und die Beriihrpunkte.
b) Wo beriithren die Kugeln die x,x,-Ebene ?

Kugeln mit Radius 23 rollen auf der Gerade r auf der XaXg-Ebene;
r geht durch P(0|5]6) und Q(06/5) . Wo liegen die Kugelmittelpunkte ?

e f—'r'w (5
g X =|a i+(‘F|"2.
\—4) \ 3

\ J
A(a,|a;|8), B(-12|k|-k), Cc|1|1), D2k | -8k | k) , E(4k—3]| 1| 2k)
Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E so, daB diese Punkte auf g liegen.




@ Liegen die Punkte P, auf einer Gerade ? Stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Gerade auf.

a) P,(1+2a|2-7a|-1-2a) b) P.3a-2|4|-6a)
¢) Pgal1llo) d P(l+all-ala+1)
e) Pua‘lala+1) fH P(iol3)

2. Lage im Koordinatensystem

Parallel zu einer Koordinatenachse

Sind zwei Koordinaten im Richtungsvektor null, dann ist die Gerade parallel zu einer

Koordinatenachse.

&

| i » (2 1y
foKis = i-.-p:”f X3 g: 3-;_|4: +r'|-rJI

parallel zur x;-Achse
;

parallel zur x,-Achse

So ist die Gerade f':

04y | \, ~

1)

parallel zur x,-Achse.

S - T
e |l

| 2

Sl

+P

Parallel zu einer Koordinatenebene

Ist eine Koordinate im Richtungsvektor null, dann ist die Gerade parallel zu einer Koor-
dinatenebene.

a o 2 2

1 g: X b \— 2] g1l ¢: X =8 + 7 0
Die Gerade ¢ : a:l iz X3 : R )"
oy 2 o A parallel zur xx;-Ebene  parallel zur x;x-Ebene
X =13 |+ "I.r| ] 1
\ 1) bl

ist parallel zur x,;x;-Ebene.

Die Gerade f':
1 33 (0
X = (—:i +p 0
L2 ) L1

ist parallel zur x,x;- und x,x5-Ebene.
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Ursprungsgerade

Ist der Ortsvektor des Aufpunkts ein Vielfaches des Richtungsvektors, dann geht die
Gerade durch den Ursprung, zum Beispiel

e —2 ( 1 ] -~ il
d: X = [ 2 }+“{{—; [, einfachere Gleichung d: X =7v'| 1
4 ) -2 |

Y \ /

Ursprungsgerade | d : =2 | +¥]-1

Spurpunkte

Firs Zeichnen von Geraden im Koordinatensystem ist es gut zu wissen, wo die Geraden
die Koordinatenebenen schneiden. Diese Punkte heilen Spurpunkte S, :

S; ist der Schnittpunkt von Gerade und x,x,-Ebene,

S, ist der Schnittpunkt von Gerade und x,x,-Ebene,

Sy ist der Schnittpunkt von Gerade und x,x,-Ebene,

L= i i | 1
\ Spurpunkte von e X -41+%] 2

= 4 =1

.SJf.{)F[. ,_Gl 5)~ == # :
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Die Berechnung der Spurpunkte S, ist recht einfach:
Setze die i-te Koordinate im allgemeinen Geradenpunkt gleich null und berechne den
zugehorigen Parameterwert. Beispiel

—_— '( I

l rol Wi s
g e L-'4J+}1L2J,allgemeiner Geradenpunkt X = [—4+2u
4 1

= | 4-H
S,(0/2]?) S,(?10]?) S.(7| 2] 0)
x;=0 X =0 X3=0
1+p=0 —4+2n=0 4-u=0
h=-1 n=2 p=4
S.(0|-615) S,3/012) Sy(51410)
Verlauf durch die Oktanten

An jedem Spurpunkt wechselt die Gerade den Oktanten. Eine Gerade, die nicht in einer
Koordinatenebene liegt, hat hochstens 3 Spurpunkte. Deshalb geht sie durch héchstens 4
Oktanten. Welche das sind, macht man sich an einer Zeichnung klar. Das Bild zeigt
wieder die Gerade e, aber in einer vereinfachten Darstellung, wie sie sich fiirs Heft eig-
net. Die romischen Ziffern nennen die Oktanten.

Ist eine Gerade parallel zu genau einer Koordinatenebene (ohne darin zu liegen), so hat
sie 2 Spurpunkte. Diese kénnen in einem Achsenpunkt zusammenfallen.

Ist eine Gerade parallel zu zwei Koordinatenebenen, also parallel zu einer Koordinaten-
achse (ohne darin zu liegen), dann hat sie auch nur einen Spurpunkt.

0

\F = =
o 3
\ 3
\\{V

‘Verlauf durch die Oktanten |

(vereinfachte Darstellung)

Projiziert oder spiegelt man eine Gerade im Koordinatensystem, so geniigt es, zwei ihrer
Punkte zu projizieren oder zu spiegeln. Stattdessen kann man auch Aufpunkt und
Richtungsvektor nehmen. Weil sich ein Vektor v = AE = E — A als Differenz zweler
Ortsvektoren schreiben 148t, wirken Projizieren und Spiegeln auf die Vektorkoordina-
ten genau so wie auf die Punktkoordinaten.
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=4 y 0l

g SJ{UI-S—l’..-fl/}_’/') he }_;‘= ;il +\,....:5
L.-"'"'_.-J

£ parallel zur x,x.-Ebena

Senkrechte Projektion in eine Koordinatenebene
-2

—— r"i
Projiziert man die Gerade g: X = LU } +0| 3 1 senkrecht in die x,x;-Ebene,
1 1 )

4
so entsteht die Gerade g;; die Bestimmung ihrer Gleichung ist recht einfach:

Setze die 1. Koordinate im Aufpunkt und im Richtungvektor gleich null.

e
Senkrechte Projektion g; von g in diex,x,-Ebene : X = (?]+ T ';]
Das Bild, das bei einer senkrechten Projektion in eine Ebene ent;;teht, heifit auch RiB.
So entsteht beim senkrechten Projizieren in

die x,x,-Ebene der GrundriB,

die x,x5-Ebene der AufriB} |

die x,x;-Ebene der SeitenriB.
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Spiegeln an einer Koordinatenebene

g -2 2
Spiegelt man die Gerade h: X = [ g + 0 "gJ an der x,x;-Ebene,

so entsteht die Gerade h" ; die Bestimmung ihrer Gleichung ist recht einfach:
Andere das Vorzeichen der 2. Koordinate im Aufpunkt und Richtungsvektor.

Spiegelung an der xlx,-f'ii)en_e :

= =2 2 :
Spiegelbild h" von h beziiglich der x;x;-Ebene: X = l —86 ] +B [_32]. Das erinnert an die

Strahlenoptik: Ein Lichtstrahl h trifft auf die ha]bdu}chlﬁssige Fliche der ?{;xu-Ebene,
In S,(2] 0] 4) spaltet er sich in zwei Teilstrahlen. Der eine setzt seinen Weg in der alten
Richtung fort. Der andre, reflektierte Teilstrahl nimmt seinen Weg auf h".

Spiegeln an einer Koordinatenachse

Spiegelt man die Gerade k:

—

ra 4~
X = l0}+x[3 an derx,;-Achse,
2:’

2

so entsteht die Gerade k';
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die Bestimmung ihrer Gleichungist recht einfach:
Andere die Vorzeichen der 2. und 3. Koordinate im Aufpunkt und Richtungsvektor.
EE 2 2
Spiegelbild k' von k beziiglich der x,-Achse: X = [ 02 ‘:— A —l; |
i il _ .rII

Die Spiegelung an einer Achse im Raum ist gleichbedeutend mit einer Halbdrehung um
diese Achse. Man kann sich das so klarmachen: In jeder zur Achse senkrechten Ebene
findet eine Punktspiegelung statt (am Schnittpunkt von Ebene und Achse). Eine Punkt-
spiegelung in einer Ebene ist aber nichts anderes als eine Halbdrehung in dieser Ebene.

Spiegeln am Ursprung

T {J 3 j —_— r.l

Spiegelt man die Gerade 1: X = [ 12 [+A| -2 ] am Ursprung, so entsteht die Gerade |';
- ," \—2

die Bestimmung ihrer Gleichung ist recht einfach:

Andere die Vorzeichen aller Koordinaten im Aufpunkt und Richtungsvektor.

[ e
X :I':X:iﬂ+_u{2'

e : k| = \2) RJ‘H’ -
Spiegelung am Ursprung n e

S 0 4
Spiegelbild I' von 1 beziiglich des Ursprungs: X = [—IL j.L[EJ.
2) 2
Beim Richtungsvektor kann man sichs sparen, denn die Gerade und ihr Spiegelbild sind
parallel (Halbdrehung um O!).

Ein Beispiel fiihrt diese Spiegelungen noch einmal vor Augen: Reflexion des Lichts am
Tripelspiegel. Ein Tripelspiegel besteht aus drei zueinander senkrechten, ebenen Spie-
gelflachen. Unser Koordinatensystem ist dazu wie geschaffen, wenn wir uns vorstellen,
daf die Koordinatenebenen verspiegelt sind.

=1
Von der Lichtquelle Q(3 | 10| 8) aus fillt ein Lichtstrahl in Richtung v = [—EJ auf den

Tripelspiegel. Wir verfolgen seinen Weg.

g 3 =1y
Der von Q ausgesandte Strahl liegt auf der Gerade a: X = {10] + a[—z J
|8
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Reflexion am .
Tripelspiegel

X< %

e
g ||/
z)

| d: ){\= 6+.’J
L2

Spurpunkte von a:

S,(0]4]2) mit =38, Sy(—2/0]|-2) mit =5 und Sy(~1|20) mit o= 4.

S, hat den kleinsten positiven Parameterwert; deshalb trifft der Strahl dort zum ersten
Mal auf die Spiegelflédche (x,x;-Ebene) und wird reflektiert.

Der reflektierte Strahl liegt auf der Gerade b. b ist das Spiegelbild von a beziiglich der

g e B
X,X3-Ebene. Als Aufpunkt von b nehmen wir S;, b: X = 3 }+ jj| —%
\ \~2)

S
Spurpunkte von b:

T,(0(4]2) mit B =0, To(2] 0| -2) mit B = 2und T5(1/2]0) mit B = 1. T, liegt T, am néch-
sten, deshalb wird der Strahl bei T, gespiegelt (jetzt an der x,x,-Ebene).

r
{
o

=TT

=T

=3
e s




Der zum zweiten Mal reflektierte Strahl liegt nun auf der Gerade c.

ol 71y
¢ ist das Spiegelbild von b beziiglich der x,x,-Ebene. ¢: X = g- . “,'|—|;?- .I

Spurpunkte von c:

U0 4|-2)mit y=-1,Ux2|0]|2) mit y=1und U= T,.

¥ = 1 ist der kleinste positive Parameterwert. Deshalb ist U, der Punkt, bei dem der
Lichtstrahl zum dritten Mal, also an der x,x;-Ebene, reflektiert wird.

s f2Y 1y
Auf der Geraded: X = | g + 0 {EJ verlaflt der Lichtstrahl den Tripelspiegel in Gegen-
LSl

richtung zum einfallenden Strahl.

Beim Tripelspiegel sind ein- und ausfallender Strahl nach dreimaliger Reflexion immer
entgegengesetzt parallel, weil bei jeder der drei Spiegelungen eine andere Koordinate
des Richtungsvektors das Vorzeichen dndert. Deswegen verwendet man Tripelspiegel
bei Riickstrahlern (»Katzenaugen«); diese werfen das Licht in die Richtung zuriick, aus
der es kommt. Auf dem Mond steht ein Prizisionstripelspiegel. Er schickt einen Laser-
blitz jedem seiner Absender zuriick, ganz gleich, wo auf der Erde der Laser steht.

Aufgaben

E Gib eine Gleichung der Gerade g durch P(1|-2/|3) an, fiir die gilt:

a) gist parallel zur x,-Achse b) g ist parallel zur x,x%,-Ebene
¢) g ist parallel zur x,x;-Ebene d) g geht durch den Ursprung.

Zeichnung im Koordinatensystem !

2] Bestimme die Spurpunkte und den Oktantenverlauf der Geraden a bis 1:

N 4 -1 = 95 3 =i {81 g
a: X =|[-1 +{1(1 b: X = (-2 +ﬁ(—z c: X =|[-3 '*Y“3J
~4 .2 G R Lol Sl
VY —4 N 0y . =2 —2 S AeEa 4 5
d: X =([-5 +5[0 oS _‘ 3 |42 1 f: X =|-3|+¢| 3|
-7 \1] L9 L 3 L9 ) 3

Ao =g = 6N ¢ 0 = — 4 o1

g X = —314-‘{ ?w h: X = (-6 +qj|—31 s X =[3 |+l—1
2 [ 2) LBl -4 ) 1)

:. If-'3 0y _x =Ty e vy 1 —T
it X = ~2J+1< 1 k:X:|—21+l[3‘ i = u]ﬂl 0]
\ 4 -2 (a2 =4 1)

Zeichnung im Koordinatensystem !

3. Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat eine Gerade
a) mit genau zwei Spurpunkten ? b) mit genau einem Spurpunkt ?
¢) mit keinem Spurpunkt ?

4. Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat eine Gerade, wenn sie
a) 3 b 2 e) 1 d 0 Oktanten besucht ?
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10.

11.

12,

13.

gl e T (I

P e e el

) 3
re X = —64 +p [g ! Zeichnung im Koordinatensystem !
\ i

Gib die senkrechten Projektionen von r in die drei Koordinatenebenen an.

% A\ 2
Gib Grund- und Aufrifl an von s: X :[ ' J+ G‘ 11 [-
\-1)

B =

[ ]

Zeichnung im Koordinatensystem!

1

Regentropfen, die in Richtung ( 1‘3 ans x,x,-Fenster klopfen, hinterlassen auf der

Scheibe Wasserspuren; welche Richtung haben diese ?

Eine Leiter lehnt an der x,xs-Zimmerwand, A(2| 10| 0) und B(0 | 10| 10) sind die
Endpunkte der Leiter. Welche Richtung haben die Sprossen ?

Die Leiter kommt ins Rutschen und klatscht so auf den x;x,-Fufiboden,

daB sich die Richtung der Sprossen nicht éndert.

Auf welcher Gerade liegen die Endpunkte der Leiter jetzt ?

t, ist GrundriB, t, ist Aufrifl der Gerade t. Gib eine Gleichung von t an:

e 0 0 v 1 1
2 L% = 1} A 21. X = z} {_q

x 2 4 o 0 0y
b t:X = [1 +Al=3 t;: X =0 [+u2
\0 fo =ik klf

Zeichnung im Koordinatensystem !

In der Darstellenden Geometrie sind Geraden gewdhnlich in Grund- und Aufrifl
(als Zeichnung) gegeben.

— [ 1
Spiegle die Geradeu: X = |-2 |+ ‘ut 2 | Zeichnung im Koordinatensystem !
X 3 " =
a) an der X;%;-Ebene b) an der x;x,-Ebene
¢) an der x3-Achse d) an der x;-Achse e) am Ursprung.

< 0 s B

Spiegle die Gerade v: X = |4 |+ |2 ‘ Zeichnung im Koordinatensystem !
\ 3 ) \0)

a) an der x,x;-Ebene b) an der x;x,-Ebene

¢) an der x;-Achse d) ander x;-Achse e) am Ursprung.

Welche Richtung(en) kann eine Gerade haben, wenn sie bei Spiegelung an der x;x,-
Ebene in sich tibergeht ?

Welche Richtung hat eine Gerade, die parallel ist zu threm Spiegelbild beziiglich der
x4-Achse ?

¢
i
d
r.T
g
i

:":r; m;—.p‘qmsﬂl .

I
it de.




* 14, Die x,x5-Ebene und die x;x;-Ebene seien Spiegelebenen, die x;x;-Ebene sei
durchsichtig, also keine Spiegelebene. Auf welcher Gerade verlafit ein Lichtstrahl

(—3

-2 | einfallt ?

=5

4

diesen Winkelspiegel, wenn er von Q(9| 4 | 3) in Richtung v =

+ 15. Das Koordinatensystem sei ein Tripelspiegel.
F=1%
Von Q(4 | 5| 2) fillt ein Lichtstrahl in Richtung v =| -1
| -1
L% )
Berechne eine Gleichung der Gerade, auf der er den Spiegel verlaft.
Zeichnung im Koordinatensystem !

ein.

3. Lage zweier Geraden

Fiir die Lage zweier Geraden im Raum gibt es vier typische Fille:

nicht parallel

g und h sind windschief g und h schneiden sich

parallel

A

g und h sind echt parallel g und h sind identisch

Welcher Fall vorliegt, kann man anhand der Geradengleichungen entscheiden. Zuerst
schaut man auf die Richtungsvektoren.

<Y

w: X = G+ hn h: X = H +uv
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Parallel

Sind die Richtungsvektoren kollinear, dann sind die Geraden parallel oder sogar iden-
tisch. Liegt G auf h (beziehungsweise H auf g), so sind g und h identisch, andernfalls echt
parallel.

Man kann auch den Verbindungsvektor ‘GH der Aufpunkte berechnen und mit den

Richtungsvektoren der Geraden vergleichen. Ist er dazu kollinear, so sind g und h iden-
tisch, andernfalls echt parallel.

Nicht parallel
Sind die Richtungsvektoren nicht kollinear, dann schneiden sich die Geraden oder sie
sind wmdschlef Fiir den Schmttpunkt S gilt

‘%ﬁG +Au und S_H + IV
also © AU = = e I, v, »Gleichsetzen der Geraden«
A, und p, sind die Losungen des 3,2-Gleichungssystems

G+l = -H +UV

(den Index s lassen wir einfachheitshalber weg)

Sind g und h windschief, so ergibt sich ein Widerspruch beim Lisen des Gleichungs-
systems.

33
1

o 1 -2 ) s e
1. Beispiel: g:X = (‘1]+l(—3], Rl = ‘— J }.L[
W1 1 | 2
Gleichsetzen I 1-2A=1+3u
II 4-3h=—3+p
IIT 1+ A=2-p
und Auflésen ergibt A =3, p=-2.
S berechnet man, indem man A in die Gleichung fiir g oder u in die
Gleichung fiir h emset:"‘r. S(-5|-514)

)’

et ey s T S BT AL ¥ A Sy T B T R e e R T P L || Wb s o P

== =

=




" A =2 . i F 3N
9. Beispiel: g: X :{4]4“‘%-3;, f:X = [-3|+p| 1
1 1 ,'! | ) =1

Gleichsetzen I 1—24A=1+43n

IT 4-3L=-3+p

IIT 1+ A =1-u
und Auflésen ergibt einen Widerspruch. Das System hat keine Losung, das
heifit, es gibt keinen Schnittpunkt S: Die Geraden sind windschief.

Falls man das Verfahren »Gleichsetzen der Geraden« auf parallele Geraden anwendet,
ergibt sich beim Losen des Gleichungssystems auch ein Widerspruch. Wendet man es
auf identische Geraden an, so ergeben sich o' Lisungen.

Determinanten-Verfahren

Zwei Geraden sind genau dann windschief, wenn sie nicht in einer Ebene liegen. Gleich-
bedeutend damit ist, da ihre Richtungsvektoren und der Aufpunkt-Verbindungsvektor
nicht komplanar sind. Dariiber gibt die Determinante schnell Auskunft:

g und h sind windschief & det(a,v,GH)=0 !
g und h schneiden sich l ads e |
g und h sind echt parallel } « det(n,v,GH)=0 |
g und h sind identisch J

g ,% GH kom planar

det(,%, GH) = 0

i1,v, GH komplanar

BN - &
rd
L]
g

det(d,%, GH) = 0

u,V, GH nicht komplanar

det(,%, GH) = 0

Im 1. Beispiel ist det(u , v, GH ) =

Also sind g und h parallel oder sie schneiden sich. Parallelitit scheidet aus, weil @ und v
nicht kollinear sind.

Im 2. Beispiel ist det(W, v, GH ) =

=—T7+# 0. g und h sind windschief'!
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Geradenscharen

Kommt in einer Geradengleichung aufler dem Geradenparameter (zum Beispiel i)
noch ein Parameter (zum Beispiel a) vor, dann beschreibt die Gleichung eine Geraden-
schar. Zu jedem Scharparameter a gehort eine Gerade der Schar. Man kann nun bei ei-
ner Schar Wiinsche dullern, sich zum Beispiel Geraden mit bestimmten Eigenschaften
herauspicken oder den Ort von Punkten mit bestimmten Eigenschaften bestimmen.
Wir behandeln die einfachen Félle: a tritt nur linear auf.

* Scharparameter nur im Aufpunkt

- 1+ay =2
X [q+3aJ+l[ 1]

3—a -1
T x rl+a -_?-_l
f: X = t:++3u +1l 1 |
3—a | =1] |
=2 Parallelenschar

Alle Schargeraden haben denselben Richtungsvektor: f, ist eine Parallelenschar.

e | 1
Die Aufpunkte F, liegen auf der Gerade: t : X = L2J+ a [ SJ
: T

Welche Schargerade schneidet die x,-Achse ?
Fiir sie gilt: Ein Punkt Z(0| 0| z) der x;-Achse ist auch Punkt einer Schargerade f,.
Das fiihrt zu den drei Gleichungen:

1 +a-2L=20

3 +3a + L=0

3 —a- A=z mit der Lésung a=-1, A=0, z=4,
= 7O |.’—2 \
dasheifit f,: X =|0 W+ Al 1 ‘ ist die gesuchte Gerade,
\4 ) \=1

f | schneidet die xauAL:hs,e im Punkt Z(0| 0| 4) mit dem Parameterwert A = 0.
* Scharparameter nur im Richtungsvektor

_— 23 a—1y
g.:X = 0|+H 2a + 2
2)’

=




! [ a 2 a=1
o v
Bat A = + || 2042
| —a

ba =

ebenes Geradenbiischel

Alle Schargeraden haben denselben Aufpunkt G(2| 0/ 2).
Die Punkte, die zum Parameterwert j. = 1 gehéren, liegen auf einer Gerade e:
ae 2N ra—1Hx F25 1y =14 =0 1 FRd
X:|ﬂ‘+1,L2a+2 =|0 +a{2,+ 2 | CIX=|2 +El|21
|‘_2), — 5 ) | 2 \---]’u \ D), .\2/- ||\—1
g, ist also ein ebenes Geradenbiischel mit G(2| 0| 2) als Tréagerpunkt.

Welchen geometrischen Ort bilden die Spurpunkte in der x,x,-Ebene ?
Aus x,=0 folgt 2—pa=0
a=0: es ergibt sich der Widerspruch 2 = 0, das heifit,

g, hat keinen Spurpunkt in der x;x,-Ebene,

gy ist also echt parallel zur x,x,-Ebene.

4

P . ; :
az0: p=; eingesetzt in g, liefert den geometrischen Ort der
. (4-2Aay 4 (—2\
Spurpunkte S, = |4 +04xa = |l g} +a 4
\ \ 3 i
Der geometrische Ort ist die »Gerade« s mit der Gleichung

, a0

SR 4 =13
T — (3J+a[ é J ohne den Aufpunkt (4|4 | 0), weil o= 11 nicht null sein kann.

¢ Scharparameter im Aufpunkt und im Richtungsvektor

Auch solche Scharen bilden meist eine Fliche im Raum. Sie sind allerdings nicht mehr
eben, sondern wie ein Sattel in zwei Richtungen gekriimmt, zum Beispiel die Schar j,
(siehe Bild, Aufgabe 23.). Die Mathematiker haben solchen Flichen den exotischen
Namen hyperbolisches Paraboloid gegeben.
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: Foll . pi=an
j\;x = |5=5a|+4+g u.-1|
3 o} L1

hyperbolisches Paraboloid

= 2—any a-—2
Wir untersuchen jetzt die Scharh, : X = 'L-“* —228 [+ v[ 0 }

hyperbolisches Paraholoid

. 2-a =
hy: X = [4-22 | 4+v| O
o f | 2

Alle Schargeraden h, sind parallel zur x,x;-Ebene, denn bei allen Richtungsvektoren ist
die 2. Koordinate gleich null (graue Steigungsdreiecke im Bild!). Das Bild erweckt den
Eindruck, als ob die Punkte mit gleichem Parameterwert v auf anderen Geraden légen,
die selber wieder eine Schar bildeten. Um diese zu finden, halten wir v als Scharpara-
meter fest und lassen a als Geradenparameter laufen. Wir nehmen den allgemeinen
Geradenpunkt und sortieren um

. 2 an I(a—fé 2—a+av—2vY [2-2w) fv—1)
}{_ :[4—2:}. + V| 0 :[ 4 —2a = 4 +a i
. 2 ) g 1 2+ 2v 2+ 2v) 0 )

2+ 2v . 0 )

L f2-2% v—1}
und bekommen die Scharq,: X =| 4 J+ al -2 |.




Fliachen, die aus Geradenscharen aufgebaut sind, heiflen Regelflichen. Sie spielen in der
Technik eine groBle Rolle. Die bekanntesten Regelflichen sind

— die Ebene

— der Kreiszylinder (eine Gerade rotiert um eine zu ihr parallele Achse)

— der Kreiskegel (eine Gerade rotiert um eine sie schneidende Achse)
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— das einschalige Hyperboloid
(eine Gerade rotiert um eine zu ihr windschiefe Achse)

==
e

i

einschaliges Hyperboloid

— die Regelschraubflache
(eine Gerade rotiert um eine zu ihr nicht parallele Achse und verschiebt sich dabei
gleichméBig in Richtung dieser Achse).

= [E=s Schraubfliche

o ] | ., — —— Schraublinie
\
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% ppdls 1
m g: X = ‘ 31]+k i] Welche Lage hat g zu
e
. 1S F g 1 ek
a: X =|-5|+o|-2 b = [—5 +§5L—2]
=1 \2 ) 0) 2
e -1 oy e (23
[ =‘-5J+7[—2] d: X ={— +5‘4\
Lo £ 50 4]

\2.| Untersuche die Lage von g und h und bestimme gegebenenfalls den Schnittpunkt:

i =T I/'l\, e 1~ f2
a) g:X =2 |+a|-3| h: X :[—8|+p12}
1 "\1.-" _1/' k'_GJ
= 1 2 g _;'—Z\I 1‘5
b} g: X :(11+}»|]} hX :l' 0J+}_L[0l
\:3', '\1 \1 1.J|
e 2 2y A ol Jrl
c) g X =(]]+}\. 1] h: X = UW.{..LJ_iD]
3 1) \‘J,-' IRO.
e 2 -3 (" ot -3 - B
d g: X =|-2|+L] 5 h: X = 51 —~10
F e B
v —2 3 il 7 (—8
e g:X = 1|+;~.(0W h:X:(1+|J.U
2 ) -5) -13 klﬂ

,E A(-5/4]-2),B(61-314), C(10]-6]18), D(©0] 0] 22). Zeige durch Berechnung des
Diagonalschnittpunkts, da8 ABCD ein ebenes Viereck ist.

4. Zeichne g und h ins linke Muster-KOSY, untersuche ihre Lage zueinander und
ihre Lage zur xg-Achse. Zwei ungewohnte Ansichten von Geraden entstehen; mach

dir klar, woran das liegt. Zeichne dann zur Verdeutlichung g und h ins rechte
KOSY.

(Das rechte KOSY entsteht, wenn man das linke KOSY 37° um die x3-Achse weiter-
dreht, die Blickrichtung ist in beiden KOSYs 30° gegen die X,Xo-Ebene geneigt, ge-
neigter Leser!)
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Kl

3

— 2 8 — o8 2 4

a) g: X =[0]+l(4], LD ¢ :[21+p[2J
1) (5 2 "o

o —2 f—4 " -6 0

b) g:X:[2}+l|—2], h:X:[U +u.|0}

0 1\—3 0 .\2_’.

Beschreibe die moglichen Lagen der Geraden v und w im Raum,
die bei bestimmter Blickrichtung so ausschauen:

v v v
\:-' ‘i:

a) b) d) e . D :.a
W w =

Die Ortsvektoren von A(6| 0] 3),

B6|12|0)und C(-3|0(6) span-i | | _

nen ein Spat auf.

M ist Kantenmittelpunkt, S ist

Mittelpunkt der Deckfléche.

a) Berechne den Schnitt- L e T
punkt T von [AM] und [0s].

b) Berechne den Schnittpunkt
U von [CT] und [OD J.
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7.

K,L,M, N, Pund Q seien Kan-
tenmitten im Quader, der auf
der x;x,-Ebene steht.
Untersuche die Lage folgender
Geradenpaare und berechne _
gegebenenfalls die Schnitt- I, DOI1010)

G(41814)

punkte. _
a) PL und KM oy

B PLund NQ A@1010) 1076
¢) KM und NP K
d) HQ und NL

e) HQ und KP

Kund L sind Kantenmitten der vierseitigen Pyramide ABCDE.

a) Zeige, daf} sich CK und DL schneiden, und berechne den Schnittpunkt S.
b) Untersuche die Lage von AC und ES. Schnittpunkt T ?

¢) Untersuche die Lage von DK und CL. Schnittpunkt U ?

E1016)

D(-31-1210)

C(-31010)

A61-1210)

B61010)

: |r‘g —52\ . (2 2 . ey

e: X = +g| ¢ f: X =|0|+p|5 - X =~| 5
'\5J [“J [3] {PU * TU |

a) Welche besondere Lage im KOSY haben e und g ?
¢ b) e und fsind windschief. Stelle eine Gleichung der Gerade h auf,

die parallel zu g ist und e und f schneidet. Berechne die Schnittpunkte.
Bei welcher besonderen Lage von g gibt es keine Losung ?




8

=

0
L 3 -4
a) Zeige, dafl g und h windschief sind.

¢ b) BStelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und gund h

schneidet. Berechne die Schnittpunkte. Bei welcher besonderen Lage
von A gibt es keine Losung ?

— —2 25 | 3 -2
10. A2|-1]0), g: X :L?J+l(—1} h:X:[ l+u[g]

= e

e E e

11. a) Begriinde, daB sich die folgenden Geradenpaare schneiden,
und berechne die Schnittpunkte S; :
ACund UW,S;, - BCundVW,S; - ABund UV, 5;

e
AN T

b) Untersuche die Lage von
S]SE 'Ll'ﬂd SzSa o 8283 und S:;S] —= S:]Sl uﬂd S]SQ
(DESARGUES 140t griiflen!)

:

/- D(10110)

U41017,5) ‘
j’ l .
A ‘ \V(21415)
; -"",_—"‘_F‘_' \
/ Wo[0125) 1\
/. | \
]} ;’# lC(OiOIO} \\\
/f S \\\
’;’! e s \\\
B(41810) )

A(161010)




12. A(1/-313),B(3|1[-3), C(1]=1]3) und D(1|3|3) bilden ein Tetraeder.
Zeige durch Rechnung: Die Strecken, die die Mitten zweier windschiefer Kanten
verbinden, schneiden sich alle in einem Punkt S.
In welchem Verhiltnis teilt S diese Verbindungsstrecken ?
(Diese Eigenschaften hat jedes Tetraeder!)

Ty
4)
~3)

Sl =5 o VB
18, a: X = [17]+{x(—4], b2 = |7 ~+Bt

=9, 3 ) -9)

a) Untersuche die Lage von a und b.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von a und b.

¢) a’ entsteht, wenn a eine Halbdrehung um b macht.
Bestimme eine Gleichung von a'.

d) b’ entsteht, wenn man b an a spiegelt.
Bestimme eine Gleichung von b'.

* 14. a) Zeige: Die Punkte A(6|-1[6),B(7|1]8)und C(4|-5/2) liegen auf einer
Gerade g.
Gib eine Gleichung von g an.
i 2 : !
b h:X =P+ ;I.lt—ll ,P(7|-4]|5) . Zeige, daB sich g und h schneiden.

4

¢) Bestimme Q und R auf h so, dal CQ parallel ist zu AP und CR parallel ist zu
BP. Zeige, dafl AR und BQ parallel sind.

(Diese Behauptung stimmt fiir beliebige Punkte A, B und C auf g und P auf h.
Das hat der griechische Mathematiker PAPPOS um 300 in Alexandria bewiesen.)

* 15. A6|-2|0),B(614]|9),C(-6|-2|-6)

— A +pB
a) X =- 1 +p— beschreibt bis auf einen Punkt (welcher?) alle Punkte der
Gerade AB,

Welche geometrische Bedeutung hat der Parameter p ?
Ebenso lassen sich die Geraden BC und AC darstellen:
—~ B +oC TR
BC:X =————, CA: X =————
141
b) R liegt auf AB mit p =2, S liegt auf BC mit o =
Bestimme den Schnittpunkt P der Geraden CR und AS.
¢) BP schneidet AC in T. Berechne T und den zugehérigen Wert. 1.

Der italienische Mathematiker Giovanni CEVA (1647 bis 1734) hat bewiesen,
daf} in einer solchen Situation gilt: pot = 1. Stimmts auch in diesem Beispiel ?

e pElh 7
116] g.: X = [ . ]+ l( EI]J. Bestimme a so, daB} die Schargerade
\.— 3

F

a) parallel ist zur x,Xs-Ebene b) durch den Ursprung geht
c) durch W(w,|—415) geht, berechne W.

166




N 16y ¢oda o
19 h.: = L 4 1+ 134 s J . Bestimme a so, daf} die Schargerade
o—Da

a) parallel ist zur x;x,-Ebene b) die x,x;-Ebene nicht schneidet
¢) durch den Ursprung geht
d) die xg-Achse schneidet, berechne den Schnittpunkt.

18. A(a|—2|3)und B(a + 4| 0| 5) legen die Schar k, fest. Welche Schargeraden
schneiden die Koordinatenachsen ? Berechne die Schnittpunkte.

Fiir die Aufgaben 19. bis 22. empfiehlt sich das Determinantenverfahren.

1_9:'?;3}{ :[—1]-}-1[2] h,: X :{U).pp{?a}
2 -1 155 —a
a) Beschreibe die Schar h,,.
b) Fiir welche Werte von a sind g und h, parallel (identisch) 7

¢) Fiir welche Werte von a schneiden sich g und h,, ?
d) Fiir welche Werte von a sind g und h, windschief ?

_ = s 9k
20. A(1/2/2),B@2|-111) g X =(3W+1[—9J
=
a) Beschreibe die Schar g,.
b) Bestimme k so, daf} g parallel zu AB ist.
¢) Fiir welche Werte von k sind AB und g, windschief ?

s 2+t2\\ 2 s 71 -2
21.&:)(:(2 +?{12] h:X:[ +j.J.[;]

L
0 ) 2
a) Beschreibe die Schar g;.
b) Fiir welche Werte von t sind g, und h, parallel (identisch) ?
¢) Fiir welche Werte von t schneiden sich g, und h; ?

Gib den Schnittpunkt S an.
d) Fiir welche Werte von t sind g, und h, windschief ?

| =y n (3\3 0 a I|ll l‘. fr 2
22) A@Bl-2]2),Bal2]-1), g: X =|-2[+A[ 1]  h:X =2 +u:-2-ﬂ]
2 ) =1 \-1) | 1+a

a) Fiir welche Werte von a schneiden sich g und h, ? _
b) Fiir welche Werte von a liegen die Schnittpunkte S, im IV.Oktanten ?
Fiir welche Werte von a schneiden sich gund h, in A ?

¢) Destimme den geometrischen Ort der Schwerpunkte der Dreiecke ABS, .
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. 0 rl—a \
e 23 3 :X =|5-6al4+pn|a-1
Ja S0 M 1 J|
a) Welche Schargerade geht durch P(- 45|0]5) ?
s 1 = =1 \
b) Welche Schargeraden sind parallelzu v = |1 |, w = L i | ?
J J

¢) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die zum Parameterwert u = 2 gehéren.

d) Bestimme den geometrischen Ort der Spurpunkte in der x;x,-Ebene.

e) Zeige, dafl je zwei Schargeraden windschief sind.

i 0 rl+a
B4l s X = éJ +7T 2—03& . Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf,
s H}l' 5

auf denen die Punkte mit jeweils gleichem Parameterwert 1 liegen.

B _(1~| 1y = 0 ( I
25, g: X =|0|+A|1f, h: X =|1|+p|-2
i\Ua' {2 0}1’ I\ 1_:‘

Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf, die g und h treffen und zur
x,;X4-Ebene parallel sind.

S 70y S el f
2 26, a: X =u‘0J, b: X :LOJ+[5"
e 0 L

0 L g Al 13
k]l (i = [ O "{(U
0) =i g

Stelle eine Gleichung fiir die Schar der Geraden auf, die a, b und ¢ schneiden.
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