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2. Das Einsetzverfahren

ist der naheliegendste Weg, ein Gleichungssystem zu losen: Man lost eine Gleichung
nach einer Unbekannten auf und ersetzt diese Unbekannte in allen andern Gleichun-
gen durch den gefundenen Term. Das wiederholt man immer wieder. Wir fiihren das
Einsetzverfahren zunéchst an einigen 3,3-Systemen vor; wir haben sie so ausgewihlt,
daf} die wichtigsten Fille vorkommen.

Inhomogene Gleichungssysteme

Genau eine Losung

I 2% —-3x, + x3 =-1 !
IT X, + X3+ 56x3= 0 = X =—Xp— 5x3] in I und III
inl 2(— x,—5%3)— 3%, +%; = —1
inIIT — (= xy — 5%3)+ 2%, — %3 = 2
III' 3%, + 4x; = 2 = (X =—3Xg+2|inT
inT —5{-%x3+§}—9x3 e | _
20x, —10 - 27x; =—3
T —Tx; = 7 = [x3=-1/inIIT und II
x:ﬂ = =1 X, i 3
inII X, =3 X, -1

Beim Einsetzverfahren geht es nur darum, Gleichungen umzuformen und Terme ein-
zusetzen. Es kommen keine gefdhrlichen Umformungen vor wie Quadrieren und Mul-
tiplizieren beziehungsweise Dividieren durch Terme, die null werden kénnten. So ist si-
chergestellt, dal weder Losungen verloren gehen noch sich Scheinliésungen einschlei-
chen. Allerdings mul man darauf achten, daf die Anzahl der aktuellen Gleichungen
nach jedem Rechenschritt dieselbe ist. In unserm Schema heben wir die zum Einsetzen
reife Gleichung mit einem Rahmen hervor. Aktuell sind dann jeweils die Gleichungen
unterm Strich und die eingerahmten.

Keine Losung

I 2x, —3x, - x3= 4
I x+2%+3%= 1 = [x=1-2x-3x)inlund Il
III 3% — 8% - 5%x3= 5 il o =
Ji —Txy —Txg = 2 = |Xy = — %— x:z_i in IIT'
[1I'  —14x,— 14%3 = 2 ' '
[I" 0=-2 ¢  keine Losung! 5

IIT" ist eine widerspriichliche Gleichung. Wenn ein Widerspruch auftaucht, dann muf
irgendwo eine Annahme stecken. Tatsédchlich beruht das Lésungsverfahren auf der
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Annahme, dafl das Gleichungssystem mindestens eine Lésung (x; | x5 | x4) hat, die alle
Gleichungen erfiillt. Stét man beim Rechnen irgendwo auf einen Widerspruch, dann
erweist sich die Annahme als falsch, das Gleichungssystem hat keine Losung.

Unendlich viele Losungen

I X +26-8% = 6 = [x=6-2x,+3x
II 2% — x + 4x3 = 2
III  4x; + 3%, — 2x; = 14
IT' 5%+ 10xy =10 = [x,=2 + 2x,
I 5%, + 10x; =—10 W DERA TDFam
T 10 10k #1105 ==10
0= 0

Die aktuellen Gleichungen reichen nicht aus, um die Unbekannten eindeutig zu bestim-

men. Wenn x; bekannt wére, dann lieen sich die dazu passenden Werte fiir Xy und x,

berechnen. So findet man zum Beispiel fiir x,=-1 die Losung (3 | 0|-1) und fiir x,=0

die Losung (2| 2| 0). Weil x, frei wihlbar ist, gibt es unendlich viele Loésungen (abhiingig

von x3). Eine frei wihlbare Grofle heit auch freier Parameter. Man bezeichnet Para-

meter mit einem kleinen griechischen, manchmal auch lateinischen Buchstaben. Setzt
man Xy = A, dann bekommt man durch Einsetzen in die eingerahmten Gleichungen

X i —

X,=2+2A und %, =2-X oder | X3 |= [2 + 24

X3 lk X

, AclE.

Weil die Losungsmenge genau einen freien Parameter enthilt, sagt man, daf} das Sy-
stem ! Lésungen hat (sprich: unendlich hoch eins). Zur besseren Ubersicht trennt man
in der Losung den konstanten Teil vom parameterabhiingigen Teil und schreibt

Xy 2 —AY _|’2—:"-.'\| 729 —A N
Xy [=|2 4+ QI'M':i 2+2\|=|2 +{2l ' (zeilenweise Addition)
w] 0ok laaa)ile) )

)(1 f 2 B — ].
X |=| 2 +l{ 2 J (Parameter abspalten)

K3 U L) 1
x'l |(2 i fiis= 1\' =
Losung : X |= |2+ A 2 !, relR 1|
Xq I\O.l 1 4 B

Die Darstellung der Losungsmenge ist nicht eindeutig, sie hiingt ab vom Loésungsweg.
Das letzte Gleichungssystem jetzt anders gelost:

1 X, + 2%, — 3x3 = 6
T 25 — x4z, = 2 =y =9x4dx,— 2
= M e an, ok, = 107 VRIS e
L 5x, + 5x; = 10 = [x3=2-—x)]
III' 10x, + 10x; = 20 i
o | TUET TR AS) T
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Nun ist x, die einzige Unbekannte, die nicht links vorkommt; deshalb ernennen wir sie
zum freien Parameter p. Wir setzen x; = 1 und bekommen durch Einsetzen in die ein-
gerahmten Gleichungen

X, T e i D
X3=2—p und X;=6-2p oder | Xz |= 6—21 [=|6 [+p| —ZJ
el S

X, { 0 r 1 \ .
Losung : Xy |= 61+].J. -2 I, nelR 2]

Xa \2 ) \=1

Bei Wahl von x, als freien Parameter hétte sich ergeben

X, \ -1/, 55
Losung : X |=| 0 +6| 1 |, ceR (3

Xq ,_1 / ]‘;2 :

Ein Vergleich von [1], 2] und [3] zeigt, daB sich die Anteile beim Parameter nur in einem
Faktor unterscheiden
iy

I/ 1 r—1x - 1/,
2 = [ 1)[ 2 und il = 13’2. 2 )
L -1 1 k\ 1/, -1

Die konstanten Anteile — das sind die Losungen, die jeweils zum Parameterwert 0 geho-
ren — zeigen keinerlei Ahnlichkeit. Trotzdem sind die drei Darstellungen gleichwertig,
denn jedes Losungstripel ist in jeder Darstellung enthalten: In @ liefert =4 das Tripel
(114 1), dasselbe Tripel ergibt sich fiir u=1in [2| beziechungsweise fiir A=1in [1].

Es gibt auch Gleichungssysteme, deren Losungsmengen mehr als einen Parameter ent-
halten. Dazu ein Beispiel:

I 0,5?(1 T 4:(2 o= OTSXL{ — 3

[T - X+ 8% — X3=—06 = i_xl:{"ixz—x_.\;:.ﬁ-
IIT  0,25x%, — 2x, + 0,25%; = 1,5 i s
T U=
I1r 0= "0

X, und X, sind frei wihlbar und werden deshalb zu Parametern ernannt:

X, =A und x5 =
in II X, =6+8A—p

X, 6 8 =1y
Losung : X, | =0 |+ }“!. 1] + p{ 0 A peR
X 0 ) \0) 1

Weil hier zwei freie Parameter vorkommen, spricht man von «? Lésungen. Auch hier
sind andere Darstellungen der Losungsmenge mdiglich. Hdtte man zum Beispiel Glei-
chung II nach x, aufgelost, dann wiren x; und x; die freien Parameter:
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II — Ii:’; = é = x1 -+ SX)
= =0
Iar 0=0

X =0 und X, =7
in II X3=6-—0+ 81

.XI ,.U\, [0\
Losung : X, =|0 +(F'01+T1,G.TE]R
Rz L6 ) -1 ) \8 )

Homogene Gleichungssysteme

Wie verdndern sich die Lisungen, wenn man die rechten Seiten der Gleichungen null
setzt, das heiflt, zu homogenen Systemen iibergeht ? Wir rollen die Sache von hinten auf
und untersuchen zuerst inhomogene Systeme mit unendlich vielen Losungen. Das ho-
mogene System, das zum inhomogenen System mit co! Losungen (Seite 17) gehort,
lautet:

[ X, + 2%, — 3x; = 0 = ;(]_: —2_\(:,_'1-_1'?53(;;;
IT 2% — %, + 4%3 = 0
IIT  4x; + 3% — 2x3 = 0

I ~5%,+10%, = 0 = [x,= 2%,
e et s 20 T T RN
[1" 0=20

X3 = A (freier Parameter, es gibt «' Lésungen) = x, = 2\ und x, = -2,

-1

X,
zusammengefallit zur Losung: | X =l[ 2 l, A elR oder
Xq I\ 1 J
X f \
(andrer Lésungsweg): Losung: | X |=p|-2 |, peR
X3 \=1}

Auch das homogene System hat ! Lésungen.

Nun zum System mit den «? Losungen. Das zugehorige homogene System ist:

I 06%x— 4%, + 05%; = 0

IT -X%+ 8% — x=0 = ‘-xl = 8X, — X,

IIT  0,25%, — 2%,+ 0,25%, = 0 =

i ol = 0=0 e
I 0=0

X = A und x3 = p (zwei freie Parameter, also oo Losungen)
in II X, =8h—p

X1 8 [ =13
Lésung : X |=A1]+p 0, ApeR
Xy 0 L1
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Es fallt auf:

0
— der konstante Anteil ist [UW (wird deshalb meistens weggelassen)
0 g
— die Lésung des homogenen Systems ist gerade der parameterabhéngige Anteil der
Lisung des inhomogenen Systems.

Diese Ubereinstimmung verwundert nicht: An der Variablenrechnung hat sich nichts
geindert, und die Konstanten der rechten Seite sind alle gleich null. Der Parameteran-
teil wird allein von der Variablenrechnung festgelegt.

Jetzt behandeln wir das Beispiel, das im inhomogenen Fall keine Losung hat.

11 X; + 2% + 3x3 = 0 = [X;=— 2}12—3;(_3'!
IL W35 = 8% Sfes 00 Lisuesillll
I -T% =Txg = 0 = |_x2_= - xq.j__
IIT’ —14x,— 14x;, = 0
IO 0= 0
X (=13
Xg=h, Xp=—A, X =—A Lisung : X | =L "]1',31.(-:112
X3

Obwohl das inhomogene System keine Lisung hat, gibt es beim homogenen System
Losungen (sogar unendlich viele!). Das sollte uns eigentlich nicht iiberraschen, denn je-
des homogene System hat zumindest die Lisung, bei der alle Unbekannten gleich null
sind. Diese Losung heifit auch triviale Lésung *. Ein homogenes System kann also nie
unlosbar sein, die triviale Lésung gibts garantiert.

Zum Schluli rechnen wir das Beispiel, das im inhomogenen Fall genau eine Lisung hat.

I 2%, —3% + %= 0= x;=3x—2x;

]

11 X, + X + BXy = 0
III —x;, + 2%, — %3 = 0
T —0x; +16x; = 0
N8 X, — X% = 0= [%=x|
S O 7x, = 0 ' ==
X = 0 X5 0y
inlll’ x =0 Losung : X | = 10 | (triviale Losung)
in I Xy = 0 Xy \0 )

Auch das homogene System hat genau eine Losung, und die mul} dann die triviale sein.

trivial = selbstverstindlich

Als Trivium (=Dreiweg) b chnete man die ersten drei Fiche

elementare Vorstufe des Studiums gelehrt wurden: Grammatik, Dialektik und Rhetorik. Danach folgte d

(=Vierweg) mit: Arithmetik, Geometrie Astronomie und Musik, Deswegen nennt man besonders einfache Dinge auch trivial
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Das Einsetzverfahren funktioniert freilich auch bei 4,4-Systemen, 5,5-Systemen usw.
Auch hier sind genau eine, keine oder unendlich viele Lésungen moglich. Die Anzahl
der freien Parameter kann entsprechend der Anzahl der Unbekannten steigen. Das
Einsetzverfahren fithrt auch dann zum Ziel, wenn die Anzahl der Gleichungen nicht
iibereinstimmt mit der Anzahl der Unbekannten. Dazu zwei Beispiele:

g 4)2-5.,\"51—'0"1 I 2)(] - Xp= 5 Xg = 2}(1 = 5
W II  -3x; + 2x,= -8
IV 4% +8x= s
IT X, = 2 [x, = 2|
I1T' T = 14
ALV 10x, =9
I11" 14 =14
v 20 =19 ¢ Das System hat keine Losung.

Wie das Beispiel zeigt, geniigt es nicht, aus dem System einige Gleichungen
herauszupicken und daraus »Losungen« zu produzieren (die ersten beiden
Gleichungen wiirden zur »Losung« (2 | -1) fithren). Weil alle Gleichungen
erfiillt sein miissen, mufl man die »Losung« an den restlichen Gleichungen
iiberpriifen ( (2 |-1) lost zwar noch die dritte, aber nicht mehr die vierte
Gleichung).

m 2,4-System | X + 3% + X3 + x,= 4
e- IT X, + X3 — 2%, =-5
P [ 3%, $ 3= 9 ix_l .:_—xl.._; + 3|

Weil x, und x; nicht links vorkommen, wéhlen wir sie als freie Parameter

t. X, = A, X3 = .. Einsetzen in die eingerahmten Gleichungen liefert x, =3 -4
und x; = 1— 24 — .
Xy 1 -2 =1
. X, (A g i 0 :
Losung : G (= la el gl A ueR
X, 3 -1 0

Systeme mit mehr Gleichungen als Unbekannten heiflen auch
itberbestimmte Systeme. Normalerweise haben sie keine Lisung.

Systeme mit weniger Gleichungen als Unbekannten heiflen

unterbestimmte Systeme. Normalerweise haben sie unendlich viele Lisungen.

Man kann zeigen: Enthélt das System keinen Widerspruch, dann gilt:

. | Anzahl der | Anzahl der | ~ Anzahl der |
|Unbekannten Gleichungen| — |freien Parameter|
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Aufgaben

E Lise die Gleichungssysteme:

X; + 2% + 2% = 3 3X; + Xp+ 2X3 = 11

4% + 4% + 3%3 = 5 —X; — X+ 4%3 = 9

c) 4%, + bxy + 2x3 = 3 d —x; + %+ x=0
_19')(1 —_ }(2 — 3}{3 — 2 . 1{[ + 4!(2 + 2}(3 - O
% + 4% + X3 =1 2%, + 2%+ 3x; = 0

e) 2%, — 3x; — x3 =4 f) —-% + %X + x3=0

i, i .
£ 4%, + X + X3 =1 =i %x:ﬁ %}:3: 0
X; + 4% + 4% = 1 ; ; .

: 2 5 3?(] — 6?‘12— dx3 = 0
X, + X + X =1 ) 4 9
i] Xl + 51{2 — 2:‘{1 = U j) Kl 1= 2){2"" 3‘{-; = O
2%, — X — 3x3 =0 2X; — Xot 4x3 = 0
4%, + 3%, — X3 =0 4%, + 3%~ 2x3 = 0

2. Ldose die Gleichungssysteme und die zugehorigen homogenen Systeme:

a) 2%, + X — 3x3, = b b) 2%, + 3%,— 2x3 = 5
3x; — 2%, + 2x3 = 5 X — 2%+ 3%3 = 2
5%; — 3%, — X3 = 16 4%, — Xo+ 4%5 = 1
c) X; + 2X; + 3% = 3 d 2x, — x+3x3= 4
le + 3)\'2 + SX.'S = 4 4X1 - 2’(2 + 6?(3 = S
3%; + 2Xp+ 17x5 = 1 — 6%, + 3x;— 9x3 =-12
* 3. Einfach — aber nicht leicht (jedes System ist ein 3,3-System!)
a) X o+ X =—2 b) 2x, + 3x, =5
Xqg + X3 =—2 Xy = 2
X + Xy =—4 4%, — X, =3
c) X4 = & d) 2%, + 3%, = 4
8x; = 4 4x; + 6xy3= B
2%, =l - 6x; — 9%, =12
e) X; + 2Xa =3 D x=%
—X, + 8xy =17 X, = Xg
XZ!. = 1 x'd.: X]
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. Kleine Ursache — grofle Wirkung

a) 2,01x;, + x, + x3 =201 b) 199x; + x + x3 = 201
X, + X3 =200 X4 + Xg=200

- X, + %3 =200 — X; + Xz = 200

c) 2%, + X + x5 =201 d 201x, + x + %3 = 200
X, + X3 =200 .6 + X3 = 200

- Xp + X3 =200 — Xo + X3 = 200

e) 2X; + Xy + X3 =200 ) 199%, + x, + x; = 200
% + x3 =200 T + X3 = 200

— X, + x3 =200 - Xy + Xy = 200

Bestimme die Parameter so, dafi das System die angegebene Lésung hat:

a) 2%) + axXp, + X3 = —4 b  2x;, + x5, - %3 = 1
bx, — 3%, + x3=-5 2%, + 3%, 0
6x; — X+ cx3 = 3a 6x; + ax; — X3 = 1

) =1a x,\ [ 0 3

Losung: XQJ: 2 Lisung: X?_J: 0l =2

X3) \ 2) ool A=1 \ 4)
c) 2%, + axy + X3 = 0 d) -3x;+ 2x; + ax3 = 0
X) + X=0 X; + ax, + 2% = 0
— Xy + ax; = 0 - X +x=0

X ks Das System hat ' Losungen.

Losung: [ X2 [= A 1‘
X4 1)

. Parabeln durch gegebene Punkte ;
Bestimme die Koeffizienten von y = ax® + bx + ¢ so, daB die zugehorige Parabel
durch die angegebenen Punkte geht.

a) POl Q-2]|-2) R@EI|-7 b S0|-3) Tal-1) UE2|3)
¢ I1l1) J=1]-1) K@2|14) d) E1]/1) F2[|3) G(-1]|-3)
e) Ulo)y vl i W(1l2)

. Bestimme die Losungen der 4,4-Systeme

a) 2x; + 2%— 2x%3 + 2x, = 8 b) x;, — 2%, + 3x4 = 6
X, — X0+ X+ 2%, = 10 2%, + X3 — X = 1

2% — 3%, + 4x3— 3x, = —4 3x; + 5xy = 21
—2x; + 4%,— 3Xg + Ix, = 9 3 - 4x, =-13
) = + 2%+ % =0 d x; — %+ 2% — % = 1
Xo + Xg — X, =0 3x; — 3% + 6x3— 3x, = 3

—X; + Xy =0 —2X; + 2%;— 4% + 2% = -2
—3%; + 3% - X3-2x, =0 4x, — 4%, + 8%y —dx, = 4
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Uberbestimmte Systeme

a) x;+2x,= 0 b 2x, + x,=-5 €) X — 2%, + 2%, = 4
2%+ bx; = 2 —3x; + 2x, = 11 2x, - 3%y =—2
Xy — X; =— D 4%, — % =-13 —X; + 2%;— 3%3 =— 6
Xy + Xg= 3
d x - 2% + 2x, = 4 *e X, — 2X,+ 2x3 = 4
X, + 2%, — 3x3 = — 6 Xy — Xo+ 3xg = T
Xy + Xg = 3 X, — 4%, = -2
|?_ Unterbestimmte Systeme
a) X, + X— 3x3 = 3 b) 6x— 2%+ 3x3= 9
5 - X + = 1 ——2x1+§xz—x3=—‘
c) 6x; — 2x; + 3x3 = 9 d 2x — u+2x3= 6
2
2X; — 3% + X3 = 0
e) 2x; + X — X + 3x, =0 f) Xy + Xo = 1
X; — 3%, - Xy =3 Xg Xy =1

#* 3 . Mathematischer Hintergrund

Zwischen den Losungen eines inhomogenen und du-. zugehorigen homogenen Systems
besteht ein einfacher Zusammenhang. Sind (u,| u,l ...l u,) und (v,|v,| .../ v,) zwei

Losungen eines inhomogenen m,n-Systems, dann ist {ul—»,|u3—~.2| ..lu,—v, ) eine
Lisung des zugehorigen homogenen Systems. Das sieht man sofort ein, wenn man die
i-ten Gleichungen des inhomogenen Systems nach dem Einsetzen voneinander
subtrahiert
8, + 8pUs+ ... + a0, =b
&, Vy +85Vs + ...+ 8, V,=b
S e e e

in {uh o Vn} =0

Das ist die i-te Gleichung des zugehdrigen homogenen Systems. Die Differenz zweier
Losungen des inhomogenen Systems ist also eine Losung des zugehorigen homogenen
Systems. Folglich ist jede Losung des inhomogenen Systems darstellbar als Summe
einer speziellen Losung des inhomogenen Systems und einer Liosung des homogenen
Systems. Es kommen sogar alle Losungen des homogenen Systems vor, es gilt ndmlich:

Alle Lésungen des homogenen Systems ergeben sich als Differenz zweier Losungen
des inhomogenen Systems.
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