UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Anschauliche analytische Geometrie

Barth, Elisabeth
Munchen, 2000

1. Raumliche Koordinatensysteme

urn:nbn:de:hbz:466:1-83392

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-83392

1. Ridumliche Koordinatensysteme

In der Ebene beschreibt man die Lage von Punkten in einem Koordinatensystem mit
zwel Zahlen, den Koordinaten. Fiir Punkte im Raum brauchen wir eine dritte Zahl, also
ein Koordinatensystem mit drei Achsen. Ublicherweise legt man die drei Achsen so, daf
sie paarweise aufeinander senkrecht stehen. Verwendet man auf allen Achsen auch
noch dieselbe Einheit, dann spricht man von einem riumlichen kartesischen Koordina-
tensystem oder auch orthonormierten (= rechtwinklig mit gleich langen Einheiten) Ko-
ordinatensystem. Kiinftig verwenden wir bis auf Ausnahmen nur kartesische Systeme.
Die Achsen nennt man x,-Achse, x,-Achse und x;-Achse, manchmal auch x-, y- und z-
Achse oder i-, j- und k-Achse.
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Eine wirklichkeitsgetreue Darstellung verlangt ein dreidimensionales Modell. Doch da-
fur ist kein Platz, weder im Heft noch im Buch — ganz zu schweigen von der zeitrau-
benden Anfertigung! Deswegen begniigen wir uns mit zweidimensionalen Bildern

46




Sem— )

rdumlicher Figuren. Am anschaulichsten sind Normalbilder. Sie zeigen Figuren so, wie
man sie aus grofler Entfernung wirklich sieht. Wie Koordinatensysteme ausschauen,
héingt von der Blickrichtung ab. Es gibt unendlich viele Ansichten. Beim Zeichnen
allerdings verwendet man nur einige, namlich:

Normalbild in Isometrie

In der Zeichnung sind alle drei Einheiten gleich lang und die Winkel zwischen den
Achsen 120°. Papier mit aufgedrucktem Isometrienetz und passende Schablonen er-
leichtern das Zeichnen betrichtlich.

Normalbild in Isometrie

Wiirfel & Kugel
im MNormalbild:
Isometrie

>

a-defise

Normalbild in Dimetrie

In der Zeichnung sind zwei Einheiten gleich lang und die dritte halb so lang. Auch dieses
System ist genormt: die x;-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse ist 7°, die x;-
Achse 42° gegen die Waagrechte geneigt. Und auch hier gibt es passende Schablonen
und Papier mit Dimetrienetz. Diese Darstellungsart ist in der Technik gebréduchlich.

Man nennt sie deshalb Ingenieur-Axonometrie.

Normalbild in Dimetrie

Wiirfel & Kugel Jl___z
im Normalbild: ®
Dimetrie R

1 J!/’

Xa-Achga
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Normalbild in Trimetrie

In der Zeichnung sind alle drei Einheiten verschieden lang. Fiirs Zeichnen auf Karopa-
pier eignen sich besonders solche Systeme, bei denen die Einheitsmarken auf Gitter-
punkten liegen. Hier ein bewihrtes, leicht zeichenbares Koordinatensystem:

Normalbild in Trimetrie

Wiirfel & Kugel
im Normalbild:
Trimetrie

Daneben gibt es noch ein Verfahren, das wegen seiner Einfachheit zwar recht beliebt ist
(man bringt es schnell aufs Karopapier), aber auch nur verzerrte Bilder liefert, wenn
man — wie iiblich — senkrecht aufs Papier schaut: Schriagbild.

Die x;-Achse geht senkrecht nach oben, die x,-Achse waagrecht nach rechts und die x,-
Achse unter 45° gegen die Waagrechte nach vorn. Die Einheiten wihlt man so, da8 die
Einheitsmarken auf Gitterpunkten liegen.

Schrigbild
6, ol 0 ] W Wiirfel & Kugel
I P ] S| g i (L | im Schrigbild

Die drei Koordinaten legen die Lage eines Punkts im Koordinatensystem eindeutig fest.
So bedeutet C(~112,512): der Punkt C hat die x,-Koordinate —1, die x,-Koordinate 2,5
und die x,-Koordinate 2. Am besten zeichnet man C so ein: Starte im Ursprung, gehe 1
Einheit entgegen der x;-Richtung, dann 2,5 Einheiten in xy-Richtung und schlieBlich 2
Einheiten in x;-Richtung.
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Die drei Koordinatenachsen legen die drei Koordinatenebenen fest:
die x,x,-Ebene (sie enthilt die x;-Achse und die x,-Achse),
die x;x,-Ebene und die x,x,-Ebene.

Die drei Koordinatenebenen zerlegen den Raum in acht Teile, die Oktanten, gehéren
qbur nicht zu den Oktanten. Die Vorzeichen der Koordinaten geben an, in welchem
Oktanten der Punkt liegt:

X X, X,  Oktant Die acht Oktanten
+ + + I

- + - II

= - + 111

+ - + IV

+ + - v

o + - VI

= " _ VII

+ - - VIII




Ist eine Koordinate null, dann liegt der Punkt in einer Koordinatenebene:
Ist x5 = 0, so liegt der Punkt in der x,x,-Ebene.
Ist x4 = 0, so liegt der Punkt in der x,x5-Ebene.
Ist x, = 0, so liegt der Punkt in der x,x,-Ebene.

X,

a0
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Sind zwei Koordinaten null, dann liegt der Punkt auf einer Koordinatenachse:
Ist x; = x3 = 0, so liegt der Punkt auf der x,-Achse.
Ist x, = x4 = 0, s0 liegt der Punkt auf der x,-Achse.
Ist x, = x, = 0, so liegt der Punkt auf der x;-Achse.
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1*3{____

x, =0

/

=
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B x, -Achse: x,

Ein gutes Training der Raumvorstellung ist das Zeichnen und Beschreib_en von Punkt?
mengen, die durch einfache Gleichungen oder Ungleichungen definiert sind. Dazu drei
Beispiele.

X =-5]

Diese Menge enthilt zum Beispiel die Punkte A(3|-53), B(-2|-5/4), C(4|-5]-38)
und D(0 | - 5| 0). x, ist immer gleich —5, wihrend x; und x; beliebige Werte annehmen
kénnen. Die Punktmenge ist also eine Ebene E durch (0-510), die parallel zur x;x4-

Ebene ist.
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Diese Menge enthilt die gerade besprochene Ebene E, E zerlegt den Raum in zwei Teile,
diese nennt man Halbriume. E gehért zu keinem der beiden Halbrdaume. Die gesuchte
Punktmenge ist derjenige Halbraum einschlieBlich E, der den Ursprung nicht enthalt.

| Xg = — X4 AKI‘:O

Die Punkte mit Xy = —.x.d und x, = 0 bilden die Winkelhalbierende
der negativen x;-Achse. Ist nun X, beliebig, dann entsteht eine Ebe
XyX3-Ebene ist und die x,

der positiven x,- und
ne, die senkrecht zur
-Achse sowie die gerade beschriebene Winkelhalbierende ent-
hélt. Die x;x3-Ebene teilt diese Ebene in zwei Halbebenen. Die Punkte der XsXa-Ebene
gehoren zu keiner der beiden Halbebenen. Wegen x, < 0 ist die gesuchte Punktmenge
diejenige Halbebene, die die negative x,-Achse enthilt.
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Senkrechte Projektionen und Spiegelungen an Koordinatenebenen

Der Punkt P*(3 |4 | 0) liegt in der x;x,-Ebene, der Punkt P(3 | 4| 5) liegt senkrecht iiber
P* und zwar 5 Einheiten. Hat man also einen beliebigen Punkt Q(q, | g5 | q3), dann ist
Q*(q, | g2 | 0) seine senkrechte Projektion in die x;x,-Ebene.

Der Punkt P'(3|4|=5) liegt senkrecht unter P*(3 | 4 | 0), und zwar 5 Einheiten; P' ist
also der Spiegelpunkt von P beziiglich der x;x,-Ebene. Hat man einen beliebigen Punkt
Q(q, ! gs | qs) , dann sind Q'(q, | q, | —q4) und Q(q; | q2| q3) Spiegelpunkte beziiglich der
X, X,-Ebene.

Bei den andern Koordinatenebenen ist es entsprechend.

p$

P(31415
A | _?( )

P'(3141-5)

Senkrechte Projektionen und Spiegelungen an Koordinatenachsen

Der Punkt P*(0| 0| 5) liegt auf der x;-Achse, der Punkt P(3 [4]5) liegt in gleithr Hohe
wie P*, Hat man also einen beliebigen Punkt Q(q, | 5| q3) , dann ist Q*(0 | 0| q3) seine
senkrechte Projektion in die xg-Achse.

gz P(3[4|5) Der Punkt P'(-3|-41[5) ist der
Spiegelpunkt von P beziiglich dgr
P(‘3|”4I5) 5501015 xg-Achse. Hat man also einen belie-

bigen Punkt Q(q; | g, | q4), so sind
Q'(-q;|-az| g3) und Qlq, | gz | qs)
Spiegelpunkte beziiglich der x;-
Achse.

Bei den andern Koordinatenachsen
ist es entsprechend.




Spiegelung am Koordinatenursprung

Andert man bei allen Koordinaten eines Punkts die Vorzeichen, dann bekommt man
den Spiegelfunkt beziiglich des Ursprungs. So sind also die Punkte Q(q; | g, | q5) und
Q'(-q; | —q, | — q;) Spiegelpunkte beziiglich des Ursprungs.

I)(3E4|5)

o,

41-5)

p'(-31-
Orientierung

Je nach Lage der Achsen unterscheidet man in der Ebene zwei verschieden orientierte
Koordinatensysteme. Wenn man die x,-Achse durch eine mathematisch positive Dre-
hung (linksrum, entgegen dem Uhrzeigersinn) auf kiirzestem Weg in die x,-Achse
tiberfithren kann, dann heiit das Koordinatensystem positiv orientiert oder kurz
Rechtssystem. Vertauscht man die beiden Achsen, so ergibt sich ein negativ orientiertes
Koordinatensystem, kurz ein Linkssystem.

Ebenes Linkssystem Ebenes Rechtssystem

AX AX;

\ ‘\\
N X; To—x%
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Im Raum ist es komplizierter. Ebene Koordinatensysteme lassen sich hier nicht mehr in
Links- und Rechtssysteme einteilen, weil man sie von zwei Seiten betrachten kann. Was
man von der einen Seite als Rechtssystem sieht, ist von der andern Seite aus gesehen ein
Linkssystem und umgekehrt. Riumliche Koordinatensysteme aber lassen sich wieder
in zwei Gruppen einteilen: Schaut man so auf die x;x,-Ebene, daf} ihre Achsen ein ebenes
Rechtssystem bilden, und kommt die xs-Achse auf einen zu, dann hat man ein
riumliches Rechtssystem vor sich. Zeigt dagegen die x;-Achse von einem weg, so ist das
Koordinatensystem ein ridumliches Linkssystem.

Riumliches Linkssystem Riumliches Rechtssystem

e,

und Mittelfinger (x;-Achse) der rechten

o ny 5 )‘cr ] AT .—ﬁckls{!) 3 .
Daumen (x;-Achse), Zeigefinger ler linken Hand bilden ein Links-

Hand bilden ein Rechtssystem, die gleichen Finger
system.

Bei einem Rechtssystem bewegt sich eine normal
Richtung, wenn man sie 80 dreht, daB die x,-Achse

ibergeht.

e Schraube (Rechtsschraube) in X;-
auf kiirzestem Weg in die x;-Achse

1 3 R | 1 9 =} TR
Spiegelt man ein Rechtssystem an einer Ebene, so entsteht ein Linkssystem und umge

kehrt. Wir verwenden kiinftig nur Rechtssysteme.
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Aufgaben

»Bestimme die Punkte ...« »Lies die Punkte ... ab« steht kurz und biindig fiir:
Bestimme die Koordinaten der Punkte..., Lies die Koordinaten der Punkte ... ab.

|_1 Zeichne ein Koordinatensystem
a) im Schrigbild
b) im Normalbild und trage die Punkte ein:

A0 -2]0), B(0|2]3), C(-5|0]|3), D(2|4]|4),
E(-4|2]3), F-2|-415), GGBl-=2|D, H(4|-6]|-5),
I-6l-6|-1), J@3l6]|3), K(- 3| 4| -8).

Eﬂ Auf welcher Koordinatenachse, in welcher Koordinatenebene oder
Oktanten liegen die Punkte:
Al-2l2,  Bwolol3), c—2l—y2|-2).  D(1989
E(-3]33

in welchem

4711 | - ),
33), F(O[0]0), Gisin2lsin4|sinG), Hyala?|a?

3. Von welchem Oktanten schaut man auf den Ursprung ?

b)




— T p— - . P e e TG e oyse e e e e

[4] Lies die Punkte A bis O aus dem Bild ab. Die Punkte liegen auf Gitterlinien.
Benachbarte parallele Gitterlinien in den Koordinatenebenen haben den Abstand 1.

5. Bestimme in jedem der gezeichneten Koordinatensysteme einen Punkt,

der den Ursprung verdeckt und moglichst kleine ganzzahlige Koordinaten hat.
{Das Quadratnetz ist nur als Hilfe zum Zeichnen des Koordinatensystems gedacht;
wo sein UmriB die Achsen schneidet, setze man die Einheit oder ein Vielfaches davon.)

X,

a) A c) A

[sometrie

=

Isometrie 1

o

Bestimme in jedem Koordinatensystem von Aufgabe 5. einen Punkt mitganzzahli-

gen Koordinaten, der moglichst nah am Ursprung liegt und vom Ursprung

verdeckt wird.




10.

Bestimme im Schrigbild von Aufgabe 5.
ganzzahligen Koordinaten, der den Pun

Beschreibe die Menge aller Punkte X(x,
(Skizzen erleichtern das Leben!)

a) einen Punkt mit méglichst kleinen
kt A(—2|-3|2) verdeckt.

| %, | x4) , fiir die gilt

a) x=0 b) x; =-2 e) X=xX;=0 d x3=0ax=1
e) X=x; 1) X=—% @ Hm=X=x; h) x,=-2Ax3=1
1) Xg<D D x2-2 k) %20Ax%,20 ) %=20AX;=3
m) x,=-%X, AXg<0 n x>0ax>0Aax<0

0) %20 Ax,20aX=0

Beschreibe die Menge aller Punkte X(x,

a) 0<x,51A02x,251A0<x,<1

b) —1<x,S1A-1<%,<1A-1<x,3<1
) 0Sx,S1A-15xXS1A-25x,<2
d 02x,21A0Sx251A%:=0

e) 0=sx;21A0=x,251

| x,| x4) , fiir die gilt
2| X3 £

D<x =1

Beschreibe die Punktmenge im Bild oder Text mit Koordinaten(un)gleichungen

3\;3 Halbebene mit Rand
X, T e
B T\
‘\_\ = .“-:_ _\__‘ 3 | | I~ \"\\\\
. . I, ¥ }-—"\:":}XE
= M
e : [ X
\\r.l..\ = _\_\_-! i | I i\.‘ Y
e N | | |
=001
\\\L%, [
||
N

C ] i~

£
Halbebene /"~ \*~_
mit Rand / —_ o
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g) Die Halbebene, die den III. vom IV. Oktanten und den VII. vom VIII. Oktanten
trennt.
h) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich der
x;X-Ebene ist.
i) Die Gerade, die das Spiegelbild der Gerade in d) beziiglich des
Ursprungs ist.
j) Die Ebene im Abstand 3 von der x;x,-Ebene, die die positive xg-Achse schneidet.
k) Der Halbraum, der von der Ebene in j) erzeugt wird und den Ursprung
enthalt,

1) Die Ebene, die die x,-Achse enthélt und den VIL Oktanten halbiert.

Zeichne den Punkt A(2 | 4| 6) und seine Spiegelbilder beziiglich der Koordinaten-
achsen, der Koordinatenebenen und des Ursprungs. Verbinde alle Punkte so,
daB ein Quaderbild entsteht. Markiere und bestimme die Punkte,

in denen die Koordinatenachsen die Quaderflichen durchstoflen.

o9




12,

* 13.

* 14.

° 15.

16.

* 17
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A12]3),B(-3|6[1)

a) Zeichne die Strecke [AB] und ihre Spiegelbilder beziiglich
der Koordinatenebenen.

b) Zeichne die Geraden, in denen die vier Strecken aus a) liegen.
Warum schneidet die Gerade AB jedes ihrer Spiegelbilder ?
Gib die drei Schnittpunkte an.

A®61310),B(316/0),C0l613),D0[316),E3|0]6),F6]0]3)
sind die Ecken eines ebenen regelméBigen Sechsecks.

Zeichne das Sechseck und seine senkrechte Projektion in die

a) x,x,-Ebene b) x,x;-Ebene ¢) X.xs-Ebene.

A®610/0),B0[6/0),C(0]0]6) sind die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks.
Zeichne es und seine Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen,
der drei Koordinatenachsen und des Ursprungs.

Was fiir einen Korper begrenzen die acht Dreiecke ?

A®[310),B@316l0),C0/6]13),D0|316),E@B|0]6),F6|0]3)

sind die Ecken eines ebenen regelmiBigen Sechsecks. Zeichne es und seine
Spiegelbilder beziiglich der drei Koordinatenebenen, der drei Koordinatenachsen
und des Ursprungs. Die Seiten der acht Sechsecke sind die Kanten eines
Archimedischen Korpers: Er ist ein Oktaederstumpf, er entsteht, wenn man von
einem regelméfigen Oktaeder passende Pyramiden abschneidet.

A@8|210),B©9I5/0),C3[710),D2]|4]0)

ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.

a) Zeichne den Quader

b) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der X;Xo-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,X;-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der X,Xs-Ebene.

ABl2|0),B9|5]0),c@3l710),D2|4]|0)

ABCD ist die Grundfliche eines Quaders der Hohe 1.

a) Zeichne den Quader

b)  Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Quaders beziiglich der x,-Achse.

. A6l4]1),B4|6|0),C518|2),D7]6]3),

E4|3[3),F2l5(2),GE3|7/4),H5|5]|5)

ABCD ist die Grundflédche, EFGH die Deckfléiche eines Wiirfels.
a) Zeichne den Wiirfel

b) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der X,%,-Ebene,
¢) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der x,x,-Ebene.
d) Zeichne das Spiegelbild des Wiirfels beziiglich der X,Xs-Ebene.




e 19.

* 20.

s 21.

. 22,

A(-4|2]0),B2l5l0),C0l6]5),D(-2]8|5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.

Welcher Korper entsteht? Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x;x;-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Kiorpers beziiglich der x;-Achse.
d) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beztiglich des Ursprungs.

A413]0),B5]-4]0),c@8|0l15),D(1]|-1|5)
a) Zeichne ABCD und alle Verbindungsstrecken.
Hebe die sichtbaren Kanten hervor.
b) Zeichne das Spiegelbild des Kérpers beziiglich der x,x;-Ebene.
¢) Zeichne das Spiegelbild des Korpers beziiglich der x;-Achse.

A6l4]11),B218]1),c0l-2|1),D(6|4]-3)
[AB], [AC] und [AD] sind die Kanten eines Quaders.
a) Zeichne den Quader und bestimme die restlichen Eckpunkte.

b) Bestimme die Punkte, in denen die Quaderkanten die x,x,-Ebene

durchstofien.
¢) Bestimme die Punkte, in denen die Koordinatenachsen die Quaderebenen

durchstoBen.

d) Zeichne den Quader, wie man ihn aus dem 5. Oktanten sieht.

Welche Koordinatensysteme sind Rechtssysteme ?



23. Ersetze a und b so durch x,, x, beziechungsweise x, , daf} ein Rechtssystem entsteht.

Ax,

2. Vektoren

Wir wissen jetzt, wie man Punkte im Koordinatensystem darstellt. In der Analytischen
Geometrie l6st man geometrische Probleme durch Rechnung. Wie kann man mit
Punkten beziehungsweise ihren Koordinaten rechnen ? Wie findet man zum Beispiel
den Mittelpunkt der Strecke [AB] mit A(4 | 2] 1) und B(-2|6|-7) ? Die Lasung solcher
und komplizierterer Aufgaben wird sehr uniibersichtlich, wenn man nur mit Koordi-
naten arbeitet. Gottseidank haben HERMANN GUNTHER GRABMANN (Stettin 1809 bis
1877 Stettin) und WILLIAM ROWAN HAMILTON (Dublin 1805 bis 1865 Dunsink) etwa
Mitte des 19. Jahrhunderts ein niitzliches Werkzeug geschaffen, das das Koordinaten-
rechnen sehr vereinfacht: die Vektoren.

HERMANN GRABMANN war ausgebildeter Theologe. Er lehrte als Gymnasiallehrer Re-
ligion, Chemie, Mineralogie, Physik, Mathematik, Deutsch und Latein. Obendrein war
er ein bedeutender Sanskrit-Forscher, komponierte und gab eine Volksliedersammlung
heraus, Doch war es ihm nicht gegeben, seine Ideen den Mitmenschen zu vermitteln.
Er schaffte es nie, Universitéitsprofessor zu werden, seine Bewerbungen wurden immer
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