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1. Geradengleichung

In der Analytischen Geometrie lost man geometrische Probleme durch Rechnung. Des-
halb muBl man die geometrischen Figuren wie Geraden und Ebenen mit Gleichungen
beschreiben. Zur Aufstellung einer Geradengleichung braucht man die Bestimmungs-
stiicke der Gerade:
— zwei Punkte A und B

oder
— einen Punkt G und einen Vektor v in Richtung der Gerade.

X =G+Av 0 g Ag B

VAN = =
N Festlegung mit zwel Pankten
\
/ \
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g
5 g G v
g v \ e
- G- et \ Festlepung mit Punkt und Richtung
_‘_L_ ——— Y i
AV X

Eine Geradengleichung beschreibt die Ortsvektoren X aller Geradenpunkte. Fiir diese
Beschreibung eignet sich die Festlegung durch Punkt und Richtung am besten: Man
wihlt einen Punkt G der Gerade g als Aufpunkt und einen Vektor Vv in Richtung von g
als Richtungsvektor. Der Ortsvektor X eines beliebigen Geradenpunkts X ld6t sich
dann darstellen als Summe von G und einem Vielfachen von v: X = G + A V. Der
Faktor A heit Parameter des Punkts X. Durchliduft der Parameter A alle reellen
Zahlen, so beschreibt die Gleichung alle Punkte der Gerade; bildlich gesehen tastet dann
die Spitze des Ortsvektors X alle Geradenpunkte ab.

Zusammenfassung

Ist G ein beliebiger Punkt der Gerade g und v ein Vektor in Richtung g,

dannnenntman g: X =G +2A v . LR eine Gleichung von g.

| G heifit Aufpunkt, v Richtungsvektor und A Parameter der Geradengleichung.
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Man nennt eine solche Geradengleichung auch Parameterform oder Punkt-Rich-
tungs-Form. Sie ist freilich nur sinnvoll, solange v nicht der Nullvektor ist. Die Bedin-
gung AelR 1afit man aus Bequemlichkeit meist weg.

o G101214)
S P(161-117)
Qiel412)
R{Z16]0)
s 10 ody
Beispiel: g X = 2%1 2
e T
> 10
A=0: X = (f] G(10| 2| 4) liegt auf g (klar!)
e \16
A=15:X = [ i 1 P(16 | -1|7) liegt auf g
{ 4
S ieh
A=-1:X = iﬂ’ 6|4|2) liegt auf g

il 2
A=-2: X [3] R(2|6|0) liegt auf g.

Je nach Wahl von Auf’punkt und Richtungsvektor gibt es fiir eine Gerade verschiedene
Gleichungen. Weil dann ein und derselbe Punkt je nach Gleichung verschiedene Para-
meterwerte haben kann nimmt man verschiedene Parameterbezeichnungen:

& { 4\
Beispiel: g: X = | ‘5 ‘+ A

\"‘,."

__a 105 (—6
anderer Richtungsvektor: X = [ 2 |+_u 3}
L4) " |-3)

G(101214)
P(161-117)
QET412)
R2ZI610)
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. (6 4
anderer Aufpunkt: X = [j] +5 [—% |
J

G(101214)
P(161-117)
Q61412)
R(21610)

G(1ol214)
P{161-117)
QI61412)
R(21610)

Einfache Geradengleichung

y ~ a1 (o A=
So wie man Briche durch Kiirzen vereinfachen sollte, so sollte man auch bei G('md““1
gleichungen eine moglichst einfache Form suchen. Schaue auf den Richtungsvektor!

Gemeinsame Faktoren seiner Koordinaten lassen sich herausziehen, zum Beispiel -3
in

i Wi -6y gy A 2 o
g: X = LG +}L( 3 einfacher g: X =6 +J-1|‘1J-
0 K—H).l 0) |1

Geometrisch bedeutet das den Ubergang zu einem kollinearen Richtungsvektor. Beim
Ortsvektor des Aufpunkts ist dieses Verfahren im allgemeinen verboten! Man wiirde
dadurch die Gerade ja parallel verschieben.
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Gerade durch zwei Punkte

Sind von der Gerade h zwei Punkte A und B bekannt, so wihlt man einen davon als Auf-

punkt. Als Richtungsvektor nimmt man AB oder einen dazu kollinearen Vektor:
Gegeben: A(=0,51212), B(1101-1)

Aufpunkt: B (wegen der einfacheren Koordinatenwerte)
% [ 115 =3

Richtung: AB =|-2 |= —9,5| 4
=3 . 6

’

=t e —3
Gleichung: h: X =0 |+.u 41
\_lz' 6 /

Punkt auf Gerade ?
_— 2y 4
Liegen die Punkte P(-61-515) und Q(141017) aufder Gerade g: X = [—3 l+u| 1 |?
LY 1 .JI 5

Wir setzen die Punktkoordinaten in die Geradengleichung ein
=B [ 4 —81 4
P: |-58|=|=-3|+p| 1 1, zusammengefalit —2 ‘z,u 1
5 4 L\ 1 ,'I \_:",.' 4 i) —2
K =-2, palit! Also liegt P auf g und gehort zum Parameter -2.

14 2 4 ]_2'\ 4
Q: [0 1: [—3]+}1[ 12], zusammengefalit {g J:”[ IJ

i \ 1 -2

Es gibt keinen passenden p-Wert. Also liegt P nicht auf g.

Allgemeiner Geradenpunkt

Manchmal ist es niitzlich, mit dem »allgemeinen Geradenpunkt« zu arbeiten. Sein
Ortsvektor ergibt sich, wenn man die rechte Seite der Geradengleichung zusammen-
fafit. So hat von

el 2 \ 2 =" 2+2A
g = |—13 | + "I TJ der allgemeine Punkt X, den Ortsvektor X, = |[-3+4
\ . 1+A

Mit dem allgemeinen Punkt findet man zum Beispiel bequem den Punkt P auf g, der 5
Einheiten iiber der x,x,-Ebene liegt. Fiir ihn gilt x, = 5, also 1+ A = 5. Der Punkt hat den

e T a f 1{.1 Y
Parameterwert A =4 ; eingesetzt in X, ergibtsich X, =| 1 |. Ergebnis: P(101115)
L5
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Punktschar

Kommt ein Parameter in den Punktkoordinaten vor, so spricht man von einer Punkt-
schar, zum Beispiel P,(3+al2al|3—a). Um herauszufinden, ob die Schar P, eine Gerade

bildet, faBt man P, als allgemeinen Geradenpunkt auf und versucht, den Ortsvektor P,
so zu zerlegen, daf eine Geradengleichung entsteht:

a3 +ay 34 an r3 i S
Pﬂ = 2a — 0+2a = 0 4+ a 2
d—-a) d-a \ 3 \-1 )
— 3N i
Die Punkte P, bilden die Geradeg: X = L ; |+a '31
= TR

Punktschar P(3 +a|2a|3-a)
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Aufgaben

[1] Gib eine Gleichung der Gerade g an, die durch A in Richtung v lauft:

2o 9N

a) A0[3]|1), _{-?:[21J b) A2l4|6), Vv = E;
X | : \".r' lr.l-.l
c) A®©[0l0), ¥ :[—ﬂ d A-11-2[-7), v =|2
et W)

2

i 2N F: T
2] g: X =| 01|+'». —lle
o J

. l".
Berechne die Punkte P,, die zu den Parameterwerten A, gehiren
}\.[: 1 £ }u2= 0 : :'i'L:'!' - _] .5 o :"..;: _I.OO ;

!‘3' Stelle die Gleichung der Gerade g auf, die durch A(1|2| 3) geht
und parallel ist zur

a) x;-Achse b) xj;-Achse ¢) Geradeh: X =

4. Gib Gleichungen der drei Koordinatenachsen an.

3. Gib Gleichungen der Geraden an, die die Winkel zwischen x,-Achse und x,;-Achse
halbieren.

!E Beschreibe die besondere Lage der Geraden im Koordinatensystem.
Zeichnung im Koordinatensystem fiir a) bis d) !

iy 1y R ol 0 r 0y
a) a:}(=[0 +;-L£3‘ b) b::x::fl]ﬂlu-
\0) 10, \0 1)
= I o 0 3 X
c) c:X:vH d) d:}{zp[é] e) e: X =owW
Lol NN
5 i r0y = | Wl 71
) f: X = F +1[1 g) g:X:|0|+p cﬂ
L\Uf 2t -,,1)

7. Gib eine Gleichung der Gerade an, die durch den 4. und 6. Oktanten geht
und mit jeder Koordinatenachse denselben Winkel einschlieft.

£

o IH2 e ~] " _3\] FaLey

8 g: X =|4l+0|-5|, h:X:(5+14‘
6 —) \-7) \6)

Uberlege dir an einer Skizze den Schnittpunkt von g und h.

9. A(l |2]3),B516|7) a) Bestimme eine Gleichung der Gerade AB.

b) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade [AB.
¢) Bestimme eine Gleichung der Halbgerade AB].
d) Bestimme eine Gleichung der Strecke [AB].
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10. Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seiten des Dreiecks
A(0,25|-1,513),B(416]-7),C(110]2) liegen.

E Gib Gleichungen der Geraden an, auf denen die Seitenhalbierenden s, , s, und s,
des Dreiecks A(-5,5|4|-3),B(7,5/019), C(11,5] 2| 9) liegen.

12. A2|1011,5),B(418/0,5),C(616]-2),D(-8/ 4] 0) ist ein Tetraeder.
Stelle eine Gleichung der Gerade auf, in der die Schwerlinie liegt, die durch D geht.

13. ABCDEFGH ist ein Quader; K und L sind Kantenmitten, M ist Flachenmitte.

:-5:‘

Lies die Koordinaten aus dem Bild ab und gib Gleichungen der Geraden an: ﬁ‘g

a) EF und FG b) BE und BG ¢) DFund AG £

d) CM und BM e) KL und LM 5

e e ol —1x = 2 3y .'I'
14 g: X =| 2 |+ 0 |, h:X:[G +7| 2| E
----- 5 2 J 5; 2 s L

Welcher der Punkte A(3|2|-5),B(-1]2(3),C2[0]/5),D(1[1]1) und
E(—1|-2| 3) liegt auf welcher Gerade ? Zeichnung im Koordinatensystem !

115 P(-7|12[18), Q@3 |-8|8) Zeichnung im Koordinatensystem !

Welcher der Punkte A(4|-10|7),B(1|-4]10), C(-1|0[-12),
D(-9] 16/ 20) und E(-6/10] 17) liegt

a) aufder Gerade PQ? b) auf der Strecke [PQ]?
-lﬁ.ajx\: d+|__1\£ b:x‘:?,.(:} +H"{; c:l}-(l_ = {x -i-|_1-2\a\

cl:I"{‘:2’.(3:+;,L-21\.fs e:X =G —uv f: X =G +uv

g: X ate LV Welche Geraden sind identisch im Fall

a) Gz0, G,V nicht parallel b G=0, G parallel v




17.

» 18.

19.

* 20.

21.

23.
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r = +}L‘- 3lund X =| 7 [+1 fiJ beschreiben dieselbe Gerade.
\0) \ 2 ) =] =4

a) Welchen p-Wert hat der Punkt fiir A =17
b) Welchen A-Wert hat der Punkt fiir n=-27
¢) Welche Beziehung besteht zwischen A und p eines Geradenpunkts ?

= A¥+ K B\
Wie bewegt sich der Punkt X mit dem Ortsvektor X = e

wenn | alle erlaubten reellen Zahlen durchlauft ?

Zeige: Ein Punkt P mit dem Ortsvektor P =LA + it B liegt genau dann auf der
Gerade AB, wenn gilt: A+u=1.

Welche Punktmenge wird von der Gleichung X = A 4hu wv

(u,v#0)beschrieben, wenn

a) A konstant ist, wihrend p die reellen Zahlen durchléuft

b) u konstant ist, wihrend A die reellen Zahlen durchliuft

¢) 1 und v linear abhingig sind und beide Parameter die reellen Zahlen
durchlaufen

d) A konstant ist, wihrend p die nicht negativen reellen Werte annimmt.

R e

N J_I b
g XK= | 2 |+0 —02 I Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Welcher Punkt von g liegt 2 Einheiten vor der x,x;-Ebene ?
b) Welche Punkte von g haben von der x,x,-Ebene den Abstand 8 ?
¢) Welche Punkte von g liegen 1 Einheit unter der x,x,-Ebene ?

. Auf der Gerade durch A(12| 24 | 36) und B(12| 42 | 63) liegen die Mittelpunkte von

Kugeln mit Radius 12.
a) Zwei Kugeln beriihren die x,x,-Ebene.

Berechne die Mittelpunkte und die Beriihrpunkte.
b) Wo beriithren die Kugeln die x,x,-Ebene ?

Kugeln mit Radius 23 rollen auf der Gerade r auf der XaXg-Ebene;
r geht durch P(0|5]6) und Q(06/5) . Wo liegen die Kugelmittelpunkte ?

e f—'r'w (5
g X =|a i+(‘F|"2.
\—4) \ 3

\ J
A(a,|a;|8), B(-12|k|-k), Cc|1|1), D2k | -8k | k) , E(4k—3]| 1| 2k)
Berechne die fehlenden Koordinaten in A bis E so, daB diese Punkte auf g liegen.




@ Liegen die Punkte P, auf einer Gerade ? Stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Gerade auf.

a) P,(1+2a|2-7a|-1-2a) b) P.3a-2|4|-6a)
¢) Pgal1llo) d P(l+all-ala+1)
e) Pua‘lala+1) fH P(iol3)

2. Lage im Koordinatensystem

Parallel zu einer Koordinatenachse

Sind zwei Koordinaten im Richtungsvektor null, dann ist die Gerade parallel zu einer

Koordinatenachse.

&

| i » (2 1y
foKis = i-.-p:”f X3 g: 3-;_|4: +r'|-rJI

parallel zur x;-Achse
;

parallel zur x,-Achse

So ist die Gerade f':

04y | \, ~

1)

parallel zur x,-Achse.

S - T
e |l

| 2

Sl

+P

Parallel zu einer Koordinatenebene

Ist eine Koordinate im Richtungsvektor null, dann ist die Gerade parallel zu einer Koor-
dinatenebene.

a o 2 2

1 g: X b \— 2] g1l ¢: X =8 + 7 0
Die Gerade ¢ : a:l iz X3 : R )"
oy 2 o A parallel zur xx;-Ebene  parallel zur x;x-Ebene
X =13 |+ "I.r| ] 1
\ 1) bl

ist parallel zur x,;x;-Ebene.

Die Gerade f':
1 33 (0
X = (—:i +p 0
L2 ) L1

ist parallel zur x,x;- und x,x5-Ebene.
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