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1. Ebenengleichungen

Eine Ebene im Raum ist eindeutig bestimmt durch

— drei Punkte, die nicht auf einer Gerade liegen

— eine Gerade und einen Punkt, der nicht auf der Gerade liegt
— zwei echt parallele Geraden

— zwei sich schneidende Geraden

— einen Punkt und zwei verschiedenene Richtungen
(nicht kollineare Vektoren)
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Eine Gleichung einer Ebene beschreibt die Ortsvektoren X aller Ebenenpunkte. Fiir
diese Beschreibung eignet sich die Festlegung durch einen Punkt und zwei Richtungen
am besten. Man wihlt einen Punkt A der Ebene E als Aufpunkt und zwei nicht kolline-
are Vektoren U und v als Richtungsvektoren, die parallel zur Ebene liegen. Der Orts-
vektor X eines beliebigen Ebenenpunkts lafit sich dann darstellen als Summe von A
und einer Linearkombination von W und ¥: X = A +A U +u V. A, 4 heifen Parame-
ter des Punkts X. Die Gleichung heifit Parametergleichung oder Punkt-Richtungs-
Gleichung der Ebene.

Jeder Punkt der Ebene ist eindeutig durch das Parameterpaar (A |p) festgelegt. A:TE\
und v bestimmen in der Ebene also ein (meist) schiefwinkliges Koordinatensystem mit
A als Ursprung und (Al ) als Punktkoordinaten.

Zusammenfassung

= ; |
i Ist A irgendein Punkt der Ebene E und sind u und ¥ zwei zu E parallele,

—%

nicht kollineare Vektoren, dann nennt man E: X = A +A 1w + v A pelR
eine Parametergleichung von E.
A heifit Aufpunkt, © und v heiBen Richtungsvektoren,

A und p heillen Parameter der Ebenengleichung.
L

Die Bedingung A, pelR 148t man aus Bequemlichkeit meist weg.
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=5 3 2 2
Beispiel: E: X =(0]+R[—1]+p[3]
-1 1 2

= 5

zud=-1,u=2gehort X = [;} ,P(5|7]2)liegt in E.
Je nach Wahl von Aufpunkt und Richtungsvektoren gibt es fiir eine Ebene (wie bei ei-
ner Gerade) verschiedene Parametergleichungen. Bei zwei Parametergleichungen, die
ein und dieselbe Ebene beschreiben, miissen die Richtungsvektoren komplanar sein.
Komplanaritit sieht man gewshnlich nicht auf den ersten Blick: Bei Ebenen erkennt
man Parallelitit oder Identitit erst nach Rechnung (im Gegensatz zur Gerade). Die

Ebene E (oben) kann zum Beispiel auch die Gleichung haben
= R 74 70 (4 45 2 0 2 2
E:X = {7J+Gt2]+ 1{4 |, es gilt ndmlich: {2 |: 1. [—1J+ 1. {I*Jund [4J =(=1)-|-1|+1-|3
2 3 1) 3 ) 1 2 1 2

el
NS

Ebene durch drei Punkte
Als Aufpunkt wihlt man einen der drei Punkte. Als Richtungsvektoren wihlt man zwei

linear unabhéingige der 6 moglichen Verbindungsvektoren,
zum Beispiel: X = C +ACA +pCB.
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Ebene durch eine Gerade und einen Punkt

Als Aufpunkt wéhlt man zum Beispiel den Aufpunkt G der Gerade g, als Richtungsvek-
toren zum Beispiel den Richtungsvektor T der Gerade und den Verbindungsvektor
GP: X =G +AT +uGP.

Ebene durch zwei Parallelen
Als Aufpunkt wihlt man zum Beispiel den Aufpunkt G der Gerade g, als Richtungsvek-

toren zum Beispiel den Richtungsvektor T der Gerade g und den Vektor GH , der die
Aufpunkte der Geraden g und h verbindet: X = G +AT +p GH.

/
R b

Ebene durch zwei sich schneidende Geraden
Als Aufpunkt wihlt man zum Beispiel den__z}ufpunkt G der Gerade g, als Richtungs-
vektoren am besten gleich die der Geraden: X = G +AT +pus.
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Koordinatengleichung

Die Parametergleichung einer Ebene ist zwar recht anschaulich, aber sehr unhandlich
beim Rechnen. Gottseidank gibt es eine einfachere Beschreibung mit einer Gleichung,
man sollte sie normalerweise immer verwenden: die Koordinatengleichung. Zu ihr fiih-

ren verschiedene Wege:
Elimination der Parameter aus der Parametergleichung

il 1 (3
+}u[—1J+p[3]
1 1

Beispiel: E: - (—(']3

I x;= 2 + A+3u
IT xo=-2 — A +3U i
III x3= 0 + A + |A=x5—1|
I' ;= 2 + x3 +2 | 2u =>-;1_—2—x-_5__:

IT' xo=—2 — X3 +4p
II" x,=—6—3%3+ 2%
IT" ist die Beziehung zwischen den Koordinaten des allgemeinen Ebenen-
punkts X(x, | x,|x;). Wir ordnen um und bekommen die Koordinatenglei-
chung: E: 2x, - x, - 3x3-6=0
Man kann zeigen, da8 jede solche lineare Koordinatengleichung (bei der nicht alle Koef-

fizienten zugleich null sind) eine Ebene beschreibt. Zum Beweis braucht man nur zwei
der Koordinaten als freie Parameter zu nehmen. Wir fithren es an unserm Beispiel vor:

E: 2x;—-%,—3x3—6=0,
X =0,
%=1,
x,=— 6+ 20 — 31t oder vektoriell geschrieben:

Xy ( 6] ki i1 7 0
E: Xg :|—6+2G—-31 :—6]1—0 2}1—{{—31’
X3 L 1 IR L0 1

4

das ist eine der unendlich vielen Parametergleichungen von E.
Satz
Jede lineare Gleichung der Form n,;x, + n,X, + ngx; + ny = 0,
bei der mindestens einer der Koeffizienten n, , n,, n; ungleich null ist,
beschreibt eine Ebene.
Ein Punkt P(p, | p,| p,) liegt genau dann in dieser Ebene,
wenn seine Koordinaten diese Gleichung erfiillen: n,p, + nyp, + Nzp; + Ny = 0.
Eine solche Gleichung heifit Koordinatengleichung der Ebene.
Mit der Koordinatengleichung ist es viel leichter zu entscheiden, ob ein Punkt in einer
Ebene liegt. Zum Beispiel liegt (2 |-2|0)in E: 2%, —%;—3x3—6=0,
denn es gilt 2-2 —(-2)—3(0) -6 =0.
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Multipliziert man eine Koordinatengleichung mit einer Zahl (#0), so dndert sich die Lo-
sungsmenge nicht, die beiden Gleichungen beschreiben dieselbe Ebene. Man vereinfacht
eine Koordinatengleichung so, dafl die Koeffizienten teilerfremde, ganze Zahlen sind,
Beispiel: E: 6%, — 9%, +12x,-36=0:3 p. _34 ,%y 3y 19-0 ” ey

E: 2%, 3% + 4x,-12=0 F: 2%, — 8%, + 4x,—12=0 (E=F1)

*Determinantenmethode A

Ein Punkt X liegt genau dannsin der Ebene, wenn die Vektoren AX ,u und v kom-
planar sind, das heif}t det( AX ,u,v )= 0. Rechnet man diese Determinante aus, dann
steht die Koordinatengleichung da.

e e X, =2
AX: X - A = X2+2
Xa
TR x3—2 1 3
det( AX, u,v)=| x,+2 -1 8 |=0
K3 1 1

(x7—2)-(—=4) — (x5 4+2)-(-2) + %36 = 0
—4x, +8+2x,+4 + 6x3=0
—4x1+2x2+6:{3+12={]|| t (=2) E: 2%, —%,-3x;—6=0

Sind von einer Ebene drei Punkte bekannt, so findet man die Koordinatengleichung
direkt mit der Determinantenmethode (ohne Umweg iiber die Parametergleichung),
Beispiel: A(0|-2]0),B(2|2]4),C(-6|-5]6)

AB:[“;J:Q(?]’AC :[-3}:—3[1J, x2+2 2 1 =0
4 .\J . 6 =2 Xg 9 _9
(%1)-(—6) — (%9 +2)-(—=6) + x3:(=83) = 0 5ot

E: 2%, -2%,+%x,-4=0 AX

Zur Kontrolle empfiehlt es sich, den einen oder andern Punkt einzusetzen.
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Aufgaben
m Gib eine Parametergleichung der Ebene E an, die den Punkt P(-2| 1| 7) enthilt

2N -3
und von den Vektoren u :(};} und v =[ L;, ] aufgespannt wird.

s S s 1y —2\1
2| Gib die Punkte A, B, C und D an, die in der Ebene E: X =|1 |+ 4|7 |+u| 0 |
3 2 5 |
liegen und die Parameterwerte haben
AA=0lp=0),BA=0lp=1),Ch=1lp=0),D(h=1lp=1).

|_3:' Untersuche, ob die Punkte A(1 |4|6),B(5|-7 |0)und C(14| 2| 7)

8 2 1 i)

inder Ebene E: X = {g} + l{i W+ ].Ll g ] liegen, und nenne gegebenenfalls
Fd \

die zugehorigen Parameterwerte. Zeichnung im Koordinatensystem !

'4.] Stelle eine Parametergleichung der Ebene E(ABC) auf mit den Punkten

a) A2|1]3) ,Bi-1l0l5),cC2l-713)
b AC|1l-3),B(Tl-1]5),C-3]|8|-1D) @)

5. Gib eine Parametergleichung der Ebene an, die festgelegt ist durch
a) ualol-1,vololo), w-2|-4]1)

— il 2
B Pal2l-1),g: X :|3|+1[--12]
Tl

L 2 = Ay | phx

O [01+1[—2},h: e = [0|+p| 2
0) 1 \0) \-1)
s 1 2y R =23
d) g X = (OJ+}.{—2J,R: X = 4J+p! 2 |
o) L1 lo) " {-1)

Ty P

6] g: X = [—121+3.[:2], £ =

—2|+pul 3

Bestimme eine Parametergleichung der Ebene E, die g enthalt und parallel ist zu f.

itig 2 s A r—9 1y :
7. AT|-115),a:X = [ 1}1— RS e = [ 8 ] + pL 1 J . Gib eine Parametergleichung
7 0) 13 b
et Nl \
der Ebene E an, die A enthilt und parallel ist zu a und b.

o 2y 2 0

* 8. Welche Punktmenge beschreibt die Gleichung X =| ;’ |+ A 1 + “I r; |’
e LE) 2

wenn gilt; —co <A <+eo und —15p<1?




¢ 9. Welche Punktmengen beschreiben die Parametergleichungen(ua,v#0 )
a) X =P +LL u, u#0 B = )
¢) X =20 +uv, A+p=1 d X =ku +uv, Lip=1
o s 4y r1y  Bestimme eine Parametergleichung der Halb-
»10. ABBl0]2), g: X = L + A ? ‘ ebene H, die den Punkt A enthilt und von der

/ A/ Gerade g begrenzt ist ?
Zeichnung im Koordinatensystem !

114 Fiihre die Parametergleichungen iiber in Koordinatengleichungen:

. 0y 0 =23 =5 =1 15 3
a) X :Lr|+}h6+u[3 b X =|4 +1(1+MM
0 0 ) lelsia’) 0)
=1y ¢ 0 25 = e \ 1
) X =|=3|+X 11+1~L[—1| dl X = |2 ‘+:’~ 1 *P[‘zl
L2 ) kel / -3 2 L1
. 710y 1y ¥ 1y 4 61
e) X :‘r: -a-l[—') +LL[]5 {2 +A|0 +LI[C‘
\ 2 ) \6) \3) \3) 7)

§i2. Priife, welche der Punkte A(1|2|-2), B(0]| 0| 0) und C(2| 0| 1) in der Ebene liegen
a) E: x;+2x,-2x,=0 by F: 3x,-x3=5 c) G x=0

| 13] Bestimme den Parameter so, daB P(1|2|-5) in der Ebene liegt

a) E x-2x+x3-a=0 b F: ax;+x,=0
¢) G 2x,—3x,+axy=2a

14. Gib Koordinatengleichungen der Koordinatenebenen an.

4 Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die festgelegt ist durch
Vi 1B 2N f—ay 70y

LN

gl B
o)X= 2l 1 [4p| 1 by P13|3), o X = 2!+.1|2
'\6; \_2.-' k3 .6}- ‘3}
c) A(1]1 1),.0=3|=1]-2)
" 0 1 e 7O Pl
G T 2J-+-l{21. h: X =|2 +;1|“|
L6 L3 ) | 6) 1l
. ."0 r1 5 - ID‘.I 21
9 g X =(2|+4(2] ]c:leo +o2|
\ 6 ) 3 1) L3
~ P ('5 s 14 J\
[16] g X = 1}%{—2], h:xzf %u
= -3 8 17 )

Zeige, daf} sich g und h schneiden, und gib eine Koordinatengleichung der Ebene an,
in dor g und h liegen.




17. Die Wiirfelecken A, C, F und H sind die Ecken eines regelméBigen Tetraeders.
Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen, in denen die Seitenfldchen des
Tetraeders liegen.

%

* 18. In einem Wiirfel liegt eine regelméfige sechsseitige Pyramide. Die Ecken ihrer
Grundseite P, Q, R, S, T und U sind Kantenmitten des Wiirfels. Bestimme Koordi-
natengleichungen der Ebenen, in denen die Grundflédche und die Seitenfldchen der
Pyramide liegen.

* 19. Die oberen vier Ecken des Sechsflachs liegen gleich weit iiber der x,x,-Ebene.
a) Begriunde, daBl das Sechsflach ein Pyramidenstumpf ist,
und berechne die Pyramidenspitze S.
b) Bestimme Koordinatengleichungen der Ebenen, in denen die Seitenfldchen des
Sechsflachs liegen.

20. Die Ebenen E und F haben eine besondere Lage im Koordinatensystem.
Beschreibe diese und stelle Koordinatengleichungen der Ebenen auf.
r 3 7 )y = 0 0 r 0

t {
~ 1 - 0 - |
E: X _-|2 ‘Ha Ui+_u|ﬂ 5 PR :‘-EJ +n!1|+u| !
=1 T | e Ay

LS ' \ g , .

1)




21, Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die
a) durch P(1|2|-2) geht und parallel ist zur x,x;-Ebene

s e 2R 2
b) die Gerade g: X = ‘ 1? ¥ l[ 3 ] enthélt und parallel ist zur x;-Achse
=

/ el
¢) durch den IL.Oktanten geht und den (rechten) Schnittwinkel der
X;Xg-Ebene und x,x,-Ebene halbiert.

Zeichnung im Koordinatensystem !

22. Gib Parametergleichungen an von:

a) E: 2x;,—-x+3x,-6=0 b Fox=x% el Bl xs=5
: 5 fl+a —2~
{'23. fo X = |3+48a |4 h[ 1| (siehe Bild Seite 157)
. 3—a ) -1
\ 7 '~ by

Ll

a) Zeige, dafl die Geradenschar eine Ebene E bildet.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene E an.

= 2 a-1
24, el = [0 + U (2{&2} (siehe Bild Seite 158)
I\,2_i " a A
a) Zeige, dafi alle Geraden der Schar in einer Ebene F liegen.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene F an.
¢) Welche Ebenenpunkte kommen in der Geradenschar nicht vor ?
s 0 1-a
28R = (ﬁ —5a |-+ G[a - 11 (siehe Bild Seite 159)
0 1
\ / /

Zeige, daBl die Geraden der Schar nicht in einer Ebene liegen.

2. Lage im Koordinatensystem

Ursprungsebene

Der Ursprung O(0| 0| 0) liegt genau dann in der Ebene

BE: nyx; + nyX; + n3x5 + ny = 0, wenn ng = 0 ist.

Zum Beispiel geht die Ebene U: 3x, + x, — 2x, = 0 durch den Ursprung.
Der Parametergleichung sieht man das nicht so ohne weiteres an,
aufler der Ursprung ist Aufpunkt, U: X =A% +puv.

Parallelitit zu einer Koordinatenebene

Liegt E im Abstand 4 iiber der x,x,-Ebene, so erfiillen ihre Punkte die Gleichung x, = 4.
Ihre Koordinatengleichung lautet x; — 4 = 0, oder ausfiihrlicher 0-x, + 0%+ x3—4=0.
Allgemein gilt:  Sind die Koeffizienten n; und n; gleich null,

so ist die Ebene parallel zur x;x-Ebene.
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