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21, Gib eine Koordinatengleichung der Ebene an, die
a) durch P(1|2|-2) geht und parallel ist zur x,x;-Ebene

s e 2R 2
b) die Gerade g: X = ‘ 1? ¥ l[ 3 ] enthélt und parallel ist zur x;-Achse
=

/ el
¢) durch den IL.Oktanten geht und den (rechten) Schnittwinkel der
X;Xg-Ebene und x,x,-Ebene halbiert.

Zeichnung im Koordinatensystem !

22. Gib Parametergleichungen an von:

a) E: 2x;,—-x+3x,-6=0 b Fox=x% el Bl xs=5
: 5 fl+a —2~
{'23. fo X = |3+48a |4 h[ 1| (siehe Bild Seite 157)
. 3—a ) -1
\ 7 '~ by

Ll

a) Zeige, dafl die Geradenschar eine Ebene E bildet.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene E an.

= 2 a-1
24, el = [0 + U (2{&2} (siehe Bild Seite 158)
I\,2_i " a A
a) Zeige, dafi alle Geraden der Schar in einer Ebene F liegen.
b) Gib eine Parameter- und Koordinatengleichung dieser Ebene F an.
¢) Welche Ebenenpunkte kommen in der Geradenschar nicht vor ?
s 0 1-a
28R = (ﬁ —5a |-+ G[a - 11 (siehe Bild Seite 159)
0 1
\ / /

Zeige, daBl die Geraden der Schar nicht in einer Ebene liegen.

2. Lage im Koordinatensystem

Ursprungsebene

Der Ursprung O(0| 0| 0) liegt genau dann in der Ebene

BE: nyx; + nyX; + n3x5 + ny = 0, wenn ng = 0 ist.

Zum Beispiel geht die Ebene U: 3x, + x, — 2x, = 0 durch den Ursprung.
Der Parametergleichung sieht man das nicht so ohne weiteres an,
aufler der Ursprung ist Aufpunkt, U: X =A% +puv.

Parallelitit zu einer Koordinatenebene

Liegt E im Abstand 4 iiber der x,x,-Ebene, so erfiillen ihre Punkte die Gleichung x, = 4.
Ihre Koordinatengleichung lautet x; — 4 = 0, oder ausfiihrlicher 0-x, + 0%+ x3—4=0.
Allgemein gilt:  Sind die Koeffizienten n; und n; gleich null,

so ist die Ebene parallel zur x;x-Ebene.
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X, X,

In der Parametergleichung erkennt man diese Parallelitit daran, da8 in beiden Rich-
tungsvektoren dieselbe Koordinate null ist. Die Ebene E: x; —4 = 0 hat zum Beispiel die

i - 6 (—1
Parametergleichung E : X = (2 J+}L(—l [+ —4].
\ 4 L0 ) L 0
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Parallelitiit zu einer Koordinatenachse

Ist der Koeffizient n; null, dann ist die Ebene parallel zur x.-Achse.

Wir erlautern das am Beispiel E: 2x, — x, + 6 = 0. Der Punkt P(0| 6| 0) liegt in E, aber
auch alle Punkte P,(0| 6 | 1) mit beliebiger x;-Koordinate A. Diese Punkte liegen auf der

= 0 0y
Geradeg: X = [6% A|0 |, g liegt parallel zur x,-Achse. Also ist E parallel zur x;-Achse.
D), l .1'

Die Gleichung 2x; —x, + 6 = 0 beziehungsweise x, = 2x, + 6 beschreibt im ebenen x,x,-
Koordinatensystem eine Gerade s, , in der E die x,x,-Ebene senkrecht schneidet.

In der Parametergleichung erkennt man diese Parallelitit auf Anhieb nur dann, wenn
einer der Richtungsvektoren parallel zu einer Koordinatenachse ist. Die Ebene E -

— -2 0~ r2 3
2%, — X, + 6 = 0 hat zum Beispiel die Parametergleichung E : X = ( 2|+ [ } + u 4 |
| 3
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Achsenpunkte, Achsenabschnittsform, Spurgeraden

Die Schnittpunkte einer Ebene und der Koordinatenachsen heilen Achsenpunkte der
Ebene. Man bestimmt sie aus der Koordinatengleichung, indem man jeweils zwei Koor-
dinaten null setzt.

Beispiel: H: 2x, + 3%, +6x3—6=0
Schnitt mit der x,-Achse: X, =x3=0, x; =3, Sy3(3 l0]0)
Schnitt mit der x,-Achse: x, =X3=0, X, =2, S;5(0/2/0)
Schnitt mit der x;-Achse: x, =%, =0, X;=1, S,(0/0[1)

Die Schnittstellen von Ebene und Koordinatenachsen heilen Achsenabschnitte der Ebe-
ne. Die Koordinatengleichung der Ebene 1idt sich schnell so umformen, daf} diese Ach-
senabschnitte direkt ablesbar sind.
Beispiel: H: 2x, + 3%, + 6x,—6=0
2%, + 8%, + 6x3=6 ||:6
. Xp X X
Achsenabschnittsform von H: R S T 1,

H hat die Achsenabschnitte a, =3, a; =2 und az= 1.

Achsenabschnittsform L + X2 + A 1 _
chsens : = |
Allgemein: G A |

die Achsenpunkte sind (a,[0[0), (0 | a,| 0) und (010 | ag). |
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Die Schnittgeraden einer Ebene und der Koordinatenachsen heilen Spurgeraden. Mit
83 bezeichnen wir die Spurgerade in der x,x,-Ebene, s, ist die Spurgerade in der x,x,-
Ebene und s, ist die Spurgerade in der x,x,-Ebene.

Wir verwenden die Achsenpunkte (mindestens einer ist immer da!), um eine
einer Spurgerade aufzustellen. Im allgemeinen hat eine Ebene 3
davon legen eine Spurgerade fest. Im Beispiel ergibt sich:

Gleichung
Achsenpunkte, je zwei

g 3 3
S X = (3J+ p (—]JJ 1st die Spurgerade von H in der X;X,-Ebene,
L \ €

— 0 3
& X = [0J+ 0{0 J ist die Spurgerade von H in der X,Xs-Ebene,
1 -1

i 0 0

B = {3]+ 1:[—2] ist die Spurgerade von H in der XoXa3-Ebene.
1

Im allgemeinen bilden die Spurgeraden ein Dreieck mit den Achsenpunkten als Ecken.

Dieses Dreieck heilt Spurdreieck. Mit ihm 148t sich die Lage einer Ebene im Koordina-
tensystem besonders gut veranschaulichen.

Ist eine Ebene echt parallel zur x-Achse, so entartet das Spurdreieck zu einer Doppel-
kreuzung mit einem Parallelenpaar: Jetzt gibts nur 2 Achsenpunkte, 2 Spurgeraden
sind parallel zur x-Achse und stehen senkrecht auf der 3. Spurgerade. Enthilt eine
Ebene die x;-Achse, so entartet das Spurdreieck zu einer senkrechten Geradenkreu-
zung: die eine Spurgerade ist die x;-Achse, die andre liegt in der x;x,-Ebene. Zum Beispiel
enthélt die Ebene K: x, + 2x; = 0 die x,-Achse.
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8, X =|o|+ ‘EL:-_
B )
Ist eine Ebene parallel zur x;x;-Ebene, so entartet das Spurdreieck zu einer senkrechten
Geradenkreuzung: Jetzt gibts nur 1 Achsenpunkt, von den beiden Spurgeraden ist die
eine parallel zur x;-Achse, die andre parallel zur x;-Achse.

Am schwierigsten zu veranschaulichen und im Bild wiederzuerkennen sind Ebenen,
die durch den Ursprung, aber nicht durch eine Koordinatenachse gehen: Die drei
Achsenpunkte fallen im Ursprung zusammen, das Spurdreieck entartet zum
Ursprung. Auch die Spurgeraden gehen durch den Ursprung; ihre Gleichungen findet
man durch Losen eines Gleichungssystems.
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Beispiel: U: 3x, + x,—2x3=0
Fiir die Punkte der Spurgerade sy in der x;x,-Ebene gilt zusiitzlich x, = 0,
in U eingesetzt liefert das 3x; + x, =0, also x, =—3x, .
Nimmt man x, als Parameter v, so ergibt sich

X1 =V Y r 1
Xg = —3V Spurgerade s;: X = v —-:J
o =) \ 0

.
G e 2%

- 25 ! F1\
e . ’ -
8,0 X=V|-3 e b e

= 0 |

Aufgaben

i—| Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat die Ebene
Al x4+ 2% +3%,=0 B: x; +2x,=0 C: x =0
D: x,—2=0 E: x,+2%;-4=0 F: x,=x%x;

2.| Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene E:
a) K ist parallel zur x,x,-Ebene und geht durch den Punkt P(1| 2| -3).
b) E ist parallel zur x,-Achse und geht durch P(1| 0] 0) und Q0| 0| 1).
¢) E ist senkrecht zur x,x;-Ebene und geht durch O und P01/ 1).

v N il B
d) Eist parallel zur x,-Achse und hat die Spurgerade s, : X =|0 [+ |0 |.
2 v \ 1 4

e) E ist senkrecht zur x;-Achse und geht durch P(r| \,"—1?' | 4).

[3.] Welche besondere Lage im Koordinatensystem hat die Ebene

A pliet PR SRR e 0 0
A;X:[z +A|0 +u{0 B: X=|3 ‘+?L 1}+p-—1
\"] J l' 0 / 1 ! ~2 / X 1 J \ 1 J
S 3y /1% . rEs 45 < ¢l 3\ 0y
C:X:|D +A |1 [+p|-2 D: X =)|-1 Fll[l‘l‘ X={O}*—ﬁ, l|+_u[1
\3,' x[‘)," ‘Lﬂf kga' \Ux 3 \O}I \0:"
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|?i! Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an
Ar Tx; — 14x, - 6x;,—42 =0 B: %, +3x,-5x,+15=0 C: 2%, +X,—X;=0
D: 2%, —x,+4=0 E: 2%, =x, F: %+2=0
Zeichnung im Koordinatensystem !

5. Bestimme die Achsenpunkte und gib Gleichungen der Spurgeraden an
—u 9 —3 3 = 1 -2 0
AX = [ ]m( J u{ } B;x{e;]m[-z}ww
= 14 7 gl L 2] ile

6. Bestimme die Achsenabschnittsform und die Achsenpunkte

A 3x, - Tx, +6x,—42=0 B: %, —Tx,—-3x;+21=0
C: 2%, +3x,+1=0 D:%xl+%x2+ix3+%=0
E: X, +X+%x3=0 (H F: 17x,+10,2=0

Zeichnung im Koordinatensystem !

7. Bestimme eine Koordinatengleichung der Ebene mit den Achsenpunkten:
a) , 3) b) 2)
¢) nur(0/-3[0)und (0[0]5) d) nur(0|0|7)

Zeichnung im Koordinatensystem !

* 8 Die Ebenen E, F und G sind E'est,ge]egt von zwe' Spurgeraden:

S 1 a

L — 01+u 2 l,.JX:'{] }+

0] "o L0 )
« (=2 1 - -2 f
B gt X= 0)"'?2, 52:}(:|Di+ﬁﬂ
o) "o Lo ) |2
— 1 f] LS l 1\
G B X = 0+t‘_‘21, S = |0 Q{U
i LT Gl

a) Beschreibe die Lage von E und R aufgrund der Spurgeraden.

b) Beschreibe die Lage von E und G aufgrund der Spurgeraden.

¢) Stelle von E, F und G Koordinatengleichungen auf.

d) Veranschauliche E, F und G als Spurdreiecke in unserm iiblichen KOSY.

a - fe
b undsz:}{zpmlmit a,b,c,d#0
0 \d

seien Spurgeraden einer Ebene U.

= 90 53: X‘: 1.[

Bestimme eine Gleichung der Spurgerade s, in Abhéngigkeit von
a,b,cund d.

185




10'.-i Eine Ebene sei so festgelegt, daf ihre drei Achsenpunkte vom Ursprung
die Entfernung e (>0) haben.

a) Wieviel solcher Ebenen sind méglich ?
Beschreibe sie mit Koordinatengleichungen.

b) Welchen Kérper begrenzen diese Ebenen ?
Berechne sein Volumen V und seine Oberfliche F.

3. Ebene und Gerade

Eine Gerade g kann eine Ebene E in einem Punkt schneiden, echt parallel zu E sein oder
in E liegen.

gnE={]

i g_und E sind echt parflle]—_ gnE= (5]

‘ g und E schneiden sich in S |

Um den richtigen Fall herauszufinden, nehmen wir zunichst immer an, dalBl sich
Gerade und Ebene schneiden, und suchen den Schnittpunkt.

gNnE=g

g liegt in E
Parametergleichung der Ebene

Fiir die Berechnung des Schnittpunkts setzt man die Ortsvektoren der allgemeinen

Punkte von Gerade und Ebene gleich. Es ergibt sich ein 3,3-Gleichungssystem fiir die
drei Parameter,
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