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Stelle eine Gleichung der Gerade k auf, die durch A geht und g und h schneidet.
Berechne die Schnittpunkte.

Ein méglicher Losungsweg fiihrt iiber eine Hilfsebene H zum Ergebnis.

(Tip: H geht durch A und eine der beiden Geraden, Skizze hilft!).

1 13 iy 1+a
il e
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*6. A2|-1]0),g: X :L?JHL[—l], h: X =[o]+p¢4J
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Welche Schargerade ist parallel zu E ? Ist sie echt parallel ?
i 2-a a—2
*8 E. 2x,-x+b=0, Bt X =(4—23J+H[[}]]
\ 2 2

a) Fiir welche Werte von a und b gibt es genau einen Schnittpunkt ?
b) Fiir welche Werte von a und b sind E,, und h, echt parallel ?
¢) Fiir welche Werte von a und b liegt h,, in E,, ?

4, Mehrere Ebenen

Zwei Ebenen

Zwei Ebenen konnen sich in einer Gerade schneiden, echt parallel oder identisch sein.

—

EnF={) I'/\ EnF=s

“E und F s_inEI-ccht parallel

E und F schneiden sich in s

E und F sind identisch |
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Um den richtigen Fall herauszufinden, nehmen wir zunichst immer an, daf} sich beide
Ebenen schneiden, und suchen die Schnittgerade. Die Berechnung der Schnittgerade ist
mit Koordinatengleichungen am einfachsten.

Koordinatengleichung — Koordinatengleichung

Die Koordinaten der Punkte, die in beiden Ebenen liegen, miissen beide Koordinatenglei-
chungen erfiillen, also Losungen eines 2,3-Gleichungssystems sein.

ool .fn‘ul 4 |
| %= [0+ 4
\3) \—3J

| X o 2}{,‘ + 4]{3 = E

E: X, +2x +4x;= 12
F. 6x, —3x, +4%x,= 12

[ X, + 2% +4x;= 12 | xy = 12 — 2x, —?1);3-
I 6x;, —3xy, +4x3= 12 '

-
IT — 15%, - 20x;=— 60  |X3=3-7%

Bei Wahl von x, = 41 ist x; = 3 —3p und x, = 4p, oder | %2 |= | 4p
|xs) (3-3n

(FLAL e }

— 0y 4
Gleichung der Schnittgerades von Eund F: X = | 0 |+ ?»r 4 J
lka.." o2y 3

Die Parallelitit zweier Ebenen erkennt man bei Koordinatengleichungen mit einem
Blick: Die Koeffizienten der x; der einen Gleichung sind bis auf einen gemeinsamen
Faktor identisch mit den Koeffizienten der andern Gleichung:
. 6x, —3x + dx, = 12
H: 12x, — 6%, + 8xy =—36
Es gibt keinen Punkt, dessen Koordinaten beide Gleichungen erfiillen.
H und F sind echt parallel.
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Ist die ganze Gleichung der einen Ebene ein Vielfaches der andern, so sind beide Ebenen
identisch;:

F. 6%, —3x; +4x; = 12
G —3x; + 1,5%, —2x4 =—6
Die Gleichung von F ist das (-2)-fache der Gleichung von G.
F und G sind identisch.
Aus der Theorie der Gleichungssysteme wissen wir, dafl ein 2,3-System, in dem minde-
stens ein Koeffizient # 0 ist, entweder keine oder ' oder «* Losungen hat. Jetzt haben
wir dafiir eine anschauliche geometrische Erkldrung.

Bevor man Vektoren in der Analytischen Geometrie verwendete, beschrieb man eine
Gerade mit einem 2,3-Gleichungssystem (mit zwei Ebenen also!). Suchte man den
Schnittpunkt zweier Geraden, so mufite man ein System von 4 Gleichungen mit 3 Un-
bekannten lésen. Erst in den 60er-Jahren hat sich die Vektorrechnung in der Schule
durchgesetzt.

Koordinatengleichung — Parametergleichung
Umstindlicher ist die Bestimmung der Schnittgerade, wenn eine Ebene in Parameter-
gleichung vorliegt. Man setzt die x; der Parametergleichung in die Koordinatenglei-
chung ein:

E: X+ 2x,+4x,=12

e SN aFRd AT X (2+A-1H
B: X = |4|+Xk|2|+p| 2 |, Xy | = |4+ 2k + 2| in E eingesetzt ergibt
L3 L0 ) 3 ) x3/) | 3+3u
(2+A—)+2(4 + 20 +2p) + 4(3 + 3p) = 12, 5\ + 15u == 10,
aufgelist nach einem der beiden Parameter A =-2-3u
und in F eingesetzt liefert die Gleichung der Schnittgerade
h 2 1y =1 N 70y i 4 5
X =|a|+=2-3w|2|+u| 2 ‘ X = ‘ '.‘|+:'~ 4
L3) i ek \3) \=3)
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Parametergleichung — Parametergleichung

Noch langwieriger wird die Berechnung der Schnittgerade, wenn man zwei Parame-
tergleichungen verwendet. Durch Gleichsetzen der rechten Seiten bekommt man ein
3,4-System:

s BN =B O 8 R B S
E X = ].|+-G! 1 [+7] 1 F: X :‘4 -+ﬁ.‘2'+ui 2 ‘
Ll et e Sl RELIRU IS R e

I -60 +2t — A + u= -4
II c +1T—-2A—- 2u= 3
111 &=t - S 9 [c=2+1+3u] i)
Wir brauchen eine Beziehung zwischen A und p (oder zwischen ¢ und 7).
Deshalb mufi man o und t (oder A und p) eliminieren.
IIT" in I 4t + A+ 1Tu= -8 (I')
Ol'inIl 2t-20 + p= 1 (1Y [2t=1-p+2p]am

II"inT SA + 15u=-10, A =-2—3u eingesetzt in F liefert wieder
die Gleichung der Schnittgerade.

Kennt man die Spurgeraden zweier Ebenen, so geht die Zeichnung der Schnittgerade
leicht von der Hand: Die Schnittgerade verbindet namlich die Schnittpunkte von je zwei
Spurgeraden in derselben Koordinatenebene.
Beispiel: H: 2%, —X,+x3—4=0

hat die Achsenpunkte H,,(0|0|4) , H,4(0| -4 | 0) und H,4(2/ 0] 0).

K: x;+%,+4%,—-8=0

hat die Achsenpunkte K,,(0]0]2), K;5(0/8]0) und K,48/ 0] 0).

) aeial i 4 Y f 5 \
H und K schneiden sichins: X = | 4 [+A| 7
L0 .I\_q;'
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Drei Ebenen
Fiir die Lage dreier verschiedener Ebenen gibt es fiinf charakteristische Falle:
_1 die drei Ebenen sind parallel ‘_EI genau zwei Ebenen sind parallel;
ped e e es gibt genau zwei parallele Schnittgeraden

3]

= . _ | -
!_5J' es gibt genau eine gemeinsame Schnittgerade
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Sind die drei Ebenen durch Koordinatengleichungen gegeben (wir betrachten nur diesen
Fall), dann miissen gemeinsame Punkte das zugehorige 3,3-Gleichungssystem erfiillen.

Die

finf Fille veranschaulichen die moglichen Lésungsmengen, die wir vom 3,3-

System kennen:
— keine Losung in den Féllen |1|,/2| und |3|

— genau eine Losung im Fall @

— oo

' Losungen im Fall ﬂ

Aufgaben

i

[po]
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Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung
der Schnittgerade s auf. Zeichnung im Koordinatensystem !

F: % —%+3%-3=0 F: 2%, — Xy +2x3—12=0
c) E: 2% —-x, — %3 + 6=0 d E: 2x,—x,+2x;-12=0

F: 2%, — %, + 2x,—-12 =0 F: 2% — %, +2x, + 8=0
el E: 2x,—-x%x, +2x,=0 ) E: 2% —x%,—-%3=0

F: 2%, —%, — x3+6=0 F: 2%, —%=0
g E:2x-% — %3 +6=0

F:F x+x%-3=0

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F:

a) BE:x+x=0 b) E: x =0 c) E:xi+x+x3=1
F: 2{.2+X3:0 F. 2.‘(2'{"!{3:1 F‘: \:|+K2:l

d Ex=x e E x=x ) Ex=1
F: ;=X B x, =32, Py =2

Zeichnung im Koordinatensystem !

E: x+X+x=0

F: 2% + % +%;+44=0

Wihle der Reihe nach x, , x; und x; als Parameter und versuche,
Jeweils eine Gleichung der Schnittgerade zu bestimmen.

Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung der
Schnittgerade s auf.

a) E: 2x—-x+2x3-4=0 b) E: x+x+3x,—-6=0
S B ST Sl S S
F: X=|2[+\M]|0|+p|1| RX=1]+al0 +!_l‘—33|
2 ) 1] o) e 1
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Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und F

0 — 0 2
1] by E:X :(U +h[—l]
0 j 2

—a r1
a) EZX:lU]—{-lIO]_}.u
| 1 Rl 1

A¥

— 0 B « 1 1
e X = 1]+0 1|+T‘“J F: X :[0 +G(—1 +’t(—1]
\n 0)’ '\,1 U \] .\L
e {2 =13 i 71 e L
c) E:X='L—1'+ki—2|+pé, 1J, F:X:ntz +1 2]
) sl Ll el

6. Beschreibe die Lage von E und F und stelle gegebenenfalls eine Gleichung der
Schnittgerade s auf.

SR -2 4 S —~13 ¢ 2

a) EX =|-3 +l[31+p[41 b) EZX:{Q]-[—?&[] +pt—41
I 3) -1 \6 1) 1)
— 0 2 6 — iy L 15 1
F:X=[3]+G[l +1:[1 F:X:[—B +(5{1!+t[—3
== —4) |8 ) 2 |

— s 2 -3 1 g e -1 -
c) E:X:3+}L(1}+p—1,F:X=2+Gl+‘rl
2 L1 1 2 1 3
7. In einem Aufgabenbuch zur Hoheren Mathematik aus dem Jahr 1960:
» Man ermittle die Ebene, in der die Geraden
_{2x1+3x2—x3—1=0 [ % + 5% +4x%3-3=0
f X, +X—3%3=0 und h: i X1 + 2%, + 2%, — 1 =0 liegen. «
F: 2%, +%,—-2x,=0, G: 2x; + x,— 2x3 = 10. Bestimme eine Gleichung der
a) Symmetrieebene A von F und G.
b) Ebene B an, die entsteht, wenn man F an G spiegelt.
¢) Ebene C an, die entsteht, wenn man G an F spiegelt.
d) Ebene D an, die entsteht, wenn man F an der x,x,-Ebene spiegelt.
e) Ebene E an, die entsteht, wenn man G an der x,-Achse spiegelt.

9. E: 3%, +2x,—%3+18=0
Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E, indem du E zum Schnitt mit den
Koordinatenebenen bringst. Zeichnung im Koordinatensystem !

. =g . Z
¢ 10.E: 2x, —x, +2x;,=6 Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Bestimme die Hohenlinien von E in den Héhen —1, 0 und 5 iiber der x;x,-Ebene.
b) Bestimme die Schnittgeraden von E und Ebene F.: x; +2x, +¢=0
mitc=-1,0und5.

¢) Zeige: Die Spurgeraden von F, in der x;x,-Ebene stehen senkrecht auf den

Hohenlinien der Ebene E.
(Betrachte die Spurgeraden im ebenen x,x,-Koordinatensystem.)

Die Schnittgeraden von F, und E heiflen auch Fall-Linien der Ebene E.
Eine Kugel rollt auf einer Fall-Linie hinab in die x,x,-Ebene.
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|*11 A2|-1|2),B(0|-2|-1), C6|1]1)
R(-3|1[-3), 8(-2]2[-1), T(-4]2]-2)
Die Abhiinge eines Bergs seien angenihert die Ebenen ABC und RST.
Wegen der langen Verwitterung ist der Grat g nicht mehr vorhanden.
Dank Analytischer Geometrie 148t sich sein Verlauf rekonstruieren:
Bestimme eine Gleichung von g.
Berechne die Gratpunkte in den Héhen 0 und 9 tiber der x,x,-Ebene.
Zeichnung im Koordinatensystem !

12. Deute das Gleichungssystem 3x; +2x, — x5 =0
2%; + Xy +4x3 =0
X, — Xg+2x3 =0

geometrisch (zwei Moglichkeiten!). Zeige, daB es nur die Losung (0| 0] 0) hat.
Was bedeutet das in den beiden Interpretationen ?

13. Deute das Gleichungssystem 3x, + 2x, X3 = 13
2X; + Xp + 4x, = -
X] — Xg +2X%5 =7

geometrisch (zwei Maglichkeiten!).
Welche geometrische Bedeutung hat die Lisung ?

14. 2X) — X +2x, -12=0 Bestimme eine Gleichung der Ebene F,

X; + X - 3=0 die durch die Schnittgerade von D und E geht
2%, — % — X + 6=0 und den Schnittpunkt von A, B und C enthilt.
QXL o ,‘{2 — ﬂ

X, + X3 — 6=0

gawer BOQBEX
b2
R
|

15. 2%, - 3%, + X3,-3=0 Zeige, dal} sich die vier Ebenen in einem Punkt
5%, — X, -5=0 schneiden, und berechne diesen Punkt.
X] + Xz = XH = 0

5. Ebenenscharen

Enthilt eine Koordinatengleichung auch Parameter, dann beschreibt diese Gleichung
eine Ebenenschar. Die Parameter heiflen Scharparameter. Wir behandeln nur Scha-
ren, bei denen die Parameter linear vorkommen, zum Beispiel

Ep: x+(2-a)x; + (a-1)x3—4=0, aclR
Um die Lage der Scharebenen besser zu iiberblicken, sortieren wir:
Eg: [% 4+ 2% —x3— 4] + a[—x, + %3] = 0

Eine Kurzschreibweise der Koordinatengleichung macht die Darstellung iibersichtli-
cher. Die linke Seite einer Gleichung E: n;x; + nyx, + nyx; + n, = 0 bezeichnen wir mit
E(X). Eine Ebene E ist damit festgelegt durch E(X) = 0, die Schar E, durch E,(X) = 0. In
der Gleichung der Schar E, erkennen wir jetzt zwei Ebenen E, und F

Ept %, +2%,—x%;—4=0 und F:—x, 4+ %, =0.
Kurzschreibweise fiir E;: E,X) + a-F(X) = 0.
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