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|*11 A2|-1|2),B(0|-2|-1), C6|1]1)
R(-3|1[-3), 8(-2]2[-1), T(-4]2]-2)
Die Abhiinge eines Bergs seien angenihert die Ebenen ABC und RST.
Wegen der langen Verwitterung ist der Grat g nicht mehr vorhanden.
Dank Analytischer Geometrie 148t sich sein Verlauf rekonstruieren:
Bestimme eine Gleichung von g.
Berechne die Gratpunkte in den Héhen 0 und 9 tiber der x,x,-Ebene.
Zeichnung im Koordinatensystem !

12. Deute das Gleichungssystem 3x; +2x, — x5 =0
2%; + Xy +4x3 =0
X, — Xg+2x3 =0

geometrisch (zwei Moglichkeiten!). Zeige, daB es nur die Losung (0| 0] 0) hat.
Was bedeutet das in den beiden Interpretationen ?

13. Deute das Gleichungssystem 3x, + 2x, X3 = 13
2X; + Xp + 4x, = -
X] — Xg +2X%5 =7

geometrisch (zwei Maglichkeiten!).
Welche geometrische Bedeutung hat die Lisung ?

14. 2X) — X +2x, -12=0 Bestimme eine Gleichung der Ebene F,

X; + X - 3=0 die durch die Schnittgerade von D und E geht
2%, — % — X + 6=0 und den Schnittpunkt von A, B und C enthilt.
QXL o ,‘{2 — ﬂ

X, + X3 — 6=0

gawer BOQBEX
b2
R
|

15. 2%, - 3%, + X3,-3=0 Zeige, dal} sich die vier Ebenen in einem Punkt
5%, — X, -5=0 schneiden, und berechne diesen Punkt.
X] + Xz = XH = 0

5. Ebenenscharen

Enthilt eine Koordinatengleichung auch Parameter, dann beschreibt diese Gleichung
eine Ebenenschar. Die Parameter heiflen Scharparameter. Wir behandeln nur Scha-
ren, bei denen die Parameter linear vorkommen, zum Beispiel

Ep: x+(2-a)x; + (a-1)x3—4=0, aclR
Um die Lage der Scharebenen besser zu iiberblicken, sortieren wir:
Eg: [% 4+ 2% —x3— 4] + a[—x, + %3] = 0

Eine Kurzschreibweise der Koordinatengleichung macht die Darstellung iibersichtli-
cher. Die linke Seite einer Gleichung E: n;x; + nyx, + nyx; + n, = 0 bezeichnen wir mit
E(X). Eine Ebene E ist damit festgelegt durch E(X) = 0, die Schar E, durch E,(X) = 0. In
der Gleichung der Schar E, erkennen wir jetzt zwei Ebenen E, und F

Ept %, +2%,—x%;—4=0 und F:—x, 4+ %, =0.
Kurzschreibweise fiir E;: E,X) + a-F(X) = 0.
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|E,: x,+(2-a)x,+(a-1)x,~4 =0 |

Fiir einen gemeinsamen Punkt S von E, und F gilt: E((S) = 0 und F(S) = 0. Damit ist
auch E,(S) = 0. Also liegt jeder Schnittpunkt von E; und F auch in jeder Scharebene E,.
Zwei Ebenen mit einem gemeinsamen Punkt haben immer eine Gerade gemeinsam.
Das heift, alle Ebenen der Schar E, gehen durch die Schnittgerade von E; und F.

Die Menge der Ebenen, die sich alle in ein und derselben Gerade schneiden, heifit Ebe-
nenbiischel. Die gemeinsame Schnittgerade heifit Trigergerade.
Um die Trégergerade t zu berechnen, bringt man E;, und F zum Schnitt. In unserm

4 -1
St 5|
1

Beispiel ergibt sich  t: T ft}
0

Wie wir wissen, geht jede Scharebene mit der Gleichung Ey(X) + a-F(X) = 0 durch die

Tragergerade t. Es gilt aber auch (fast) die Umkehrung:

Jede Ebene (auBer F) ist in der Schar vertreten, die die Trigergerade enthilt.

\

Beweis: T # F sei eine beliebige Ebene durch t und P einer ihrer Punkte,
der nicht auf't liegt.
Wir hitten gern: T(X) = Ey(X) + a,F(X).

Setzen wir P ein, dann ergibt sich
Eo(P)
T(P) = 0 = E(P) + aF(P), = a,= — Jp)

Der Nenner ist ungleich null, weil P nicht auf F liegt. E, =T, qed.

Zusammenfassung

Schneiden sich E, und F in t, so besteht die Schar E;: Ey(X) + a-F(X) = 0
aus allen Ebenen (bis auf F), die die Trigergerade t enthalten.

Sind E, und F echt parallel, so besteht die Schar E;: EyX) + a-F(X) =0
aus allen Ebenen (bis auf F), die parallel zu E; sind.
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Als Begriindung fiir den zweiten Teil iiberlegen wir "ins:
Hitten zwei Ebenen E,, # E,, der Schar einen gemeinsamen Punkt G, dann wiirde
gelten
Eo(G) + a,F(G) =0 ] i
Eq(G) + a,F(G) = 0 | = F(@)=0 = E(G)=0¢

im Widerspruch zur Voraussetzung, dall E; und F echt parallel sind.

Die Schar E, mit E,(X) = Ey(X) + a.-F(X) besteht aus allen Ebenen des von E, und F
erzeugten Biischels, bis auf F. Will man diese drgerliche Ausnahme beseitigen, dann
mufl man zwei Parameter in Kauf nehmen:
Setzt mana = }E ,soergibtsich EX)+ E.FX) =0, HeR, A#0
. A
beziehungsweise A EyX) + p-F(X) =0

Lafit man in der Schar E, , mit E; ,(X) = LEy(X) + p-F(X) auch den Fall A = 0 zu, so
ergibt sich E,, = F fiir alle u # 0, und F ist jetzt auch dabei.

Aufler dem Nachteil des zusitzlichen Parameters miissen wir uns jetzt auch noch da-
mit abfinden, daB jede Ebene E, durch unendlich viele Paare A, von Parametern be-
schrieben wird, von denen mindestens einer ungleich 0 sein muB. Es gilt néimlich

a= % = ]{—‘J'l mit k # 0. Das Ebenenbiischel des Beispiels hat die Gleichung
\ i
Epp A + (A —p)xo+ (U—Mxg—4X =0 (Alp) #(010)

Die Menge der Ebenen, die genau einen Punkt T gemeinsam haben,
heifit Ebenenbiindel; der gemeinsame Punkt T heifit Triigerpunkt.

Schneiden sich die Ebenen E, F und G im Punkt T, dann enthiilt jede Ebene der Schar
E,p mit E,1,(X) = E(X) + a-F(X) + b-G(X) diesen Punkt, sie gehort also zum Biindel. Es
gilt ndmlich E, ,(T) = E(T) + a-F(T) + b-G(T) = 0 + a-0 + b-0 = 0.

Die Ebenen F und G des Biindels fehlen in der Schar. Mit einem zusitzlichen Parame-

ter kénnen wir auch sie aufnehmen. Setzt man a = ii und b = £, so ergibt sich
! A

E; uvX) = AEX) + p-FX) + v-G(X), wobei mindestens ein Parameter ungleich null
sein mull. So gilt zum Beispiel Ey,, o = F fiir p # 0.
1. Beispiel: Die drei Koordinatenebenen E;: x; = 0 (i=1,2,3) erzeugen das Biindel
Ey uvt AXy + HX; + VX3 = 0 mit dem Tragerpunkt T(01010).
2. Beispiel: Ey v (2A4+p+2v)x; + (U—A—V)X; + (2A-V)x3 — (3u+12A—6v) = 0
Um die erzeugenden Ebenen zu erkennen, sortieren wir nach A, i und v:
M2x; — Xy + 2X3 — 12) + u(x, + X5 — 3) + v(2x, — X, — X3 +6)=0
E: 2% —-x%+2x,-12=0
F: x+x-3=0
E, F und G erzeugen das Biindel; ihr Schnittpunkt T(11216) ist der Trager—
punkt (siehe Bild \i im Abschnitt 4). Dasselbe Biindel 148t sich auch
einfacher darstellen, wenn man erzeugende Ebenen wihlt, die parallel sind
zu den Koordinatenebenen: Eoor: Px;— 1)+ ol(x, — 2) + X3 —6)=0
Ep,d,t: PX; + 0Xo + Xy —(p+ 20+ 6T) =0
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Wenn der Parameter nicht linear vorkommt, dann 148t sich — auBer in Sonderfillen —
die Ebenenschar nicht mehr so leicht iiberblicken, zum Beispiel E, ,; ux; + vx; = 25 mit
u’+ v* = 25. Diese Schar umfaft alle Tangentialebenen eines Zylinders um die x;-Achse
mit Radius 5.

I-': 0,

—=
SUX, + VE, =25 |

'+ vi= 25

Aufgaben

1. Bestimme eine Gleichung der Triigergerade t der Schar E,. Gib eine Gleichung der

* 3.

Ebene des zugehiorigen Biischels an, die nicht in der Schar ist.
a) E: ax; +(1+a)x; —2x;=06

b) E.;: (1-a)x; + (1+a)x; = a

¢) E: x, +(2-3akx,—(3-2a)x3=0

Die Schar E, werde aufgespannt von den Ebenen E, und F.
Bestimme in der Schar E, die Ebene, die den Punkt P(1 |1/ 1) enthiilt.

a) Eg X+ X, +%3=2 b) Eu2x% + %—%=0
Fo x+% =2 Fi x+2%, +x3=0

¢ Eg 2x =2 d Eg3x,+ 4x; +2x3 =2
F" Xy = 1 .F: X1 — 3)(2 —2 Xg = 2

Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels E, , auf
— £ B 1
a) mit der Triagergerade t: X =| 2 |+ c| 0

), \=1)
a f 1y
b) mit der Trigergerade t: X =1/ 0 |
0)
LU

¢) das alle Ebenen enthilt, die parallel sind zur Ebene x; + 3x, + 2x; =1992

Ly
—5 /
G i

d) das alle Ebenen enthélt, die parallel sind zur x,-Achse und p{m Vektor

[
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Von Ebenen, die in Parameterform vorliegen, findet man die Schnittgerade, wenn
auch miihsam, durch Gleichsetzen (Seite 194). Jemand will dieses Verfahren auf die
Koordinatengleichungen anwenden und setzt die beiden linken Seiten der Glei-
chungen gleich:
B ox—-x +2x,—-4=0
B2y = X3 +4=0
Gleichsetzen: x; — Xy + 2%y -4 = 2%, —x,+ 4
a) Was hat er wirklich bekommen ?
b) Stelle eine Gleichung der Schnittgerade von E und F auf.
c) Bestimme eine Gleichung des Ebenenbiischels, das von E und F aufgespannt
wird. Fiir welchen Parameterwert ergibt sich die Ebene
H: x; + x5 — 3%3 + 8 = 0. Welcher Zusammenhang besteht zu a) ?
d) Zeige durch Rechnung, dafl die Schnittgerade von b) in jeder Ebene
des Biischels liegt.

E, x; +ax; +(2—-a)x; =2a + 4

a) Welche Scharebene geht durch den Ursprung,
welche dureh (11111) ?
b) Welche Scharebene ist parallel zur x;-Achse ?
¢) Welche Scharebene hat ein gleichseitiges Spurdreieck ?
d) Welche Scharebene steht senkrecht auf der x,x,-Ebene ?
r2
e) Welche Scharebene ist parallel zur Gerade X = [éw + 1 -1 |?
25 B S
E.: x +(1-2a)x, + ax; =1
Fy: %+ bxp + (1-2b)x; = 1
a) Begriinde, daB keine Scharebene E, durch den Ursprung geht.
b) Bestimme die Triigergerade von E,. Welche Ebene fehlt in der Schar?
¢) Die Schnittgeraden s, von E, und F, bilden eine Schar mit dem Parameter a.
Bestimme eine Gleichung von s,. Was ist los beia = ; ?
d) Fir welche Werte von a und b ist die Schnittgerade von E, und F, parallel zur
Xy-Achse ?
e) Kann die x,-Achse Schnittgerade von E, und F,, sein ?

E: x +x =0

F: Xo+X3=10

G 2% - xp—X3=4

a) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiindels H,, , auf, das von E, Fund G
aufgespannt wird. Gib den Tréagerpunkt T an.

b) Stelle eine Gleichung des Ebenenbiischels K, auf, das im Biindel H,
und den Ursprung enthalt.

¢) Bestimme eine Gleichung der Tragergerade t des Biischels H, 4

d) Bestimme eine miglichst einfache Darstellung L g von H,

e) Welche Scharebene von H, , , ist parallel zur x 1 Xo -Ebene ?
Welche Scharebenen sind parallel zur x,-Achse ?
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