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Die Geometrie, mit der wir uns bisher beschiftigt haben, heifit auch affine Geometrie.
Die affine Geometrie handelt von den Lagebeziehungen von Punkten, Geraden und
Ebenen. Man nennt sie auch Inzidenzgeometrie (incidere hineinfallen). Typische Be-
griffe der affinen Geometrie sind Schnittpunkt, Schnittgerade, Parallelitit und Teilver-
hiltnis. Affine Eigenschaften bleiben bei Parallelprojektionen erhalten; deshalb geben
unsere zweidimensionalen Zeichnungen alle affinen Verhiltnisse der dreidimensiona-
len Figuren richtig wieder. Langen und Winkel dagegen sind in diesen Zeichnungen
meistens verzerrt.

Wir wenden uns jetzt dem Teil der Analytischen Geometrie zu, der sich mit der Berech-
nung von Lingen und Winkeln befafit. Er heilt metrische Geometrie. Fiir das Folgende
setzen wir zur Vereinfachung ein kartesisches Koordinatensystem voraus. Seine Basis-
vektoren haben die Lange 1 und stehen paarweise aufeinander senkrecht.

Das wichtigste Hilfsmittel der metrischen Geometrie ist das Skalarprodukt.

1. Lange eines Vektors

Die Linge eines Vektors a bezeichnet man mit| a | oder kurzmita: | a |=a.
7 ay

| "2’ | heifit auch Betrag von a . Die Lénge von a =| as 1 ist die Lange der Raumdiago-
\ @3 )

nale im Quader mit den Kantenldngen | a,|, | a,/ und | a;| . Wir finden sie mit

Pythagoras:
A =a% +a,°

a’=d*+a,”=a%+a,2+a,° (Lidngenquadrat)

, B 0 Sl
| Lingevon a:| a| = a = ya,®+a,? + a2

| Vektorlinge a=\a’+ a,” + a,’

'

. (6 R
Zum Beispiel hat a = [—2] die Linge a=V36 +4 +9 =7,
3
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Ein Vektor der Lénge 1 heiflit Einheitsvektor,
rly 0 213
Zum Beispiel sind | 0 |, [-1 |und | 1/3 W Einheitsvektoren.
o) (o —2/3 |
Den Einheitsvektor in Richtung a bezeichnet man mit a ° (sprich "a oben null").

a ¢’ ergibt sich aus a , in dem man a durch seine Liinge a teilt:

|Einheitsvektor a°= 13| ﬁ
£

L LY a
LEinheitsvektorijchhmg as el
(6 . (610 /6
Zum Beispiel ist in Richtung L—:EJ der Einheitsvektor | 2| = 7|2/
3 L 3) 3

Streckenabtragen

Mit den Einheitsvektoren kénnen wir im Raum Strecken bekannter Linge in vorgege-
bene Richtungen abtragen. Als Beispiel berechnen wir den Endpunkt Z einer Wanderung
Pl I

im Raum. Wir starten bei S(1|-2|-2), gehen 27 Einheiten in Richtung u =| 4 |, dann 15
\ 4 )

i =11y . - ; . . ™ ;
Einheiten in Richtung v = [_m | und schlieBlich 18 Einheiten in Richtung w = [—ﬂ.
2 ) ,\_L |'I

=~ 7 3 LT L T R :
= [_2 i{. 017, 5[4 ]|+ 15. ‘ﬁ! = 014. 18- 5 _41: — & |. Wir landen bei 7(13| -8 | -4).
-2 ) 4 ) \

Streckenliinge

Mit der Formel fiir die Vektorlinge berechnet man auch die Entfernung zweier
Punkte oder die Linge einer Strecke
[ Zum Beispiel haben die Punkte A(—4 |113) und B(0|-23)

G

X I'_ : | =
die Entfernung AB = =16 +9+0 =5.
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Dazu noch ein anspruchsvolleres Problcm' Abstand Punkt-Gerade
T \

Gegeben ist die Gerade g: % = | | und der Punkt P(0|-2]1).

1

-i-}.l

‘.3

4

a) Welche Geradenpunkte haben von P (Iu, Entfernung e = / 66 2
b) Berechne den Abstand d von Punkt P und Gerade g, das heifit,
die kleinste Entfernung e, eines Geradenpunkts X von P.

Welcher Geradenpunkt F liegt P am nichsten ?

4

iT 4+ 2
i, : : ¢ e W
Fiir die Losung brauchen wir den allgemeinen Geradenpunkt X = | T

3

+M+

aus dem Verbindungsvektor P X ‘ zp * 2 | beschaffen wir uns das Entfernungs-

8+3u |
quadrat e’= PX %= (7+2u2 + (2-2w2% + (8 + 3W? = 17p® + 68u + 117.

a) Bedingung: p ' + 68 + 117 = (\66)?
172 + 68 + 117 = 66
17u% + 681 + 51 =0
W+4p+3=0
(L+1)p +3)=0,also u=-1 oder p=-3
G_4(5/2]6) und G 4116/ 0) haben von P die Entfernung /66 .

7\ [ 2 ‘!

- X
N )

P0l-2l1)e :‘I,'ﬁﬁ

=

Abstand d=e,.=7

: 4]
NGL(5I216)

P/ JF(31413) = G,

G.(11610)

b) Bedingung: e®=f(u) = 17u” + 68y + 117 mufl minimal ‘vin
also mul f'(p) = 0 sein: 34 + 68 = 0, also u=-2

= fl—2) = 49 ist das Minimum von f wegen f"(-2) =34 >0, e_._ = 7.
I =G 53 14|3) liegt P am néchsten.

P und g haben den Abstand d = e, = 7; [PF] ist die Abstandstrecke.

Wenn man a) gelist hat und sich an einer Skizze vorstellt, wie g, P, G_, und G 4
liegen, dann findet man F viel schneller als Mittelpunkt der Strecke [G_,G 5 |.
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Dasselbe Problem hitte man auch so einkleiden kénnen:

a) g schneidet eine Kugel um P mit Radius 66 . Berechne die Schnittpunkte.
b) g ist Tangente einer Kugel um P. Berechne Kugelradius und Beriihrpunkt.

Winkelhalbierender Vektor

Aus der Elementargeometrie wissen wir, dal die Diagonalen einer Raute die Innenwin-
kel halbieren. Addiert man also zwei gleich lange Vektoren, so ergibt sich ein Vektor, der
den Winkel zwischen den beiden Vektoren halbiert. Man kann aber auch den Winkel
zwischen zwei verschieden langen Vektoren halbieren; man mufl dann vorher die Vek-
toren durch geeignete Multiplikation gleich lang machen.

= [{ﬂ (2)

Beispiel: Bestimme die beiden Winkelhalbierenden der Geraden

o — f 1 S = rl
g Kn=y +?\.‘- IWund hi X =S +u‘ﬂ
| 1 \

|
A

P

I

=g v

|1
Lingen: | u | = H—ﬂ

1.

Die Richtungsvektoren der beiden Winkelhalbierenden sind

(4 e a - f—:ﬂ\
WT: v‘+3'ii‘:[21 und Wy, = V —31u :lfi
4,- ';‘2'_-'-

-

Y %

{ 2 % ~ Y i i1
Gleichungen der Winkelhalbierenden: wy: Lo=8 +rr| i ‘ wy X =8 + r‘ 4 |




Aufgaben

L

3.

W
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Berechne die Betrige von

£ Fa- T r 12 5 1L =14>
a) 4] b) |_:12| ¢) [-15 d) [ 0 e) ..2J ) —17}
12 ) \-3) L 16 | 7 ~23 | 56 )

Zeige, daB fiir rationales a der Vektor

\ala+1))

Berechne die Einheitsvektoren in Richtung

i B 7T 0,55 ¢ 0y =1 8
a)|2| b) {14J c}{ 1 | d}{—z e)|—i f) [—1\
2] 14 1) 0 e 4 )
lrﬂ‘\ Fitd b s f.fl\ i i —3a
© B[] b | IJ i) {-1 | sefie]looB —[_1‘ N [2,4;1}
F ) 2,3 112 | /5 74 3.2a

Berechne a

7 da y| £ any (11/5 oAy
a) —6&1 =14 b |[2]=7 & [[Fa } -2 d) L 2 =3
| 2a y \a-1 !\\ 2 ) ﬂ-—]J
a+9y f 2a y (a’~5Y
[- =15 9 |[a =9 g) L“:\_ﬂ W |[a |[=13
\a—3 | a-3) 4d+10| Igaz+3JI

‘1|+?-.. 1] X =

7 r 3
16 |+ LL]- 1
] ‘)3

He]echne dle }mt{ernung der Punkte A auf g und B auf h,
die zu den Parameterwerten A = =2 gehéren.

Berechne den Umfang des Dreiecks ABC:

a) A6|3|-4), B(B|6|2} C{2|9|8)

b) Am-al—e} ,C0]-2]2)

c) A(g'glm,m 613]9) ,([U|—E-|—h},Umkruisradius ?

Zeige, daf} die Punkte auf einer Kugel um den Ursprung liegen,

und berechne den Kugelradius r.

a) A26-7|2),B@25/10(-2), C2]14|23), D(=7|-14 | -29)

b A(12/4139),B33/4/24), C32|9]24) Ddl|24|12] E(23|24|24)

Zeige, dafl die Punkte auf einer Kugel um M(-20 | —20 | —4) liegen,
und berechne den Kugelradius r.
,B(12|-13|0), C(8|-3/0),D(8|-4|3) . E5

0|4) und
Fo|ol13).




11.

13.

14.

15.

16.

» 17.

.
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Zeige, daB die Punkte auf einer Kugel um M(30|20| 10) liegen,
und berechne den Kugelradius r.

A(-18[11|6), B(-6|-13|6), C(—-6]-12| 1), D(-11|-4|-2),
E(-6|-111|-2) , F(-10|-4|-5) und G(-6| -4 | -13).

| Durch A(4|-5|3) und B(6|-3| 2) geht die Gerade g.

Bestimme die Punkte auf g,
a) die von A die Entfernung 9 haben b) die von B die Entfernung 9 haben.

Durch P(-2|5| 1) und Q(-1| 13| -3) geht die Gerade h, F(0 | £, | f,) liegt auch auf h
und ist Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 18.
Berechne die Schnittpunkte von Gerade und Kugel.

Berechne alle Achsenpunkte, die von A(4 | 1|7) und B(-8|-7] 1) gleich weit
entfernt sind.

Berechne Mittelpunkt und Radius des Umkreises vom Dreieck
A©loloy,B7|1|0),C@3|9]0).

Berechne Mittelpunkt und Radius einer KuFel durch
A2[0/0),B(-1]1114),C@l1]|0)und D(-3[7]6).

Berechne die Koordinaten eines Punkts S, der vom Ursprung die Entfernung \50,
von A(7| 1] 0) die Entfernung /38 und von B(3 |9 0) die Entfernung \ 62 hat.

Welche Punkte der Gerade g durch A(8|3|10) und B(5| 12| —2) haben vom
Ursprung die Entfernung 11 ?

sessy 2 0
P2[8|T), gX = [2W+u(2w

all =3
a) Pist Mittelpunkt einer Kugel K mit Radius r = 3y14 .
Berechne die Schnittpunkte von K und g.

4

b) Eine Kugel um P beriihrt g. Berechne Radius und Beriihrpunkt.

Ein Wiirfel hat die Ecke (1]1] 1), seine
Kanten haben die Linge 2 und sind par- X
allel zu den Koordinatenachsen. Ihm ist L T 2
ein regelméBiges Tkosaeder so einbe-
schrieben, daB in der Mitte jeder Wiirfel- AN
fliche eine Ikosaederkante parallel zu T e
einer Wiirfelkante liegt. Berechne die /AL ]
Koordinaten der 6-2 Ecken des Ikosa- el [
eders.
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19. Bestimme die Winkelhalbierenden w; und w, von e und f und zeichne diese vier
Geraden in ein ebenes x;x,-Koordinatensystem.

x ‘3 b \ L8 s 3N

a) aX :{—]|+h . f X =|-1 +Ll[—4

0) Lo Lo)

s rl\ 2 r11y

b eX = ‘+R 2 PR :.HW-i-_u—El

nJ L0 0,

20.] Bestimme die Winkelhalbierenden w; und w; von e und f.

B -"I e r1y 16
e X =[2]|+A '3‘ f:X:|'J|+;111
\3!| \3f, 8

» 21. A(6/3|6),B(-4|-8|8) und der Ursprung sind die Ecken eines Dreiecks.
BLf-.tmmm Gleichungen der Winkelhalbierenden des Dreiecks OAB und den
Inkreismittelpunkt I.

* 22. Durch U(16 | -16 | 8) und den Ursprung geht die Gerade u.

a) M(10(?|?) aufu ist der Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 9.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Gerade u

b) Eine Kugel mit Radius 6 hat ihren Mittelpunkt auf u und schneidet u im
Ursprung. Berechne den Kugelmittelpunkt und den zweiten Schnittpunkt.
i £ 4 \
¢) Durch C(?|?|-38) auf u geht die Gerade f mit Richtung
4 )
Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von u und f.

2. Winkelberechnungen

Zwei Vektoren legen zwei Winkel fest, von denen einer im allgemeinen iiberstumpf ist.
Den andern bezeichnen wir als Winkel ¢ = < (‘a’, b ) zwischen den beiden Vektoren a

und b.
ot
/ | ¢=90
b .
0<p=<180
y £ 9= JA(a,b) e ¢ =180
= \\\\\{p a b P o
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Weil wir Léngen schon berechnen konnen, liegt es nahe, den Kosinussatz fiir die

Winkelberechnung einzuspannen. In einem Vektordreieck sieht das so aus:

a, . b,
Mit a =| @z |und b =| bs | ergibt sich
dg ba

(a;—by)* +(ag—bo)* + (a3 —bg)*=a,> +ay° +a" + by + by” + bs° =21 a || b|cos

Kosinussatz

¢’ = a’ + b’ - 2ab-cos ¥

a=lal bz=bl c=|a-b

a-bl = [af + bl - 2/alblcos @

Nach dem Ausquadrieren fallen alle Quadrate a;* und b;* weg und iibrig bleibt:
—2(a;by + aby + agbs) =—2| & || blcos ¢
ahy + agb, +asby=| 2 || b | cos ¢
Den Term a;b; + a,b, + azb, kiirzt man ab mit a - b. Weil seine Eigenschaften an ein

Produkt erinnern, nennt man ihn auch Skalarprodukt von'a und b.

Definition:

al (bl
| DieZahl acb = | @ |o| bz |:= a;b; + asb, +asbs

dg by

| heift Skalarprodukt der Vektoren a und b.

Damit gilt

— A

& [ |
asb=|all blcosg |

Winkel zwischen zwei Vektoren

Ist weder @ noch b der Nullvektor, Sy aob
d . cos<(a,b) =
80 findet man ihren Zwischenwinkel <(a ,b)

211




Die Kosinusfunktion ist fiir 0°< ¢ < 180° eineindeutig; deshalb liefert die Formel gerade
den Winkel, den wir oben als Winkel zwischen zwei Vektoren eingefiihrt haben.

=1 S 6 s
Beispiele: a = L—G], b = [—3}, 4(a,b)="?
6 -2
—T 6 At =
6 D[_:j SO T e SN SR T D e T,
6) |-2
AR T 36 AT RS o : !
cos<¥(a,b) =137 =— 77 ; = ¢=117,9". Wir geben Winkel immer auf 0,1

gerundet an und schreiben aus Bequemlichkeit = statt = .

L aasen o 1y AL
u=,\|35 ,v:[EI. F(a,v)="7
\_33’ 4-"

Wev =2+10-12=0; Cos (p = li‘,:(); = ¢ =90°

Orthogonale und parallele Vektoren

Wegen cos ¢ =0 & ¢ =90° gilt ‘ 2ob =0 alb

i S =
fiir a,bzo

Mit dem Skalarprodukt kann man also mit einem Blick iiberpriifen, ob zwei Vektoren
aufeinander senkrecht stehen. Zwei Vektoren a\,_b mit 4 (a,b) = 90° nennt man
auch orthogonal. Fiir parallele Vektoren gilt ¢ = 0" oder ¢ = 180°. Wegen cos 0° =1 und
cos 180° = -1 ist dann

a‘b = ab 139 ¢=0°
oder

ab=-ab 2 b ¢=180°
Linge und Skalarprodukt

Wie bei Zahlen schreibt man beim Skalarprodukt auch a ? statt a e a . Hohere Poten-
zen als die zweiten sind allerdings sinnlos, denn zum Beispiel bei (@ a ) a miiBte die
Zahl aca durch ein Skalarprodukt mit dem Vektor @ verkniipft werden.

Wegen a’=a>+a,”+a,°=| a|? ergibtsich | a| =4/ a2.

Diese Formel erinnert an die Formel fiir Zahlen | x| = \fxT
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Geometrische Deutung des Skalarprodukts
Bezeichnet man mit a, die senkrechte Projektion von b in Richtung a , dann kann
man der Zeichnung entnehmen:

[ — — _ﬁ-
a, =b cosp a’ b,=acospb
b, i)
= *
b
2\ b eos g |-\ IE! ._a
Q < 9° B @ < 90°

aob = ﬁcﬁ; = a-a,; _a-ob = bcba = b.ba

— e

a,=b cosg a’

—— s L
: o> 90

a T

a,,

a-b = b-b, = -b-b,

Fiir 0° < < 90° ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produkt der Lénge
eines Vektors und der Lange der senkrechten Projektion des andern auf ihn.
Fiir 90° < ¢ < 180° muf man das Produkt der Léngen mit —1 multiplizieren.

Diese Interpretation verwenden die Physiker manchmal zur Formulierung von Geset-
zen, Beispiel: die mechanische Arbeit W als das Skalarprodukt des Kraf'tvekmrs F }111(1
des Streckenvektors . So gilt zum Beispiel fir die frei wcrde;nd::! Lageenergie E einer
Walze vom Gewicht G, die eine schiefe Ebene herabrollt: E= G ° 8

| W =FcosQs =F-8

Yui

;i : .G =0
¥ Lageenergie: [s||Gl-cosy=58:G
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Winkel zwischen zwei Geraden
Als Schnittwinkel zweier Geraden definiert man den nichtstumpfen Winkel der Gera-

denkreuzung. Wegen cosc = —cos(180°—c)=—cos 6 =|cosa | gilt
oV | Schnittwinkel o zweier Geraden mit den Richtungsvektoren
080 = T w u und v . Der Betrag garantiert, daB ¢ nicht stumpf ist.

A(g,h) = A(k,h)

Auch beil windschiefen Geraden kann man mit dieser Formel einen Winkel berechnen.
Es ist der Winkel, der sich ergibt, wenn man eine Gerade parallel so verschiebt, dali sie
die andere trifft.

Richtungswinkel und Einheitsvektor
Die Koordinaten eines Einheitsvektors a ” entpuppen sich bei genauerem Hinsehen als
Kosinuswerte der Winkel, die a ° mit den Richtungen der Koordinatenachsen, das heifit
mit den Basisvektoren, einschlieflt. Es gilt ndmlich zum Beispiel

(301 (1)

agg (2 | 0
L33 ) \0) : -
COS ) = s = — =8y (die Wurzel hat den Wert 1)
Nag +ag +ap -1

cos o
=y . 2 g 2
Daraus folgt a = | cos oy [ mit (cos o;)* + (cos o) + (cos oy)* = 1.

CO8 Oy
a' IA
&1\

180 (cos & cos )
A = | BN A 05 @

= sin o
ETI:,‘"E-*_ _é;'”l 2 5 ~ o é: 1

- e = _-_L'— Y . 1 o - i .

X, e : X,

ol
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Wir nennen «; den i-ten Richtungswinkel des Vektors a ;

0, ist also der Winkel zwischen a und dem i-ten Basisvektor.

oAy g NG ceoB 636
Zu a=|8 } |k =8 = [cns 27,3°
-1) —1/9) | cos 96,4°

Oft ist ein Richtungsvektor durch seine sphirischen Koordinaten ) und ¢ festgelegt. | ¢|
(aq .
az} und seiner senkrechten Projektion a, in
|83

die x,x,-Ebene. Die ¢-Werte liegen zwischen —90° und +90°, ¢ und a; haben dasselbe

Vorzeichen. A ist der Winkel, um den man €, in Richtung ‘e, drehen muB, bis er die

ist der Winkel zwischen dem Vektor a =

Richtung von a, hat. Die A-Werte liegen zwischen —180° und +180°. ¢ und A entspre-
chen der geografischen Breite und Linge auf der Erde. Zu jedem Paar (Al @) gibt es ge-

cos A cos @
nau einen Einheitsvektor, fiir ihn gilt a °= | sin A cos ¢ |-
sin @
Aufgaben
|ﬂ Berechne den Winkel ¢ zwischen a und b
"4 - 2 L] = 1 — -3 e =15 a r1
a) a= ﬁ,b:{E} b) a= 41,1}:[—5 c) 21:[5 ,b:[?]
3 | 8 9 8 10 3,
P s TR T e O
d) ‘a:f&i],b: -7 e) a:[]?i,b:|—2ﬁi- f) az‘n';!.h: 2v3
\-88) 5 St ) o B

(]

Welche Winkel schliefien die Gerade g und die Koordinatenachsen ein ?

i 4 s 0
a) g X :pf-v] b g X :M(-SII
\=4 N

B ik

Zeige, daf die Ortsvektoren A, B und C einen Wiirfel aufspannen.

i 1 5. P e et 2 = # 10 > ~11 “ 2
a) A:P\\!. =f1],c=[,z] b) A=|_51,B=[_z}.c=[m}
2

=

f/l' =2 1) | 10 ) 10 ) 5 )
cpe repty — . f a+l el ala+1)
c) A= i arl ol Bis —-'i{a+1);, G = a
\ala+1) a ) —a-—1 |

|4 Fiir welche Werte vonuist a Lb,alc,blec

: ( T ; 2-3u
1 S NG s P w o ekl e Ln i \

D F=(u)b=[%)T=(21] BDE=[2u] b=uz) = v
2u _J; \—u) | 1 J \ i | ) I\-LH_fi’l \ 94+9u )
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5.

7.

12.

216

Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 45° ?

1y FRN TN e Lty B F1y =95
(2‘( 1 b) IL11.|D| ey |1 !,{—4 d) 'u},‘ 2u
2 (1) 1) fu ) \2u |8 8 )
fl . 71
a2 g‘.}{:t 1+u
1

\2, J 0] !
K sei ein gerader Kreiskegel mit dem Offnungswinkel 90°,

seine Spitze liegt im Ursprung, seine Achse verlduft in Richtung a .
In welchen Punkten schneiden sich g und K ? (Vergleiche 5. a) )

—

Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 60° ?

sy T 1 -8 b o,
a).ui,m‘ b)‘ll[ | c)(qw,aw d}(fs,_:z
\2) \-u u/\1 \9) \u) \u/ \1
fuy 3 4y 71
e) | 4|, u b4 {9 o
\31.1’_. 4 | e \2u+1f
L s | S . - o A .
u =|y|, a=| 21, b =|1|. Bestimme 1 so,dafl u auf a und b senkrecht steht.
.\f’} 'lkg \[’}J
% _l\" =rk [T N -'2“
a = ( 2l =S| e = ‘ 8
\ 4 )I '\] \ t J

Bestimme r, s und t so, dal a, bund ¢ paarweise orthogonal sind.

Berechne die Winkel des Dreiecks ABC
),C(29]8)
b A(l|-6]|- —
¢c) A©|9/0),B-6/3]9),C0O|-6]|-6)

| Berechne den Winkel zwischen

a) einer Raumdiagonale und einer Kante eines Wiirfels
b) zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels.

A4l113),B4|-216),C(11116),D(5/2|7)  Zeichnung im Koordinatensystem !
a) Zeige, dafl ABCD ein regelméiBiges Tetraeder ist.
b) Berechne den Schwerpunkt S.

¢) Berechne o= <(SA,SB)=<(SA,SC)

T, 2 — 3 2 b
g X [ 0 ]+ ?u.‘ X = _\;E] + 1 [ 2 |. Berechne den Winkel zwischen g und h.
ﬂ )

5 1)




14.

16.

17.

18.

19.

e X =[_3]+1(q, AG|1]0)
6 -2

Verbinde den Geradenpunkt fiir A = 2 mit A durch die Gerade h.
Berechne den Winkel zwischen g und h und gib eine Gleichung von h an.

3

Zeige, daB g und h windschief sind, und berechne < (g,h).

LS r‘l 1 ] ] fi
e 2 1]+?-~ g2l heX =[1|+il=5
1 3 il Llﬂ

a) Berechne den Schnittwinkel von g und h.

N f[}\, rl (
o) +1 1} hX =|-
0.-'l

'x“'.

b) Stelle Gleichungen der Winkelhalbierenden w; und w, von g und h auf
und zeige, dal} der Schnittwinkel der Winkelhalbierenden 90° ist.

¢) Berechne <(w,, g), <L(w;, h), <(w,, g) und <L (w,, h).

e B 1
d= |1 h=l=1
=1 1

a) Bestimme a,, die Projektion von b in Richtung a.
b) Bestimme b, , die Projektion von @ in Richtung b.

¢) Welche Besonderheit haben a und i; wenn gilt E: = b7

*

. T aob _,
d) Zeige allgemein: a, = - i
Deute gcomctnsch
a) ABoAC = b) ABo AC AB .- AC
¢©) AB-AC =-AB-AC Q)
Welche Winkel bilden der Vektor a und die Richtungen der Koordinatenachsen ?
o P . (V2 i
a) a=|L1]| b a=|[0 c) a=|1
i\\"z ) 72 \0)

Bestimme die fehlenden Richtungswinkel eines Einheitsvektors, von dem bekannt
ist:

a) o, =60 b o =90 ¢) o=7? d oy=0,=04
o, = 120° 0, =17 o, =7 wie grol} ist o, ?
Cf/; = I? (13 - BOJ (13 = 18[}
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+ 21. Will man die Richtung eines Vektors mit den Richtungswinkeln festlegen, so sind
diese nicht beliebig wihlbar.
a) Fiir welchen Wert von o liegen o, und a4 schon fest ?
b) Welche Beziehung besteht zwischen o, und o, wenn durch sie o eindeutig
bestimmt ist ? Wie grof} ist o3 dann ?

¢) Welche Beziehung miissen o, und o, erfiillen, damit fiir &3 mehr als ein Wert
existiert ? Wie liegen dann die zugehérigen Einheitsvektorren ?

In Aufgabe 22. bis 26. bedeuten A und ¢ sphiirische Koordinaten.
N o8 A COS
22. Zeige, daB der Vektor @ ° =| sin & cos p | die Lénge 1 hat.

sin @

23. Bestimme einen zu A und ¢ gehorigen Richtungsvektor
a) A=90,0=60° b) A=120°, =45
¢) A=-11,5",¢ =481 d ¢=-90

&

Wie mufl man A und ¢ wihlen, damit die drei Richtungswinkel o, , o, und o, gleich

grof} sind ? (Al ¢) ist die Blickrichtung (=Projektionsrichtung) fiirs Normalbild in
Isometrie (gleiches Maf3 auf allen Achsen).

i (8 . . .
25. Der Vektor p = | 4 | erscheint in einem geeigneten Koordinatensystem als Punkt.

|5

In welcher Richtung (Al ¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?

L 1]

¢+ 26. Bei der Dimetrie (gleiches MaB auf x,- und x53-Achse) ist der Projektionsvektor

o (VT
Bi= [ 1 ] In welcher Richtung (A|¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?
1

3. Eigenschaften des Skalarprodukts

Die Korperaxiome EEW[I‘@ legen fest, wie man mit reellen Zahlen rechnet.

ADDITION MULTIPLIEATION

|Existenz
fiir alle a,b €R existiert

a+b| [@
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Eliﬁmmutativitét
fiir alle a,b €IR gilt

la+b=b+a| lab=ba|

@ssoziatiﬁtéit
~ furalleabceRgilt
(@+by+c=a+rb+o)] (@b =aba)|

E_ieutrales Element

es gibt eine Zahl 0eR, es gibt eine Zahl 1eR ,
S0 daB fiir aclR gilt so daB fiir aclR gilt

a+0—_ﬂ_;! a-].-—-fl

mnverses Element

zu jeder Zahl aelR gibt zu jeder Zahl aelR | a= 0
es eine inverse Zahl - a, gibt es eine inverse Zahl;l‘ 3
so daf gilt Ha
[a+(a)= 0] ia-inq
Dlistributivitit
fiir alle a,b,c eIR gilt

[(@a+b)c=ac+bc]

Die Gesetze IEHE_E’_H_ gelten fiir Addition und Multiplikation in gleicher Weise. Der

Unterschied dieser beiden Verkniipfungen zeigt sich erst im Gesetz j In |D| kommt

die charakteristische Eigenschaft der Multplikation im Vergleich zur Addition zum
Ausdruck. Man wird also einer Verkniipfung den Namen Produkt nur dann
zugestehen, wenn zumindest dieses Gesetz gilt.

Beim Skalarprodukt gilt

5 daj bl € a + bl\' Cy
(.a:. +b )c [':' - (82 44 bo|lo| o |=]|as+ by G(CQ_ =
.\33 b_q | Ca ag + b3 I\{J_q

"

= a,¢; + by¢; + 8,Cy + byCy + a3C3 + byCy

= 31(:1 + EiQCQ + 33[:3 -+ b 1€y + b2C2 + buc_-_; =

-31 Cl bl'\ L]\u
=|agfo|cy|+|ba|e|C2 =&UC+b°L
ag| |cg by| |¢eg

Also gilt das Distributivgesetz fiir das Skalarprodukt — was seine Bezeichnung nach-
triaglich rechtfertigt. Wie schauts mit den andern Gesetzen aus ? Man findet schnell,
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daf} nur das Kommutativgesetz gilt: @ °b= beoa. Beim Assoziativgesetz gilt wenigstens
eine schwiichere Form: (u-a )o b= p(a ¢ b); in ihm kommen drei Multiplikationsarten
vor

Zahl mal Vektor g-a S-Multiplikation
Vektor mal Vektor aob Skalarprodukt
Zahl mal Zahl W(aeb)  Zahlenprodukt.

Man kann also mit Vektoren fast genau so rechnen wie mit Zahlen; einige Ausdriicke
haben keinen Sinn, so zum Beispiel Produkte aus mehr als zwei Vektoren wie a ° und

—,

: . ol ! b i Sl e
Quotienten mit Vektoren im Nenner wie — oder — . Es gelten aber zum Beispiel die bi-
a a
nomischen Formeln: (2 +bP=a2+2ach + b?

(a—-b)e(a+b)=1al_p2

Bei der Untersuchung abstrakter Vektorrdume (zum Beispiel mehr als Dimension 3)
stellt sich die Frage, wie man die Begriffe Lange und Winkel verallgemeinern kann.
Ein Weg besteht darin, ein Skalarprodukt zu definieren, indem man bestimmte Eigen-
schaften fordert und sie im Axiomensystem eines verallgemeinerten Skalarprodukts
zusammenstellt, Dabei orientiert man sich an den Gesetzen, die fiirs Skalarprodukt im
R? gelten:

Sind a, b beliebige Elemente des abstrakten Vektorraums V, dann ist » + « mit asbhelR ein
Skalarprodukt von a und b, wenn die Axiome gelten:

1] furalleabgceVgilt (a + h)+c = axc+ bse
[II] firalleabeVgilt ash = bva
ﬁ‘ fiir alle pelR, ab eV gilt (u-a)+b = p-(ash)
LI\:J"_| fiir alle aeV, a =0 gilt a*a >0

Das IV. Axiom braucht man, um die Linge lal eines Vektors a
- = Frris e
mit der Formel lal = +/a*a zu definieren.

Einen Uberblick tiber die méglichen Skalarprodukte erhélt man, wenn man im Vektor-
raum eine Basis (g, , g;, ...) und damit eine Koordinatendarstellung hat. Wir zeigen das
fiir einen dreidimensionalen Vektorraum:

4= 04q€8; + 0ty + OBy
b=Pe, +Pae; + Baes
a*b =(oye; + 0pe; + 0ges) * (Bygy + Bogs + Baey)
= oyf; er%e; + 0ufs eores + OgPs eqtes +
+ 0Py e1%€5 + 0ufg €405 + 0P exve; + 0Pgegres + 0B egre; + s egte,
Die Produkte der Basisvektoren heiflen Strukturkonstanten. Kennt man sie. dann liegt

das Skalarprodukt fest. Allerdings mufl man sie so wihlen, dal die Axiome erfiillt sind.
Ein Vektorraum mit einem so definierten Skalarprodukt heifit Euklidischer Vektor-
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raum. Das einfachste Beispiel ist das uns vertraute Skalarprodukt. Man nennt es auch
Standard-Skalarprodukt. Seine Strukturkonstanten sind:

L e, e i

C]nC] = CQE’CQ = (.33“03 =1

o S § O = e
Das fithrt zu aca =a,°+a,” +a,°>0 fiir a#o.

Es gibt aber auch ungewohnliche Skalarprodukte mit Strukturkonstanten wie g#g, = 2
und g+e: = 1 fiir i #j. Dann gilt
ad+a = 2(312 Az Ugg + ‘-132} + (040 + Oty + 00y + 030k + 0404 + 04 0) =

= (0 + 0p)° + {0y + 0% + (0p + 00 > 0 fiira#0.

Bei diesem Skalarprodukt gilt zum Beispiel

s 1
-1 ( 1 1 B B e

I\ | 4 '\_lx

+1.1.1 + 1.(-1)1 + (-1)1-1 + (-1)(-1)1 +1-1. 1+ 1.1.1 =0

1

Der Vektor a = (—1] hat in diesem Skalarprodukt die »Léange«| a | * mit

1
L

: a eI 2 I/l 1
!ﬂl*“: W—ll ::—1]*—1 =112 + (=1)(-1)2 + 1-1-2 +
N1 (1)1

+ 1.(-1)1 + 111 + (=1)-1-.1 + (-1)-1.1 + 1-1.1 + 1:(-1)-1 = 4
also ist| a| * = 2. (Beim Standard-Skalarprodukt hitte a die Lange /3 .)

Auch einen »Winkel« kiinnte man mit diesem Skalarprodukt bestimmen,
wenn man den Winkel ¢* zwischen den Vektoren a und b definierte mit

i
i
d
Fat
=
|
L

W ash
SO S T B
I ( 1 r 1y k
Als Beispiel nehmen wir a = :—11, b=| 1 |
kl / \0;' I_'
s [ 1
ash= {_1 *H S B i B S E
X, 1_.-' D; .
+1.1.1 +1.01 + (-1)-1.1 + (=1)0-1 +1-1-1 + 1.1-1 = 2 :
— E . s i
lal* = 2, fiir b ergibt sich | b| * = /6, also cos ¢* = o = @* = 65,9".

(Beim Standard-Skalarprodukt wiirde sich ergeben cos 9 = 0, = ¢* =90".)

a+b ; k a+h .

Die Definition cos ¢* = T *fg hat nur einen Sinn, wenn -1 < 77— <1 garantiert

ist. Tatséchlich gilt fiir jedes Skalarprodukt die Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ:
(a+b)*<(a+a)b+b)
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Beweis: Fiir b = 0 stimmt die Beziehung.
Nun sei b # 0 . Wegen |IV| gilt fiir pelR
O0<(a+pb)+(a+pub)

€ £ Hh & =
0<a*a+2ua+b+u’bs+b;setzt manp=— ;i , 80 ergibt sich
(asb¥  (ashf
< A el
0<a+a-27%p +}p
(asb)*
0<ara-+o H bsb

0<(a+a)b+b)—(a+bh)?, g.e.d.

Baron Augustin Louis CAUCHY (Paris 1789 bis 1857 Sceaux) hat diese Ungleichung
formuliert und fiir endliche Folgen in seinem Cours d'analyse 1821 bewiesen.

Hermann Amandus Schwarz (Hermsdorf 1843 bis 1921 Berlin) hat sie 1885 im Zusam-
menhang mit der Untersuchung von Minimalflichen verallgemeinert.

Aufgaben

1. Begriinde: Die Axiome ﬂ[ﬁﬂ! gelten fiir kein Skalarprodukt aufer in
Vektorrdumen der Dimension 1.

;2'. Welche der folgenden Terme beziehungsweise Gleichungen sind mathematisch
sinnlos, welche Umformungen sind giiltig ?
a, b und ¢ seien Vektoren, a, B und yseien Zahlen, auflerdem sei a « b ein Skalarpro-
dukt, o a eine S-Multiplikation und o.p eine Zahlenmultiplikation.

a) (a+b)+bh = as=b? b) (a*b)-b = a-b?
© asb=y,»a=p d a@sb=p>a=-L
e) (a+blc+a-(bxc)=a.(b+c+b+c)=2a-(b+e)
a*h ;
Dty = g .5 =b h) 35 =7

3. Beweise: 0xc=0

* 4. Untersuche, ob mit folgender Definition ein Skalarprodukt im IR® festliegt:
a) a=b=a;b;, —3ab,—3ab, —a,b, :
b) a+b=3ab, —4ab, —4asb, + 8a,b, — a,b; —ash, + 4asb,
¢c) asb=a°+a’+a°+b*+ b,?+b:?
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Liegt tiberhaupt ein Skalarprodukt vor ? Bestimme gegebenenfalls die
Strukturkonstanten des Skalarprodukts im R?

a) a+b=2a;b;, + W.IFF; (a;bs + ashy) + Hagb,

b) a=+b=2a;b, —3(a;b, + asb;) + 5ab,

¢) a=b=4a;b; +5(a;b,—ash;) + 3asb,

Bestimmen die Strukturkonstanten ein Skalarprodukt ?
a) e’=cundo;>0, g=e=0fiirizj

b) e’=1, e +e;=caundlol<l, e*e;=eyxe;=0
¢ e’=1 e’=2, e2=38, e +g=1firi=#j
d) e’=1, e +e;=2 @ere3= e3+e;=0

Ist in einem n-dimensionalen Vektorraum durch den Term
— XY + Xo¥p — Xg¥3 + ... + (=1)°x,y,
die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts gegeben ?

In einem Vektorraum mit der Basis (e, , e, , 4} sei ein Skalarprodukt bestimmt
durch die Strukturkonstanten

e=16'=2 e =3, e *e=1, €y*e3=g3% =0

a) Gib die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts an.

b) Zeige: a* > 0 fiira > 0.

¢ 4 71
¢) Berechne damit das Skalarprodukt der Vektoren a = [—23} sh=It2 }
-5

b

d) Berechne die »Lingen«von gund b.
e) Berechne den »Winkel«von aund b.

Berechne im IR? einen Vektor n der »Linge« 5, fiirden gilt a*+n=b*n=0;
verwende das Skalarprodukt von 6. ¢). (n ist »Lotvektor« von a und b.

il 3
T

—1 4
Zeige die Giiltigkeit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung fiir das
a) Standard-Skalarprodukt b) Skalarprodukt von 6. ¢).

—

4. Anwendungen der Orthogonalitiit

Vektor, der auf a senkrecht steht: Normalvektor von a

Vor gut 200 Jahren ist das Wort »normal« aus dem Lateinischen iibernommen worden.
Es leitet sich ab von nermalis = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.
Die Bedeutung normal = senkrecht findet man zum Beispiel in »Normalprojektione,
»Normalbild«, »Normalkraft« und »Normalvektor.
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1, ... 0, sind Normalvektoren von a

fied =0

Die Aufgabe, Vektoren zu finden, die auf a (#0 ) senkrecht stehen, ist nicht eindeutig
losbar. Normalvektoren T (#0 ) von a miissen die Gleichung nea =0 erfiillen:

n;8; + Nyay + Nyay = 0. Weil man zwei Koordinaten von m frei wihlen und dann die
1%1 e 343

1 3
dritte daraus bestimmen karm_. ribt es o0? Lisungen. Zum Beispiel er ribt sich fiira 2

0y [-3\ ra2y =2y

die Gleichung n;+ 2n, + 3ny; = 0; mogliche Losungen sind |—3' . |0 =
z‘ (g ISRy e
e e
und |25 |. Besonders leicht findet man Normalvektoren zweidimensionaler Vektoren.
\—2 )

s f— 8oy, ; ) e, a : v
a, = L a, }.mt ein Vektor, der senkrecht istzua = [a;] und genau so lang ist. Die Koor-

dinaten von a und a, lassen die Bedingung aus der Analysis fiirs Senkrechtstehen von

. i - Z de <
Geraden erkennen: Geraden parallel zu ‘a haben die Steigung m = a, » und die parallel
|

e : : ay . 4 : :
zu a, haben die Steigung m = — s aber nur, wenn keine Koordinate gleich 0 ist.

a, _
-—3;@: a" | = 0
ae, a
a,e,
a,e,
P Q)
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Vektor, der auf a und b senkrecht steht: Normalvektor von a und b
Sind a und b linear unabhingig, dann ist der Normalvektor n bis auf einen Faktor
eindeutig bestimmt. Um n zu finden, muf man das Gleichungssystem:

nea =0

T ob =0 losen. Dieses 2,3-System hat e' Lésungen.

o - e ( ] \ - & _] 3
Beispiel: a = |2, b= 3
\ :-3 / LY 2 g

n+ 2ns + 3nz =0

-1+ 30, + 20y = 0 Losung m, =s[-1
6 1

= &[]

|
i,

}

Normalvektoren von aund b

Abstand von Punkt und Gerade; Lotfulpunkt
Der Abstand d ist die Lange des Lots von P auf g. Ist X allgemeiner Punkt der Gerade g:

X =0 uu, dann bestimmt man den Lotfullpunkt F aus der Gleichung P Xou =0,
Der Abstand ist dannd = PF .

3

}l.i:
Sl d(P,g) =PF =17

G(51216)

S
P(0I-211) -—___l_ '}. F(31413)
: _—\\

PF-i=0 E 1




5 5'\ 2“1
Beispiel: & X = (2J|+11[---2 JPOOI=2]1)
3

\6 \ 3 )
—= B+ 2 — -~ B4 2y
K= [P Dy lE P =ttt
\ 6+ 3p \5+ 3

PXo® =0: 205+ 21)—2(4—2) + 3(5 + 3u) = 0
171+ 17 = 0 = p = -1 eingesetzt in P X :

— 1 2 fs\ e

PX = PF = Lﬁ |, Abstand d(P,g)=| PF |=7
(J |
=

zu | = —1 gehort der LotfuBBpunkt F(3 | 4| 3).
F ist derjenige Geradenpunkt, der P am nichsten liegt.

Der Abstand laBt sich auch trigonometrisch berechnen. Man bestimmt cos Q:

uo- GP = SABy Sttt
A GP ,und ausd = GP -|sin ¢| ergibt sich: d = GP /1 - (cos 0)>.
u: \x
Im Beispiel von oben sieht das so aus:
— F—D L
GP = [—4 | GP =466, u=+17
(-5 )
=17 17
cos Q= — =7 :

V6617~ +es

d=661- 5 = 6617 =7

Abstand zweier Parallelen

Man fiihrt das Problem zuriick auf die im letzten Abschnitt behandelte Aufgabe:
Man berechnet den Abstand eines Punkts der einen Gerade von der andern Gerade.

xa 5
A \rﬂt—ﬁlmaj
& S g

h = (0 .(2) Gbstidne
g:X =2+ 0l-2| / s
| o el (R

d/

\1’}[{”2'33 :I;"
-l.--.-.-"""--._ - .".‘. >
A')”/i—fj
Xh = . =

> i W
F-2141) =L

dig,h) = d(g,H) = d(G,h) = AT = §
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Abstand zweier windschiefer Geraden

Der Abstand d(g,h) zweier windschiefer Geraden g und h ist die Linge der kiirzesten
Strecke, die einen Punkt von g mit einem Punkt von h verbindet. Legt man durch jede
der beiden Geraden eine Ebene, die parallel ist zur anderen Gerade, dann haben diese
Ebenen den Abstand d(g,h). Die Normalprojektion g von g in F schneidet h im Ful3-

punkt V des gemeinsamen Lots n. (g' und h sind nicht parallel, weil g und h windschief
sind.)

Also gilt: Zu zwei windschiefen Geraden g und h gibt es genau eine Gerade n, die beide
senkrecht schneidet. Die Entfernung der beiden Schnittpunkte ist der Abstand von g
und h. Die Gerade n heifit Normale oder gemeinsames Lot von g und h.

Es gibt mehrere Verfahren, die Schnittpunkte U und V, den Abstand d und die Normale
n zu bestimmen. Zunéchst fithren wir zwei vor.

\ T wli
|h:X :|-1|-‘r ne
LA | 7y e Y

f1 U@IsI®

A

e e




Methode »Allgemeiner Punkt«

...... s r=8Y _ran TN
g X =|9 [+A]-1], h: X =|4|+pu|3
gl g 4] (4]

< —3+4) \ 8+4p)

Xg = 9-x |5 Xy = 4 + 31

8 4+ 4y

. (13 41— 4%
Allgemeiner Verbindungsvektor X, X, = | -5+3u+4

4 + 41— 8A

\
uund A mufl man so berechnen, dafl X, X, aufden Richtungsvektoren von gund h
senkrecht steht:
XX, 0w =0 4(11 + 4 —43) — (=5 + 3u+A)+8(4 + 41 —8X) = 0
ith oV =0: 411 +4p—40) + 3(=5 + 3 + A) + 4(4 + 4p—-81)=0
Das Gleichungssystem 81 + 451 — 81\ = 0

45 + 41— 451 = 0 hat die Losungen A =1, u = 0.

A =1in g eingesetzt liefert U(1/8/8), pn=0inh eingesetzt liefert V(8|4 | 4).

P

f [
-4
\—4

Abstandvektor _UV\ - , Abstand d(g,h) = | I_J_\F =9

g
: e F8N =T

Gleichung der Normale n: X = [ 4 |+ v{ 4
L4 ) 4

Methode »Vektorkette«
Zuerst bestimmt man den Richtungsvektor n der Normale, n steht senkrecht auf &
und v:

—
neu =0: 4n; — ny+8ny=0

nov =0: 4n, +3n,+4n,=0

i

\ /

i

—T
Das Gleichungssystem hat die Losung v | 4 |: wir wihlen T =
)

Geschlossene Vektorkette

GH + HV 4 VU + UG =%

GH + uv +on + Au = o H;-,n

LS - L LY LY . » L9
n°GH + netv + necn + neiAu =0

. : it
=0 =)
n o GH y (o
g= — == - - a1 4 la|l=5]|=1
T \4) | 4]
Abstand digh)= | VU| = lon | =9
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Braucht man auch noch die Punkte U und V, dann setzt man o und 7@ in die Vektor-
kette ein und lost das Gleichungssystem fiir p und A:

B L LA e o L

|—5J+u‘:s -+-'4I+1{1_]= 01

| 4 \4) |4 -8/ (0]

dp— 4\ =—4

3u+ A=1

4 — 8L =8 Losungen A=1,u=0 (Zwei Gleichungen geniigen!)
UG = A% = U=08 =ku, Udls]s

HV =uv = V=H+uv, VEl4la

Diese Aufgabe hatte man auch so einkleiden konnen:

g und h sind Tangenten einer moglichst kleinen Kugel K.

Bestimme die Beriihrpunkte sowie Radius und Mittelpunkt von K.
Die Beriihrpunkte sind U und V.

Die Kugel hat den Durchmesser [UV]; der Radius ist r = gdtg,h Ji=d 5

ik,

Der Mittelpunkt halbiert [UV]: M = 3 (U + V), M(4,5]616).

Aufgaben

1. Bestimme drei Normalvektoren von a , von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

: =2 . 1 . (0
a) a = 3| b) Tj:[ol c) a:|9:
\4’, \_'1)1 .l' J

2. Bestimme einen Normalvektor von a und b mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

o (B s 3y e Ty = r=an Bt 1[0 e
a]'a:—l,.,bzl‘ b)'ii:;—?,b:{ﬁ| c}a:[D,b:{O
3) 6) -2) r ) =7 99 )

’_3_-—| Zeige: Sind 0 und v linear unabhiingige Normalvektoren von a,

dann ist auch jede Linearkombination von u und v ein Normalvektor von a.

£

4. Bestimme alle gleichlangen Normalvektoren von a =|-2| mit ganzzahligen
L)

A

Koordinaten.

5. Bestimme einen Vektor, der senkrecht ist zu u und v, und untersuche,
welche der Vektoren a, b, ¢ und d komplanarsind zu u und v:

33 2N = T 5 1\I PN, Fllis s =Ty
Li\:[rl ,v‘:[_z 'a:[ﬂ b=|—2 c :---1| d =| 8

o) = .3 L 1)

=1




3

®

30,

[+11]

« 12,
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b g 20 rl b
g X =|1 1+_LL|—4 , P4|8|-8)
12 L3 )
a) Berechne den Fullpunkt F des Lots von g durch P und den Abstand von P und g
b) Berechne den Abstand von g und Ursprung.

Gib die Gleichung einer Ursprungsgerade u an,
B 2

5|+ .u{l | senkrecht schneidet.

1 3

\ r

—

dieg: X =

P(11-111) Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Berechne den FuBlpunkt F des Lots von g durch P.
b) Gib eine Gleichung der Normale n von g durch P an.
¢) Berechne den Abstand von P und g.

d) P und P sind symmetrisch beziiglich g. Berechne P'.

Berechne den Abstand d(P,g) und die senkrechte Projektion F von P auf g:

i =20 4 0
a) g X =|-10 |+u|-2|, P(50|55]|51)
%5 ) 5
S 1 4 r”l\
bR [u +uf 1|, P(1000]110]120)
\ 111 ) L )
\ 1 —n ."-3 fﬁ'\
g:}(:_u,[l}_h:}{: 2 +A|5 P(1|/2]3)
1) L]a' \—=L /)

a) gan P gespiegelt ergibt g'. Gib eine Gleichung von g an.
b) P an g gespiegelt ergibt P'. Berechne P

¢) han g gespiegelt ergibt h'. Gib eine Gleichung von h'’ an,
[ 2

—zj.hf X =
| 1

LS f

g X =

ol

:-’_J. \ f—r:) 1
5[+ A 3 |+ p| -1 |. Berechne d(g,h).
1 3] " los)

/

X,

A(29|-5|-4) , B(-3 —27112), M(16|111-8), P(4|8]19), Q(1|-19|31)
g ist die Gerade durch A und B.

a) Bestimme den Punkt N auf g, der P am niichsten liegt.

b) g ist Tangente einer Kugel um M.
Berechne den Bertihrpunkt T und den Kugelradius s

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M. der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehen und deren Mittelpunkte auf g liegen.

d) Berechne Radius r; und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehen und g beriihren. Berechne den Bertihrpunkt T.
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e) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch @ gehen und g als Zentrale haben.
Berechne die Schnittpunkte von g und dieser Kugel;
was fiir ein Dreieck bilden der Ursprung und die Schnittpunkte ?

f) Bestimme eine Gleichung der Normale n von g durch Q.

g) Q an g gespiegelt ergibt Q'. Berechne Q'

* 13. gist die Gerade durch A(8| 13| 3) und B(14| 20| -3),
h ist die Gerade durch C(10| 19| 12) und D(-8| -2 30).

a) Berechne den Abstand d(g,h) von g und h.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von g und h.

¢) gan h gespiegelt ergibt u, und h an g gespiegelt ergibt v.
Bestimme Gleichungen von u und v.

d) Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die g und h beriihren ?
e) Wo liegen die Mittelpunkte der kleinstmoglichen Kugeln,
die g und h bertihren ?
L T 1 bt
*14. g: X = [a J+u[—2!,n52, M(-5|5]5), V(6| 18|6), W(-6|12|0)
a 0 ,i-

a) Beschreibe die Schar g, , welchen Abstand haben benachbarte Schargeraden ?
Welche besondere Lage im KOSY hat die Mittelparallele von g; und g ; ?

b) Welche Schargeraden haben vom Ursprung den Abstand 7 ?
¢) Welche Schargeraden beriihren die Kugel um M mit Radius 9 7
d) Beziiglich welcher Schargerade sind V und W symmetrisch ?

:' SJ Untersuche, ob g und h windschief sind, berechne gegebenenfalls den Abstand
d(g,h) und die Endpunkte der gemeinsamen Lotstrecke.

e —4 -3 _. 4 (4\
a) g X :[1J+l.—1J. h:X:“}]+pli SJ
\ 4 e

5 1 13 a 0 04
b gX :[—21+?., 1|, h: X =(51+p[0‘
L3 ) \ 8 ]

i

L0) ) 1
LY T3 4 % 1
c) g X .—_-‘8 + A 5}__ h: X =p[2]
l9) \8) 3
5 2 yi2 > By A A
d) g¢X = {J‘+l—21. h:}{:|6+u—l
.\'3,, 150 0 2l
N -'-2 a’l‘]l = f—::] I_J
e) g X =|18|+17|8], h){:[a +p-4]
8 ) 4) \ 19 \ 4,
e £5 \ a0 ~ i 6 —2
f) X =|[2[|+A[-1 R e = l::}+u 4]
0) 7) |17 -1
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s . L s = Y —8x
¢16. g X =A|-10|, h: X = 16|+|u_ 10 |
; 5 ) 1)

g ist die Achse eines Zylinders Z mit Radius 11.
Berechne die Schnittpunkte von Z und h.

0y il a =T -3
o7 g X = 17|+ A8, X =| 9 -I-|l1|*i |
LD ) (4 | 16 | \ 4

e a) Die Kugel hat ihren Mittelpunkt auf h und beriihrt g.

Bestimme ihren Mittelpunkt M und Radius r in Abhéngigkeit von .
Fiir welchen Wert von y ist der Radius minimal ?

b) Bestimme Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
deren Mittelpunkt auf h liegt und die g als Tangente hat.

¢) Bestimme Mittelpunkt und Radius der kleinsten Kugel ,
die h und g als Tangenten hat.

0. Beweise

Mit dem Skalarprodukt ist es auch méglich, geometrische Sitze durch Rechnung zu
beweisen. Drei Beispiele sollen das zeigen.

1. Beispiel: Hat ein Tetraeder zwei Paare orthogonaler Gegenkanten,
dann sind auch die beiden restlichen Kanten orthogonal.

Vor. ae(C—b)=0 (1)
el =T)=0 (2)
Beh: TCof l;— a)=0
Bew.: a o C‘—_i-i'\-b_]‘-;z 0 (1) : S it :
bea-bed =0 (2) 8%135}”’00'33_
(1) +(2):: @ec—boc =0 ' '
0

(a—b)s¢ =0 ged.

Genauso elegant lassen sich viele bekannte Sidtze aus der Planimetrie mit dem Skalar-
produkt beweisen.




2. Beispiel: Ein Parallelogramm-Satz und seine Verallgemeinerung:
In einem Parallelogramm sind die beiden Quadrate iiber den Diagonalen
zusammen genau so grofl wie die Quadrate iiber den Seiten zusammen.

e

C C

eah
5
-

a a

1+2=0+@+®+®

Vor.: (j’: = CB‘ =

Beh.: OB 2%+ ACZ2= OA2+ AB%+ BC?+ CO?
Bew.:OB2+ ACZ =(a+c F+(t—-a)= :2.'5?E +2¢?2

OAZ+ AB%2+ BC2+ CO2=a2+c?+a’+c’ ged

Jetzt verallgemeinern wir den Satz auf beliebige Vierecke:
Summe der Seitenquadrate:

224+ b2+ T2+ (a+b+c)’=

9524+2b2+202+2Bob + et + adC)

Summe der Diagonalquadrute\: .

{E\-t-_l;‘)z +( 1:;+7:\']2 - 224+2b%+c2+2(ach + bee)

Diese beiden Summen sind im allgemeinen nicht gleich grof,
sie unterscheiden sich um den Term a*+ ¢ *+2@acc =( a+c)
Dieser Korrektur-Summand hat eine geometrische Bedeutung:
Sind M und N d:c Mitten dcr Diagonalen, d'mn gilt

NM=M -N = 3{2a+b+c ) — 2{a+hJ_ s(a+0c)

Damit haben wir einen Satz gt,f"undcn und bewiesen:
Die vier Quadrate iiber den Seiten eines Vierecks sind zusammen so grofi wie
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die Summe der beiden Diagonalquadrate und des vierfachen Quadrats iiber
der Verbindung der Diagonalmitten.

a'+b'+c’+d* = e'+f'+4m’

3. Beispiel: Die Euler-Gerade:

t2

In jedem Dreieck ABC liegen der Schwerpunkt S, der Héhenschnittpunkt H
und der Umkreis-Mittelpunkt M auf einer Gerade. S teilt die Strecke [HM]
im Verhiltnis 2:1.

Wegen o é(?";+ B+C)wird A+B+C = o (I,

wenn wir S zum Ursprung machen.

M ist von A, B und C gleich weit weg: AM=BM=C M (IT)

Fir zwei gleich lange Vektoren u und Vv gilt w2— v2=0

beziehungsweise (W -V )o(u +V ) = 0: damit folgt aus (II):

(AM-BM)o(AM+BM)= (B=A)o(2M —A—B)< 0 (III)

und (C-B)e(2M -B-C)=0 (IV)
und (A-C)e(2M -C-A)=0 (V)
Wir setzen G := —2--1'#_15; aus (I) folgt: = e - €. Damit wird
aus (IIT);: (B-A)*(C-G)= ABoGC =0
aus (IV): (C—-B)o(A-G)= BCoGA =0
aus (V): }-’:—-_(_]\)s{ B - G)= EA\U GBE = 0
Demnach liegt G auf allen Hohen, ist also identisch mit H: G = H.
Aus H =2 M folgen beide Behauptungen.
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Aufgaben
Beweise folgende Siitze mit dem Skalarprodulkt

1| Injeder Raute stehen die Diagonalen aufeinander senkrecht.

2._| Thales-Satz: Wenn ein Dreieck OVU rechtwinklig bei O ist,

dann liegt O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] .

r.] Umkehrung des Thales-Satzes:
Wenn O auf dem Kreis mit Durchmesser [UV] liegt,
dann ist das Dreieck OVU rechtwinklig bei O.

* 4, Satz iber die Hohen im Dreieck:
Die drei Hihen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

5. Satz iiber die Winkelhalbierende im Dreieck:
Jede Winkelhalbierende teilt die Gegenseite innen im Verhiltnis
der anliegenden Seiten.

+ 6. MITQUADRATEN
[CP] und [CQ] sind gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.
MITQUADRATEN QUADRATMITTEN
CP = (_m und [:i'J_CQ XY =CZ und XYL CZ
Guadrat
Quadrat C QI.:I
% Quadrat {al“j”r_{. 3 X
Y \
A 1}“‘\_\ i B
"/ \‘\\
P +  Quadrat - N\
Y 1
L]
Q A
Quadrat
¢+ 7. QUADRATMITTEN

X, Y und Z seien die Mitten der Quadrate iiber den Seiten eines bei C
rechtwinkligen Dreiecks ABC.
[XY] und [CZ] sind gleich lang und stehen aufeinander senkrecht.

+ 8. Der geometrische Ort der Punkte, deren Entfernungsverhiltnis zu zwel festen
Punkten O und P gleich 1 (#1) ist, ist ein Kreis. (Apollonios-Kreis)

9. Injedem Spat sind die Quadrate iiber den vier Raumdiagonalen zusammen
genauso grofl wie die Summe der Quadrate tiber den zwolf Kanten.

$ 10. Die Hohen eines Tetraeders treffen sich genau dann in einem Punkt,

wenn je zwei Gegenkanten senkrecht s-;Lehc_n. ) _ L5 i
(Eine Hhe ist das Lot von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seitenfléche.)
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