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19. Bestimme die Winkelhalbierenden w; und w, von e und f und zeichne diese vier
Geraden in ein ebenes x;x,-Koordinatensystem.

x ‘3 b \ L8 s 3N

a) aX :{—]|+h . f X =|-1 +Ll[—4

0) Lo Lo)

s rl\ 2 r11y

b eX = ‘+R 2 PR :.HW-i-_u—El

nJ L0 0,

20.] Bestimme die Winkelhalbierenden w; und w; von e und f.

B -"I e r1y 16
e X =[2]|+A '3‘ f:X:|'J|+;111
\3!| \3f, 8

» 21. A(6/3|6),B(-4|-8|8) und der Ursprung sind die Ecken eines Dreiecks.
BLf-.tmmm Gleichungen der Winkelhalbierenden des Dreiecks OAB und den
Inkreismittelpunkt I.

* 22. Durch U(16 | -16 | 8) und den Ursprung geht die Gerade u.

a) M(10(?|?) aufu ist der Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 9.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Gerade u

b) Eine Kugel mit Radius 6 hat ihren Mittelpunkt auf u und schneidet u im
Ursprung. Berechne den Kugelmittelpunkt und den zweiten Schnittpunkt.
i £ 4 \
¢) Durch C(?|?|-38) auf u geht die Gerade f mit Richtung
4 )
Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von u und f.

2. Winkelberechnungen

Zwei Vektoren legen zwei Winkel fest, von denen einer im allgemeinen iiberstumpf ist.
Den andern bezeichnen wir als Winkel ¢ = < (‘a’, b ) zwischen den beiden Vektoren a

und b.
ot
/ | ¢=90
b .
0<p=<180
y £ 9= JA(a,b) e ¢ =180
= \\\\\{p a b P o
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Weil wir Léngen schon berechnen konnen, liegt es nahe, den Kosinussatz fiir die

Winkelberechnung einzuspannen. In einem Vektordreieck sieht das so aus:

a, . b,
Mit a =| @z |und b =| bs | ergibt sich
dg ba

(a;—by)* +(ag—bo)* + (a3 —bg)*=a,> +ay° +a" + by + by” + bs° =21 a || b|cos

Kosinussatz

¢’ = a’ + b’ - 2ab-cos ¥

a=lal bz=bl c=|a-b

a-bl = [af + bl - 2/alblcos @

Nach dem Ausquadrieren fallen alle Quadrate a;* und b;* weg und iibrig bleibt:
—2(a;by + aby + agbs) =—2| & || blcos ¢
ahy + agb, +asby=| 2 || b | cos ¢
Den Term a;b; + a,b, + azb, kiirzt man ab mit a - b. Weil seine Eigenschaften an ein

Produkt erinnern, nennt man ihn auch Skalarprodukt von'a und b.

Definition:

al (bl
| DieZahl acb = | @ |o| bz |:= a;b; + asb, +asbs

dg by

| heift Skalarprodukt der Vektoren a und b.

Damit gilt

— A

& [ |
asb=|all blcosg |

Winkel zwischen zwei Vektoren

Ist weder @ noch b der Nullvektor, Sy aob
d . cos<(a,b) =
80 findet man ihren Zwischenwinkel <(a ,b)
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Die Kosinusfunktion ist fiir 0°< ¢ < 180° eineindeutig; deshalb liefert die Formel gerade
den Winkel, den wir oben als Winkel zwischen zwei Vektoren eingefiihrt haben.

=1 S 6 s
Beispiele: a = L—G], b = [—3}, 4(a,b)="?
6 -2
—T 6 At =
6 D[_:j SO T e SN SR T D e T,
6) |-2
AR T 36 AT RS o : !
cos<¥(a,b) =137 =— 77 ; = ¢=117,9". Wir geben Winkel immer auf 0,1

gerundet an und schreiben aus Bequemlichkeit = statt = .

L aasen o 1y AL
u=,\|35 ,v:[EI. F(a,v)="7
\_33’ 4-"

Wev =2+10-12=0; Cos (p = li‘,:(); = ¢ =90°

Orthogonale und parallele Vektoren

Wegen cos ¢ =0 & ¢ =90° gilt ‘ 2ob =0 alb

i S =
fiir a,bzo

Mit dem Skalarprodukt kann man also mit einem Blick iiberpriifen, ob zwei Vektoren
aufeinander senkrecht stehen. Zwei Vektoren a\,_b mit 4 (a,b) = 90° nennt man
auch orthogonal. Fiir parallele Vektoren gilt ¢ = 0" oder ¢ = 180°. Wegen cos 0° =1 und
cos 180° = -1 ist dann

a‘b = ab 139 ¢=0°
oder

ab=-ab 2 b ¢=180°
Linge und Skalarprodukt

Wie bei Zahlen schreibt man beim Skalarprodukt auch a ? statt a e a . Hohere Poten-
zen als die zweiten sind allerdings sinnlos, denn zum Beispiel bei (@ a ) a miiBte die
Zahl aca durch ein Skalarprodukt mit dem Vektor @ verkniipft werden.

Wegen a’=a>+a,”+a,°=| a|? ergibtsich | a| =4/ a2.

Diese Formel erinnert an die Formel fiir Zahlen | x| = \fxT
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Geometrische Deutung des Skalarprodukts
Bezeichnet man mit a, die senkrechte Projektion von b in Richtung a , dann kann
man der Zeichnung entnehmen:

[ — — _ﬁ-
a, =b cosp a’ b,=acospb
b, i)
= *
b
2\ b eos g |-\ IE! ._a
Q < 9° B @ < 90°

aob = ﬁcﬁ; = a-a,; _a-ob = bcba = b.ba

— e

a,=b cosg a’

—— s L
: o> 90

a T

a,,

a-b = b-b, = -b-b,

Fiir 0° < < 90° ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich dem Produkt der Lénge
eines Vektors und der Lange der senkrechten Projektion des andern auf ihn.
Fiir 90° < ¢ < 180° muf man das Produkt der Léngen mit —1 multiplizieren.

Diese Interpretation verwenden die Physiker manchmal zur Formulierung von Geset-
zen, Beispiel: die mechanische Arbeit W als das Skalarprodukt des Kraf'tvekmrs F }111(1
des Streckenvektors . So gilt zum Beispiel fir die frei wcrde;nd::! Lageenergie E einer
Walze vom Gewicht G, die eine schiefe Ebene herabrollt: E= G ° 8

| W =FcosQs =F-8

Yui

;i : .G =0
¥ Lageenergie: [s||Gl-cosy=58:G
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Winkel zwischen zwei Geraden
Als Schnittwinkel zweier Geraden definiert man den nichtstumpfen Winkel der Gera-

denkreuzung. Wegen cosc = —cos(180°—c)=—cos 6 =|cosa | gilt
oV | Schnittwinkel o zweier Geraden mit den Richtungsvektoren
080 = T w u und v . Der Betrag garantiert, daB ¢ nicht stumpf ist.

A(g,h) = A(k,h)

Auch beil windschiefen Geraden kann man mit dieser Formel einen Winkel berechnen.
Es ist der Winkel, der sich ergibt, wenn man eine Gerade parallel so verschiebt, dali sie
die andere trifft.

Richtungswinkel und Einheitsvektor
Die Koordinaten eines Einheitsvektors a ” entpuppen sich bei genauerem Hinsehen als
Kosinuswerte der Winkel, die a ° mit den Richtungen der Koordinatenachsen, das heifit
mit den Basisvektoren, einschlieflt. Es gilt ndmlich zum Beispiel

(301 (1)

agg (2 | 0
L33 ) \0) : -
COS ) = s = — =8y (die Wurzel hat den Wert 1)
Nag +ag +ap -1

cos o
=y . 2 g 2
Daraus folgt a = | cos oy [ mit (cos o;)* + (cos o) + (cos oy)* = 1.

CO8 Oy
a' IA
&1\

180 (cos & cos )
A = | BN A 05 @

= sin o
ETI:,‘"E-*_ _é;'”l 2 5 ~ o é: 1

- e = _-_L'— Y . 1 o - i .

X, e : X,
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Wir nennen «; den i-ten Richtungswinkel des Vektors a ;

0, ist also der Winkel zwischen a und dem i-ten Basisvektor.

oAy g NG ceoB 636
Zu a=|8 } |k =8 = [cns 27,3°
-1) —1/9) | cos 96,4°

Oft ist ein Richtungsvektor durch seine sphirischen Koordinaten ) und ¢ festgelegt. | ¢|
(aq .
az} und seiner senkrechten Projektion a, in
|83

die x,x,-Ebene. Die ¢-Werte liegen zwischen —90° und +90°, ¢ und a; haben dasselbe

Vorzeichen. A ist der Winkel, um den man €, in Richtung ‘e, drehen muB, bis er die

ist der Winkel zwischen dem Vektor a =

Richtung von a, hat. Die A-Werte liegen zwischen —180° und +180°. ¢ und A entspre-
chen der geografischen Breite und Linge auf der Erde. Zu jedem Paar (Al @) gibt es ge-

cos A cos @
nau einen Einheitsvektor, fiir ihn gilt a °= | sin A cos ¢ |-
sin @
Aufgaben
|ﬂ Berechne den Winkel ¢ zwischen a und b
"4 - 2 L] = 1 — -3 e =15 a r1
a) a= ﬁ,b:{E} b) a= 41,1}:[—5 c) 21:[5 ,b:[?]
3 | 8 9 8 10 3,
P s TR T e O
d) ‘a:f&i],b: -7 e) a:[]?i,b:|—2ﬁi- f) az‘n';!.h: 2v3
\-88) 5 St ) o B

(]

Welche Winkel schliefien die Gerade g und die Koordinatenachsen ein ?

i 4 s 0
a) g X :pf-v] b g X :M(-SII
\=4 N

B ik

Zeige, daf die Ortsvektoren A, B und C einen Wiirfel aufspannen.

i 1 5. P e et 2 = # 10 > ~11 “ 2
a) A:P\\!. =f1],c=[,z] b) A=|_51,B=[_z}.c=[m}
2

=

f/l' =2 1) | 10 ) 10 ) 5 )
cpe repty — . f a+l el ala+1)
c) A= i arl ol Bis —-'i{a+1);, G = a
\ala+1) a ) —a-—1 |

|4 Fiir welche Werte vonuist a Lb,alc,blec

: ( T ; 2-3u
1 S NG s P w o ekl e Ln i \

D F=(u)b=[%)T=(21] BDE=[2u] b=uz) = v
2u _J; \—u) | 1 J \ i | ) I\-LH_fi’l \ 94+9u )
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5.

7.

12.
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Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 45° ?

1y FRN TN e Lty B F1y =95
(2‘( 1 b) IL11.|D| ey |1 !,{—4 d) 'u},‘ 2u
2 (1) 1) fu ) \2u |8 8 )
fl . 71
a2 g‘.}{:t 1+u
1

\2, J 0] !
K sei ein gerader Kreiskegel mit dem Offnungswinkel 90°,

seine Spitze liegt im Ursprung, seine Achse verlduft in Richtung a .
In welchen Punkten schneiden sich g und K ? (Vergleiche 5. a) )

—

Fiir welche Werte von u bildet jedes Vektorpaar einen Winkel von 60° ?

sy T 1 -8 b o,
a).ui,m‘ b)‘ll[ | c)(qw,aw d}(fs,_:z
\2) \-u u/\1 \9) \u) \u/ \1
fuy 3 4y 71
e) | 4|, u b4 {9 o
\31.1’_. 4 | e \2u+1f
L s | S . - o A .
u =|y|, a=| 21, b =|1|. Bestimme 1 so,dafl u auf a und b senkrecht steht.
.\f’} 'lkg \[’}J
% _l\" =rk [T N -'2“
a = ( 2l =S| e = ‘ 8
\ 4 )I '\] \ t J

Bestimme r, s und t so, dal a, bund ¢ paarweise orthogonal sind.

Berechne die Winkel des Dreiecks ABC
),C(29]8)
b A(l|-6]|- —
¢c) A©|9/0),B-6/3]9),C0O|-6]|-6)

| Berechne den Winkel zwischen

a) einer Raumdiagonale und einer Kante eines Wiirfels
b) zwei Raumdiagonalen eines Wiirfels.

A4l113),B4|-216),C(11116),D(5/2|7)  Zeichnung im Koordinatensystem !
a) Zeige, dafl ABCD ein regelméiBiges Tetraeder ist.
b) Berechne den Schwerpunkt S.

¢) Berechne o= <(SA,SB)=<(SA,SC)

T, 2 — 3 2 b
g X [ 0 ]+ ?u.‘ X = _\;E] + 1 [ 2 |. Berechne den Winkel zwischen g und h.
ﬂ )

5 1)




14.

16.

17.

18.

19.

e X =[_3]+1(q, AG|1]0)
6 -2

Verbinde den Geradenpunkt fiir A = 2 mit A durch die Gerade h.
Berechne den Winkel zwischen g und h und gib eine Gleichung von h an.

3

Zeige, daB g und h windschief sind, und berechne < (g,h).

LS r‘l 1 ] ] fi
e 2 1]+?-~ g2l heX =[1|+il=5
1 3 il Llﬂ

a) Berechne den Schnittwinkel von g und h.

N f[}\, rl (
o) +1 1} hX =|-
0.-'l

'x“'.

b) Stelle Gleichungen der Winkelhalbierenden w; und w, von g und h auf
und zeige, dal} der Schnittwinkel der Winkelhalbierenden 90° ist.

¢) Berechne <(w,, g), <L(w;, h), <(w,, g) und <L (w,, h).

e B 1
d= |1 h=l=1
=1 1

a) Bestimme a,, die Projektion von b in Richtung a.
b) Bestimme b, , die Projektion von @ in Richtung b.

¢) Welche Besonderheit haben a und i; wenn gilt E: = b7

*

. T aob _,
d) Zeige allgemein: a, = - i
Deute gcomctnsch
a) ABoAC = b) ABo AC AB .- AC
¢©) AB-AC =-AB-AC Q)
Welche Winkel bilden der Vektor a und die Richtungen der Koordinatenachsen ?
o P . (V2 i
a) a=|L1]| b a=|[0 c) a=|1
i\\"z ) 72 \0)

Bestimme die fehlenden Richtungswinkel eines Einheitsvektors, von dem bekannt
ist:

a) o, =60 b o =90 ¢) o=7? d oy=0,=04
o, = 120° 0, =17 o, =7 wie grol} ist o, ?
Cf/; = I? (13 - BOJ (13 = 18[}
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+ 21. Will man die Richtung eines Vektors mit den Richtungswinkeln festlegen, so sind
diese nicht beliebig wihlbar.
a) Fiir welchen Wert von o liegen o, und a4 schon fest ?
b) Welche Beziehung besteht zwischen o, und o, wenn durch sie o eindeutig
bestimmt ist ? Wie grof} ist o3 dann ?

¢) Welche Beziehung miissen o, und o, erfiillen, damit fiir &3 mehr als ein Wert
existiert ? Wie liegen dann die zugehérigen Einheitsvektorren ?

In Aufgabe 22. bis 26. bedeuten A und ¢ sphiirische Koordinaten.
N o8 A COS
22. Zeige, daB der Vektor @ ° =| sin & cos p | die Lénge 1 hat.

sin @

23. Bestimme einen zu A und ¢ gehorigen Richtungsvektor
a) A=90,0=60° b) A=120°, =45
¢) A=-11,5",¢ =481 d ¢=-90

&

Wie mufl man A und ¢ wihlen, damit die drei Richtungswinkel o, , o, und o, gleich

grof} sind ? (Al ¢) ist die Blickrichtung (=Projektionsrichtung) fiirs Normalbild in
Isometrie (gleiches Maf3 auf allen Achsen).

i (8 . . .
25. Der Vektor p = | 4 | erscheint in einem geeigneten Koordinatensystem als Punkt.

|5

In welcher Richtung (Al ¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?

L 1]

¢+ 26. Bei der Dimetrie (gleiches MaB auf x,- und x53-Achse) ist der Projektionsvektor

o (VT
Bi= [ 1 ] In welcher Richtung (A|¢) schaut man aufs Koordinatensystem ?
1

3. Eigenschaften des Skalarprodukts

Die Korperaxiome EEW[I‘@ legen fest, wie man mit reellen Zahlen rechnet.

ADDITION MULTIPLIEATION

|Existenz
fiir alle a,b €R existiert

a+b| [@
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