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Liegt tiberhaupt ein Skalarprodukt vor ? Bestimme gegebenenfalls die
Strukturkonstanten des Skalarprodukts im R?

a) a+b=2a;b;, + W.IFF; (a;bs + ashy) + Hagb,

b) a=+b=2a;b, —3(a;b, + asb;) + 5ab,

¢) a=b=4a;b; +5(a;b,—ash;) + 3asb,

Bestimmen die Strukturkonstanten ein Skalarprodukt ?
a) e’=cundo;>0, g=e=0fiirizj

b) e’=1, e +e;=caundlol<l, e*e;=eyxe;=0
¢ e’=1 e’=2, e2=38, e +g=1firi=#j
d) e’=1, e +e;=2 @ere3= e3+e;=0

Ist in einem n-dimensionalen Vektorraum durch den Term
— XY + Xo¥p — Xg¥3 + ... + (=1)°x,y,
die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts gegeben ?

In einem Vektorraum mit der Basis (e, , e, , 4} sei ein Skalarprodukt bestimmt
durch die Strukturkonstanten

e=16'=2 e =3, e *e=1, €y*e3=g3% =0

a) Gib die Koordinatendarstellung eines Skalarprodukts an.

b) Zeige: a* > 0 fiira > 0.

¢ 4 71
¢) Berechne damit das Skalarprodukt der Vektoren a = [—23} sh=It2 }
-5

b

d) Berechne die »Lingen«von gund b.
e) Berechne den »Winkel«von aund b.

Berechne im IR? einen Vektor n der »Linge« 5, fiirden gilt a*+n=b*n=0;
verwende das Skalarprodukt von 6. ¢). (n ist »Lotvektor« von a und b.

il 3
T

—1 4
Zeige die Giiltigkeit der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung fiir das
a) Standard-Skalarprodukt b) Skalarprodukt von 6. ¢).

—

4. Anwendungen der Orthogonalitiit

Vektor, der auf a senkrecht steht: Normalvektor von a

Vor gut 200 Jahren ist das Wort »normal« aus dem Lateinischen iibernommen worden.
Es leitet sich ab von nermalis = der Norm entsprechend, im rechten Winkel gemacht.
Die Bedeutung normal = senkrecht findet man zum Beispiel in »Normalprojektione,
»Normalbild«, »Normalkraft« und »Normalvektor.
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1, ... 0, sind Normalvektoren von a

fied =0

Die Aufgabe, Vektoren zu finden, die auf a (#0 ) senkrecht stehen, ist nicht eindeutig
losbar. Normalvektoren T (#0 ) von a miissen die Gleichung nea =0 erfiillen:

n;8; + Nyay + Nyay = 0. Weil man zwei Koordinaten von m frei wihlen und dann die
1%1 e 343

1 3
dritte daraus bestimmen karm_. ribt es o0? Lisungen. Zum Beispiel er ribt sich fiira 2

0y [-3\ ra2y =2y

die Gleichung n;+ 2n, + 3ny; = 0; mogliche Losungen sind |—3' . |0 =
z‘ (g ISRy e
e e
und |25 |. Besonders leicht findet man Normalvektoren zweidimensionaler Vektoren.
\—2 )

s f— 8oy, ; ) e, a : v
a, = L a, }.mt ein Vektor, der senkrecht istzua = [a;] und genau so lang ist. Die Koor-

dinaten von a und a, lassen die Bedingung aus der Analysis fiirs Senkrechtstehen von

. i - Z de <
Geraden erkennen: Geraden parallel zu ‘a haben die Steigung m = a, » und die parallel
|

e : : ay . 4 : :
zu a, haben die Steigung m = — s aber nur, wenn keine Koordinate gleich 0 ist.

a, _
-—3;@: a" | = 0
ae, a
a,e,
a,e,
P Q)
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Vektor, der auf a und b senkrecht steht: Normalvektor von a und b
Sind a und b linear unabhingig, dann ist der Normalvektor n bis auf einen Faktor
eindeutig bestimmt. Um n zu finden, muf man das Gleichungssystem:

nea =0

T ob =0 losen. Dieses 2,3-System hat e' Lésungen.

o - e ( ] \ - & _] 3
Beispiel: a = |2, b= 3
\ :-3 / LY 2 g

n+ 2ns + 3nz =0

-1+ 30, + 20y = 0 Losung m, =s[-1
6 1

= &[]

|
i,

}

Normalvektoren von aund b

Abstand von Punkt und Gerade; Lotfulpunkt
Der Abstand d ist die Lange des Lots von P auf g. Ist X allgemeiner Punkt der Gerade g:

X =0 uu, dann bestimmt man den Lotfullpunkt F aus der Gleichung P Xou =0,
Der Abstand ist dannd = PF .

3

}l.i:
Sl d(P,g) =PF =17

G(51216)

S
P(0I-211) -—___l_ '}. F(31413)
: _—\\

PF-i=0 E 1




5 5'\ 2“1
Beispiel: & X = (2J|+11[---2 JPOOI=2]1)
3

\6 \ 3 )
—= B+ 2 — -~ B4 2y
K= [P Dy lE P =ttt
\ 6+ 3p \5+ 3

PXo® =0: 205+ 21)—2(4—2) + 3(5 + 3u) = 0
171+ 17 = 0 = p = -1 eingesetzt in P X :

— 1 2 fs\ e

PX = PF = Lﬁ |, Abstand d(P,g)=| PF |=7
(J |
=

zu | = —1 gehort der LotfuBBpunkt F(3 | 4| 3).
F ist derjenige Geradenpunkt, der P am nichsten liegt.

Der Abstand laBt sich auch trigonometrisch berechnen. Man bestimmt cos Q:

uo- GP = SABy Sttt
A GP ,und ausd = GP -|sin ¢| ergibt sich: d = GP /1 - (cos 0)>.
u: \x
Im Beispiel von oben sieht das so aus:
— F—D L
GP = [—4 | GP =466, u=+17
(-5 )
=17 17
cos Q= — =7 :

V6617~ +es

d=661- 5 = 6617 =7

Abstand zweier Parallelen

Man fiihrt das Problem zuriick auf die im letzten Abschnitt behandelte Aufgabe:
Man berechnet den Abstand eines Punkts der einen Gerade von der andern Gerade.

xa 5
A \rﬂt—ﬁlmaj
& S g

h = (0 .(2) Gbstidne
g:X =2+ 0l-2| / s
| o el (R

d/

\1’}[{”2'33 :I;"
-l.--.-.-"""--._ - .".‘. >
A')”/i—fj
Xh = . =

> i W
F-2141) =L

dig,h) = d(g,H) = d(G,h) = AT = §
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Abstand zweier windschiefer Geraden

Der Abstand d(g,h) zweier windschiefer Geraden g und h ist die Linge der kiirzesten
Strecke, die einen Punkt von g mit einem Punkt von h verbindet. Legt man durch jede
der beiden Geraden eine Ebene, die parallel ist zur anderen Gerade, dann haben diese
Ebenen den Abstand d(g,h). Die Normalprojektion g von g in F schneidet h im Ful3-

punkt V des gemeinsamen Lots n. (g' und h sind nicht parallel, weil g und h windschief
sind.)

Also gilt: Zu zwei windschiefen Geraden g und h gibt es genau eine Gerade n, die beide
senkrecht schneidet. Die Entfernung der beiden Schnittpunkte ist der Abstand von g
und h. Die Gerade n heifit Normale oder gemeinsames Lot von g und h.

Es gibt mehrere Verfahren, die Schnittpunkte U und V, den Abstand d und die Normale
n zu bestimmen. Zunéchst fithren wir zwei vor.

\ T wli
|h:X :|-1|-‘r ne
LA | 7y e Y

f1 U@IsI®

A

e e




Methode »Allgemeiner Punkt«

...... s r=8Y _ran TN
g X =|9 [+A]-1], h: X =|4|+pu|3
gl g 4] (4]

< —3+4) \ 8+4p)

Xg = 9-x |5 Xy = 4 + 31

8 4+ 4y

. (13 41— 4%
Allgemeiner Verbindungsvektor X, X, = | -5+3u+4

4 + 41— 8A

\
uund A mufl man so berechnen, dafl X, X, aufden Richtungsvektoren von gund h
senkrecht steht:
XX, 0w =0 4(11 + 4 —43) — (=5 + 3u+A)+8(4 + 41 —8X) = 0
ith oV =0: 411 +4p—40) + 3(=5 + 3 + A) + 4(4 + 4p—-81)=0
Das Gleichungssystem 81 + 451 — 81\ = 0

45 + 41— 451 = 0 hat die Losungen A =1, u = 0.

A =1in g eingesetzt liefert U(1/8/8), pn=0inh eingesetzt liefert V(8|4 | 4).

P

f [
-4
\—4

Abstandvektor _UV\ - , Abstand d(g,h) = | I_J_\F =9

g
: e F8N =T

Gleichung der Normale n: X = [ 4 |+ v{ 4
L4 ) 4

Methode »Vektorkette«
Zuerst bestimmt man den Richtungsvektor n der Normale, n steht senkrecht auf &
und v:

—
neu =0: 4n; — ny+8ny=0

nov =0: 4n, +3n,+4n,=0

i

\ /

i

—T
Das Gleichungssystem hat die Losung v | 4 |: wir wihlen T =
)

Geschlossene Vektorkette

GH + HV 4 VU + UG =%

GH + uv +on + Au = o H;-,n

LS - L LY LY . » L9
n°GH + netv + necn + neiAu =0

. : it
=0 =)
n o GH y (o
g= — == - - a1 4 la|l=5]|=1
T \4) | 4]
Abstand digh)= | VU| = lon | =9
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Braucht man auch noch die Punkte U und V, dann setzt man o und 7@ in die Vektor-
kette ein und lost das Gleichungssystem fiir p und A:

B L LA e o L

|—5J+u‘:s -+-'4I+1{1_]= 01

| 4 \4) |4 -8/ (0]

dp— 4\ =—4

3u+ A=1

4 — 8L =8 Losungen A=1,u=0 (Zwei Gleichungen geniigen!)
UG = A% = U=08 =ku, Udls]s

HV =uv = V=H+uv, VEl4la

Diese Aufgabe hatte man auch so einkleiden konnen:

g und h sind Tangenten einer moglichst kleinen Kugel K.

Bestimme die Beriihrpunkte sowie Radius und Mittelpunkt von K.
Die Beriihrpunkte sind U und V.

Die Kugel hat den Durchmesser [UV]; der Radius ist r = gdtg,h Ji=d 5

ik,

Der Mittelpunkt halbiert [UV]: M = 3 (U + V), M(4,5]616).

Aufgaben

1. Bestimme drei Normalvektoren von a , von denen jeder zu einer
Koordinatenebene parallel ist:

: =2 . 1 . (0
a) a = 3| b) Tj:[ol c) a:|9:
\4’, \_'1)1 .l' J

2. Bestimme einen Normalvektor von a und b mit teilerfremden,
ganzzahligen Koordinaten:

o (B s 3y e Ty = r=an Bt 1[0 e
a]'a:—l,.,bzl‘ b)'ii:;—?,b:{ﬁ| c}a:[D,b:{O
3) 6) -2) r ) =7 99 )

’_3_-—| Zeige: Sind 0 und v linear unabhiingige Normalvektoren von a,

dann ist auch jede Linearkombination von u und v ein Normalvektor von a.

£

4. Bestimme alle gleichlangen Normalvektoren von a =|-2| mit ganzzahligen
L)

A

Koordinaten.

5. Bestimme einen Vektor, der senkrecht ist zu u und v, und untersuche,
welche der Vektoren a, b, ¢ und d komplanarsind zu u und v:

33 2N = T 5 1\I PN, Fllis s =Ty
Li\:[rl ,v‘:[_z 'a:[ﬂ b=|—2 c :---1| d =| 8

o) = .3 L 1)

=1
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®

30,

[+11]

« 12,
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b g 20 rl b
g X =|1 1+_LL|—4 , P4|8|-8)
12 L3 )
a) Berechne den Fullpunkt F des Lots von g durch P und den Abstand von P und g
b) Berechne den Abstand von g und Ursprung.

Gib die Gleichung einer Ursprungsgerade u an,
B 2

5|+ .u{l | senkrecht schneidet.

1 3

\ r

—

dieg: X =

P(11-111) Zeichnung im Koordinatensystem !

a) Berechne den FuBlpunkt F des Lots von g durch P.
b) Gib eine Gleichung der Normale n von g durch P an.
¢) Berechne den Abstand von P und g.

d) P und P sind symmetrisch beziiglich g. Berechne P'.

Berechne den Abstand d(P,g) und die senkrechte Projektion F von P auf g:

i =20 4 0
a) g X =|-10 |+u|-2|, P(50|55]|51)
%5 ) 5
S 1 4 r”l\
bR [u +uf 1|, P(1000]110]120)
\ 111 ) L )
\ 1 —n ."-3 fﬁ'\
g:}(:_u,[l}_h:}{: 2 +A|5 P(1|/2]3)
1) L]a' \—=L /)

a) gan P gespiegelt ergibt g'. Gib eine Gleichung von g an.
b) P an g gespiegelt ergibt P'. Berechne P

¢) han g gespiegelt ergibt h'. Gib eine Gleichung von h'’ an,
[ 2

—zj.hf X =
| 1

LS f

g X =

ol

:-’_J. \ f—r:) 1
5[+ A 3 |+ p| -1 |. Berechne d(g,h).
1 3] " los)

/

X,

A(29|-5|-4) , B(-3 —27112), M(16|111-8), P(4|8]19), Q(1|-19|31)
g ist die Gerade durch A und B.

a) Bestimme den Punkt N auf g, der P am niichsten liegt.

b) g ist Tangente einer Kugel um M.
Berechne den Bertihrpunkt T und den Kugelradius s

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M. der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehen und deren Mittelpunkte auf g liegen.

d) Berechne Radius r; und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch M gehen und g beriihren. Berechne den Bertihrpunkt T.
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e) Berechne Radius r, und Mittelpunkt M, der kleinsten aller Kugeln,
die durch @ gehen und g als Zentrale haben.
Berechne die Schnittpunkte von g und dieser Kugel;
was fiir ein Dreieck bilden der Ursprung und die Schnittpunkte ?

f) Bestimme eine Gleichung der Normale n von g durch Q.

g) Q an g gespiegelt ergibt Q'. Berechne Q'

* 13. gist die Gerade durch A(8| 13| 3) und B(14| 20| -3),
h ist die Gerade durch C(10| 19| 12) und D(-8| -2 30).

a) Berechne den Abstand d(g,h) von g und h.
b) Bestimme eine Gleichung der Mittelparallele m von g und h.

¢) gan h gespiegelt ergibt u, und h an g gespiegelt ergibt v.
Bestimme Gleichungen von u und v.

d) Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die g und h beriihren ?
e) Wo liegen die Mittelpunkte der kleinstmoglichen Kugeln,
die g und h bertihren ?
L T 1 bt
*14. g: X = [a J+u[—2!,n52, M(-5|5]5), V(6| 18|6), W(-6|12|0)
a 0 ,i-

a) Beschreibe die Schar g, , welchen Abstand haben benachbarte Schargeraden ?
Welche besondere Lage im KOSY hat die Mittelparallele von g; und g ; ?

b) Welche Schargeraden haben vom Ursprung den Abstand 7 ?
¢) Welche Schargeraden beriihren die Kugel um M mit Radius 9 7
d) Beziiglich welcher Schargerade sind V und W symmetrisch ?

:' SJ Untersuche, ob g und h windschief sind, berechne gegebenenfalls den Abstand
d(g,h) und die Endpunkte der gemeinsamen Lotstrecke.

e —4 -3 _. 4 (4\
a) g X :[1J+l.—1J. h:X:“}]+pli SJ
\ 4 e

5 1 13 a 0 04
b gX :[—21+?., 1|, h: X =(51+p[0‘
L3 ) \ 8 ]

i

L0) ) 1
LY T3 4 % 1
c) g X .—_-‘8 + A 5}__ h: X =p[2]
l9) \8) 3
5 2 yi2 > By A A
d) g¢X = {J‘+l—21. h:}{:|6+u—l
.\'3,, 150 0 2l
N -'-2 a’l‘]l = f—::] I_J
e) g X =|18|+17|8], h){:[a +p-4]
8 ) 4) \ 19 \ 4,
e £5 \ a0 ~ i 6 —2
f) X =|[2[|+A[-1 R e = l::}+u 4]
0) 7) |17 -1
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s . L s = Y —8x
¢16. g X =A|-10|, h: X = 16|+|u_ 10 |
; 5 ) 1)

g ist die Achse eines Zylinders Z mit Radius 11.
Berechne die Schnittpunkte von Z und h.

0y il a =T -3
o7 g X = 17|+ A8, X =| 9 -I-|l1|*i |
LD ) (4 | 16 | \ 4

e a) Die Kugel hat ihren Mittelpunkt auf h und beriihrt g.

Bestimme ihren Mittelpunkt M und Radius r in Abhéngigkeit von .
Fiir welchen Wert von y ist der Radius minimal ?

b) Bestimme Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
deren Mittelpunkt auf h liegt und die g als Tangente hat.

¢) Bestimme Mittelpunkt und Radius der kleinsten Kugel ,
die h und g als Tangenten hat.

0. Beweise

Mit dem Skalarprodukt ist es auch méglich, geometrische Sitze durch Rechnung zu
beweisen. Drei Beispiele sollen das zeigen.

1. Beispiel: Hat ein Tetraeder zwei Paare orthogonaler Gegenkanten,
dann sind auch die beiden restlichen Kanten orthogonal.

Vor. ae(C—b)=0 (1)
el =T)=0 (2)
Beh: TCof l;— a)=0
Bew.: a o C‘—_i-i'\-b_]‘-;z 0 (1) : S it :
bea-bed =0 (2) 8%135}”’00'33_
(1) +(2):: @ec—boc =0 ' '
0

(a—b)s¢ =0 ged.

Genauso elegant lassen sich viele bekannte Sidtze aus der Planimetrie mit dem Skalar-
produkt beweisen.
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