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1. Normalvektor und Parallelogrammfliche

Zwei nichtparallele Vektoren a und b spannen ein Parallelogramm auf. T sei ein
Vektor, der auf a und b, also auch auf der Ebene senkrecht steht, in der das Parallelo-

gramm liegt. Dieser Normalvektor n liegt bis auf einen Zahlenfaktor eindeutig fest.

Solche Normalvektoren sind in der Geometrie und in vielen Anwendungen der Physik,
der Elektrotechnik und des Maschinenbaus sehr gefragt. Man hat deshalb eine Formel

Fay . by Mg
{'_‘Ilt-"."r’:lf,'kﬂlt, die zu gcgebpnen] = | dg und b= ‘ hg SChT‘lC” einen Normalvektor Ig
\ 23 ) (b3 \0a )

liefert. Um sie herzuleiten, kénnte man das 2,3-System nea =0, necb = 0 losen.

X,

Schneller gehts mit einem kleinen Trick: n steht auf a und b senkrecht, also auch

LS

auf jeder Linearkombination 1 von a und b. 1, a und b sind komplanar, also gilt

LA % ]] daq b] |
det(1,a,b)=0,also |l»as bs| =0, entwickelt nach der ersten Spalte
I3 ag by
ag by ay by | ay by | _




Diese Zeile deuten wir als Skalarprodukt orthogonaler Vektoren

ag by |

ag by
N b { agbg— aghg
a | : M s |
o] - '1] h] = 0 und nehmen den zweiten Vektor als Normalvektor n =| asb,—a,bs |
R a;by—ash |
| 21by—agh; |

| a1 by

| a5 by

Wie wir gleich sehen werden, hat n Eigenschaften, die an ein Produkt erinnern,

in dem a und _E:l die Faktoren sind. Deshalb die

Definition

Zu zwei Vektoren a und b heifBt das Produkt
. fa;y (b ( aghg —agby
a » l] = dg | ¥ b-z W =i a'd-bl E‘lll}l-_{
L a3 | |,| by el a;bg —ash, HI

Vektorprodukt oder Kreuzprodukt von a und b. ;
(sprich a kreuz b)

Nach dieser Definition diirfen a und b auch parallel sein. Als Vektorprodukt ergibt
sich dann der Nullvektor. Ist némlich b, = pa,, dann folgt a;b, — ayb; = a, pa, — a, pa; = 0.

Die Koordinaten von axb sehen et-

a,b; — asb,
s El,-;b; = albf’;
a,b, - a,b,

was kompliziert aus, lassen sich aber
iiber eine Eselsbriicke leicht berech-
nen. Man schreibt die ersten beiden
Zeilen des Produkts noch einmal unter

das Produkt. 5 it
e

Die i-te Koordinate ergibt sich, 5

wenn man bei den (Vektor-) = 2-6 - 3-5 -3

Faktoren die i-te Zeile streicht =(34-16|=|6|= _3 -2

und die Determinante aus den 1.5 -2.4 -3 1

beiden folgenden Zeilen berech-
net.

i el
Kontrolle: |-2 |
Bl

W) i

| il lf‘1 )
=0 und |—2 lo| 5 | =D
g \1} \6)

Lok




S 7 =y s Y e T S S R e R TR e =

Geometrische Eigenschaften

Jedes Vielfache des Normalvektors a x b ist auch ein Normalvektor von a2 und b. Die

Léange | a x b | hat eine bemerkenswerte geometrische Bedeutung; das erkennt man
nur mit trickreicher Algebra:

E\){ h\' ¢ — (ﬂzb:; — a:;bz)z + (a_qb] = a-_b‘g)?. + (ﬂ]hg = ﬂgb]]Q

= a,’by® + a,°b,” + a3°b,% + a.’bg” + a,°b,” + a,b,”
2 Dy ; Dy 1 1 Dg 1 Dg 9 Dy
— 2(agbgagb, + azb;a;b; + a;bsash,)

+a /b2 +a’bs +asb— (@b’ + afb,? +a’by) (Trick!)

= a,.2(b2 + b2 + b2 + a,2 (b;? + b, + bs?) + a;” (by® + b, + by®)
— (a,%b,? + a,%b,? + a,°b,” + 2a,bsasb, + 2a3b,a;b, + 2a;boash,)

= (a2 + a2+ a,>)(b,? + b? + bs?) — (a;b; + azb, + agby)’

22| b|2= (&0 b)? = a?b% (ab cos ¢)? = a*bX(1 — (cos ¢)?) = ab*(sin ¢)?
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| xbl=absin¥(@,b) | B Flﬁcheninhalt
I ol F =ah=absing
=laxbl
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Die Linge von a x b ist gleich dem Flicheninhalt des von aund b aufgespannten Pa-
rallelogramms. Das ist eine anschauliche Erkldrung dafiir, dal das Kreuzprodukt
paralleler Vektoren den Nullvektor ergibt; das zugehdorige, zu einer Strecke entartete

h=bsin@

Parallelogramm hat den Fldcheninhalt 0.

Auch der Fliacheninhalt eines Dreiecks 1a8t sich jetzt einfach ibers Kreuzprodukt der

—

: 3 | < -l — —_—
Vektoren berechnen, die es aufspannen: | Fype =3/ ABxAC|

Beispiel: A(1]0]1),B(2|-3]1),c(0l0l5)

e 17 - re=EN L ."r 15 =y i 1"“12 \ : po 19N -
AB=[—3\,AC: 0 |; ABxAC=|-3|x| 0 =|_4 : Fage= 5|[-4 [=2
) 4 ) L0 et =] =4

Zu jeder Linge gibt es zwei Normalvektoren vonaundb: kaxb und —kaxb. Ar-
beitet man in einem Koordinatensystem, dessen Basisvektoren e, ,e;,e; ein Rechts-
system bilden, dann bilden auch die nichtparallelen Vektoren a, b und axb ein

Rechtssystem: Dreht man a auf kiirzestem Weg in die Richtung b, so bohrt sich eine
i 1 \ f (} hY I U b
| | S

Rechtsschraube in Richtung a x b.Insbesondere gilt: e; Xe; =|0 [X [‘[ =10 |="e;.
' o) (o) (1)
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Zusammenfassung s
Fiir nichtparallele Vektoren a und b ist:

a x b senkrecht zu aundb,

| | a xb/| der Flicheninhalt des von & und b
aufgespannten Parallelogramms,

a, b,axb ein System, das so orientiert ist

el

wie das Basissystem e, , e,, e;.

Das Vektorprodukt gibt es nur im dreidimensionalen Raum. Im zweidimensionalen
Raum (Ebene) gibt es ein analoges Produkt; es heifit nach einem der Viter der Vektor-
rechnung GraBmann-Produkt oder Schiefprodukt. Man definiert:

0 rb]\

aab=| a, |7 | b, )= det(a,b)=ab,—asb,

\
,

Auch fiir @ A b (sprich a schief b) gilt
| @ Abl=absin«(a,b) = Flicheninhalt des Parallelogramms,

das von a und b aufgespannt ist.

fay by 0 )
Begriindung: |a,|[x|by |= 0
0) [0 | \81bg — ash

Produkteigenschaften von a x b

Die Bezeichnung Produkt beruht vor allem auf der Giltigkeit des
Distributivgesetzes. Wie eine mithsame Koordinatenrechnung zeigt, gilt

ax(b+ec)=axb+axc
Von den andern Produkteigenschaften bleibt kaum was tibrig.
Beim Vertauschen der Faktoren dndert sich das Vorzeichen:

( aghg—agbs b

5

axb = a:].?] —ajby = —_hxa Anti-Kommutativgesetz
a;by— agb, | i




Das Assoziativgesetz gilt liberhaupt nichL wie man schon an einem Zahlenbeispiel sieht:
e Cil e S

| 2

1

1)

2|'x‘ t}:=L 3|x| 0 |r
el ML 2) 6 W el
g2 |[r=1ey dr—2il e e B,
% Plli2 x5{1‘=z|x|u=| -4
1) 1l 1 2 Il o =8

X

| 3
i ¥ N

.ﬂahlaniakmr—en lassen 51-::h qllerdmgs beliebig ausklammern:
(na )X b = ax{pb}—Ldehr
Ein neutrales Element kann es nicht geben, weil der Produktvektor senkrecht auf den

beiden Faktoren steht und deswegen nicht mit einem der beiden identisch sein kann.
Weil es kein neutrales Element gibt, ist auch die Division nicht sinnvoll.

Das letzte Beispiel hat gezeigt, dall das Assoziativgesetz nicht gilt. GRABMANN hat eine
Beziehung gefunden, die das Produkt a x( bx¢) mit dem Skalarprodukt und der
S-Multiplikation ausdriickt. Diese Beziehung heifit auch Gralmann-Identitiit
2x(bx¢)=(3-C)b = (8eb)T ()
Nach LmSLellung und Umbenennung ergﬂnt sich der Reihe nach

(bixe) x5 =(asb)c -(asc) b (Anti- Kommutativgesetz)

| |
+ M +*

5

a b ¢

(axb)xe =(ceca)b —(Ceb)a ()

(axb)xe = (¢c-alb- (¢-b)a

Foa
= e i
Axblxe=|-12

: .;____'_3 :
|Zg) == e / iy e

7

5 |

Axibxe) =

e

Der Vergleich von (+) und (*) zeigt, daf} das Assoziativgesetz nicht gilt.
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Zum Beweis von () iiberlegt man sich, dali der Vektor a
Lot von b und ¢ steht, also eine Linearkombination von b und ¢ sein muB:

x( bx'c ) senkrecht auf dem

ax(bxc)=Ab +uc | -a

0=2Xa-b+ua-ec.

Eine Losung dieser Gleichungist A= acc, |t = —aob.Damit gilt

ax(bxc)=k[(a.c )b ~(Bob)T | . Die Koordinatenrechnung zeigt: k = 1.

Als Anwendung beweisen wir einen Satz aus der Raumgeometrie:
In jedem Tetraeder ist die Summe der nach auflen gerichteten
Flichenvektoren gleich dem Nullvektor.

S e
i1SExSc=03] X,

Asmloln

| o= "l.'.'.".i K ;

2SC x SA = |_;;,=—,] XN .
= W05 S | \ 'q\:x SB = l rll_z:‘:'l
e f VN = | 0,25 )

———— I

C01-110) —&— = |

e : "‘ié.f_h__ ||

§i A(110,510)

e N
’ ACX AB = ( 0 i
: o) W

Mit Fldachenvektor meint man einen Vektor, der senkrecht steht auf einem ebenen
Flédchenstiick und dessen Linge gleich ist dem Inhalt dieses Fliachenstiicks.

— ].__—\ —_— ] ™ — ; — LN S — 3 —

F =5SA%SB +3SBxSC +3SCxSA +;AC x AB
Beweis: 2F =(A-S)X(B-S)+(B-8X(C-8)+(C-S(A-S)+(C - A)x(B-4
AXB-AxXxS—-SxB+SxS+BXxC-BxS—SxC+Sx8 +

+CxA-CxS-SxA+SxS+CXxB—CxA—-AxXxB+AXA =0
Dieser Satz stimmt nicht nur fiir Tetraeder, sondern fiir beliebige Polyeder:
[st n; der nach auBen gerichtete Flachenvektor der i-ten Fliche
k

(von insgesamt k Fliachen), dann gilt Z n = 0.

i1
Zum Beweis denke man sich das Polyeder in lauter Tetraeder zerlegt.
Flédchenvektoren spielen eine grofle Rolle in der grafischen Datenverarbeitung. Zum

Beispiel ist eine Seitenflache eines konvexen Vielflachs genau dann unsichtbar, wenn

ihr Flachenvektor mit dem Blickvektor OA,.. einen stumpfen Winkel einschliefit.
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Aufgaben

1.| Berechne

R 8 SO (TN (104
a) [2 X 21 b |2]|x|5 ¢) lb‘x 11
\-1) 2 ) 3] (6 B

: s S a \ sa+dy

| 12 e) l—lﬁ * —]2| f) a+l | X| a+4
20 | a+2 | |a+5 )
|2.| Berechne mit dem Vektorprodukt einen Normalvektor der Ebene:
17 ~ F1N

n‘u e f]‘-l =

% | % ri| | ?‘\
a) X :[—21;-:45 2 (+1|8 b X =ofo|+1]| 1
13 ) \3 \2) b4 B ET

2y 2 (LY (B
ki a = =1 |_ = =]
i L3 ) LH_}

a) Berechne (axb)xc und ax(hx¢).

b) Stelle (axb)x¢ alsLinearkombination von a und b dar.

% H_G\] e F4 A o iy LS e i 0
4, Bestatige fiir a :| 3 |, b=|-20|die Beziehung (aob )* +| axbl|?=a’b%
E] :'s
| 2 L 5 )

* 5. Zeige:
a) U, v linear abhingig & uxv =0.

L

b) T, v linear unabhingig < u, v,

B Sy . ey o -
u X v linear unabhéngig.

* 6. Welche besondere Lage haben u und v, wenn gilt:

a) |uxv|=uv b | axv]=|u-v|

* 7. Berechne (v + w ) x (v —w ) und deute das Ergebnis elementargeometrisch.

* 8. Wo liegen die Punkte X, fiir die gilt: et L,
a) XxA=0 b) X-(AxB)=0
& 2| XAl =E = Al=1 d Xx(AxB)=0o

Y

9. Zeige: Die Punkte X, die der Gleichung vxAX =0 geniigen (V#0),
bilden eine Gerade g.

i

J und A(2] 3| -1).

£l
| 0
\—

Stelle eine Parametergleichung von g auf fir v =

ba
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|10, Berechne die Fliche des Parallelogramms ABCD

a) AW|0|0),B(1l0|-3),C-4]6]|-1)
b Alol-1),B(1]-3]3),C513]|2)

|L1 Berechne die Fliche des Dreiecks ABC
a) A(-2/2|-3),B0]|olo), ci3l-2]|0)
b A@|2|l1), BGl-2|1,.c7]|-2|=5)

(=25% =5y Bestimme den Abstand von Punkt P(11111) und Gerade g,
6 J+ K| 8 | indem du den Flacheninhalt eines geeigneten Dreiecks GHP
v © 7/ (Gund H liegen auf g) und die zugehorige Hohe h berechnest.

13. Zeige: Der Abstand d eines Punkts P und einer Gerade AB errechnet sich

| AP x AB
mit der Formel d = —
‘:l:\.” —irs 718 ,fI:‘z 3
Berechne mit dieser Formel den Abstand von Ursprungund g: X = {—2 - _LL| 3 |
2 L4 )

14. Zeige: Der Abstand d der Parallelen g: X 26 UKD und

- — = . i K i TA ;.
h: X = H +pu errechnet sich mit der Formel d =;| GH xu |.
Berechne mit dieser Formel den Abstand von

Ty I.fB\ Al —s e 8
g X =13 +l57‘11ﬂd}11}(: 19 [+ 7
13) |-6) 2] -8

s 8N =3
* 15. Bestimme die Losung von X x‘ 1 |:| 5 ‘,ﬁalis =i
(14 | 4 )
116, A(512(6), B(7]0/9), C(0| -2/ 1). Bestimme die Linge der Hohe h, im Dreieck ABC.

5 i
* 17. A61316),B(4[8(-8), & X =p|-2
2

L

\,

Bestimme C auf g so, dal das Dreieck ABC den Flicheninhalt 54 hat.

e 18. Zeige: (UXV)XW = ux(V xw) < u und w sind kollinear,
wenn kein Nullvektor darunter ist.

[+19] Ac0l0l0),B(619]1-6),C(6]3]6),D(-4]-8|8)
a) Zeige: Das Viereck ABCD ist eben.
b) Zeige: Das Viereck ABCD ist nicht iiberschlagen,
das heilit, keine Seite kreuzt eine andre.
¢) Berechne den Fliacheninhalt des Vierecks ABCD.
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¢ 20. Begriinde:

a) Ist P,P,P;PP; ein ebenes konvexes Fiinfeck, dann sind die Kreuzprodukte

.2 aufeinander folgender Seitenvektoren gleichsinnig parallel.
St.lmmt (l]{.‘b(}? Satz auch fiir konkave Fiinfecke ?
b) I liege im Innern eines ebenen konvexen Fiinfecks P,P,P;P,P:

= f'ur aile Iuckcn P. mit P, = P; gilt:

'PPH bY l’I ist bis auf einen positiven Faktor gleich P P X P?P
Wie merkt man, daB ein Punkt auf dem Fiinfeck liegt ?

21. A(4]1310),B(6]0]1),C(-4/0[6),D(-8|6/4),E0|6]0)
a) Zeige: ABCDE ist ein ebenes konvexes Fiinfeck.
b P(-8/316),Q(-21313),R-6/3]5),8 4),T(0|32) ,U-6|3]4).
Welche Punkte liegen innerhalb oder aulerhalb des Fiinfecks ABCDE ?
Welche liegen drauf ?

22. A(1|-2|0),B(-3|-616),C3|10/12),D(516]0)
a) Zeige: ABCD ist ein ebcnea konvexes Viereck.
b Pwol2]9),Q-4/-18/-9),R0l0]0), S(2]|2]3)
Welche Punkte liegen innerhalb oder aulerhalb des Vierecks ABCD 7
Welche liegen drauf ?

2. Spatprodukt und Spatvolumen

Das Volumen eines geraden Prismas berechnet man mit der Formel Grundfldche mal
Héhe. Schert man ein Prisma parallel zur Grundflache, dann bleiben Grundfliche G
und Hohe h — und nach CAVALIERI — auch das Volumen V = G:-h gleich.

Drei nicht komplanare Vektoren a, b und T S ein Spat auf. a und b spannen

eine Seitenflidche vom Inhalt G =| &% b | auf; ax b ist senkrecht zu dieser Seitenfli-
che, also parallel zur Hohe h. Diese ist die Lénge der senkrechten Projektion von ¢ auf
s 1 . I(axb)ee |l I(axb)ec |
axb: h=|¢l|leosol =l |l -—F=—7=7= =

laxbl: el laxbl

& l@sb)scil

=Gh=|axb]|-- - =|axb el

s e
S laxb |
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