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¢ 20. Begriinde:

a) Ist P,P,P;PP; ein ebenes konvexes Fiinfeck, dann sind die Kreuzprodukte

.2 aufeinander folgender Seitenvektoren gleichsinnig parallel.
St.lmmt (l]{.‘b(}? Satz auch fiir konkave Fiinfecke ?
b) I liege im Innern eines ebenen konvexen Fiinfecks P,P,P;P,P:

= f'ur aile Iuckcn P. mit P, = P; gilt:

'PPH bY l’I ist bis auf einen positiven Faktor gleich P P X P?P
Wie merkt man, daB ein Punkt auf dem Fiinfeck liegt ?

21. A(4]1310),B(6]0]1),C(-4/0[6),D(-8|6/4),E0|6]0)
a) Zeige: ABCDE ist ein ebenes konvexes Fiinfeck.
b P(-8/316),Q(-21313),R-6/3]5),8 4),T(0|32) ,U-6|3]4).
Welche Punkte liegen innerhalb oder aulerhalb des Fiinfecks ABCDE ?
Welche liegen drauf ?

22. A(1|-2|0),B(-3|-616),C3|10/12),D(516]0)
a) Zeige: ABCD ist ein ebcnea konvexes Viereck.
b Pwol2]9),Q-4/-18/-9),R0l0]0), S(2]|2]3)
Welche Punkte liegen innerhalb oder aulerhalb des Vierecks ABCD 7
Welche liegen drauf ?

2. Spatprodukt und Spatvolumen

Das Volumen eines geraden Prismas berechnet man mit der Formel Grundfldche mal
Héhe. Schert man ein Prisma parallel zur Grundflache, dann bleiben Grundfliche G
und Hohe h — und nach CAVALIERI — auch das Volumen V = G:-h gleich.

Drei nicht komplanare Vektoren a, b und T S ein Spat auf. a und b spannen

eine Seitenflidche vom Inhalt G =| &% b | auf; ax b ist senkrecht zu dieser Seitenfli-
che, also parallel zur Hohe h. Diese ist die Lénge der senkrechten Projektion von ¢ auf
s 1 . I(axb)ee |l I(axb)ec |
axb: h=|¢l|leosol =l |l -—F=—7=7= =

laxbl: el laxbl

& l@sb)scil

=Gh=|axb]|-- - =|axb el

s e
S laxb |
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V=I(axh)-¢l = | det(@,b,8) |= 30

Spatvolumen X3
- = [0)
axb=|g e
g A 21
‘ \BJ e g —
LB _,,-_;"

DR Y
h=1¢l-leospl h/xl

Das gemischte Produkt (& x b)e< heibt auch Spatprodukt von a, b und ¢; man
schreibt es einfach a bc.Der Ausdruck a b ¢ ist eine Zahl, deren Betrag das Volu-
men des von a,b und ¢ aufgespannten Spats angibt. a b ¢ ist positiv, wenn cos @
positiv ist, das heilit, wenn © und axb einen spitzen Winkel einschliefen. Das bedeu-
tet,daB a, b und ¢ ein Rechtssystem bilden.

Die Schreibweise @ b © enthiilt keine Klammern, 14t also nicht erkennen, wo » ¢ « und
wo » X « steht. Tatsdchlich kommts nicht drauf an, solang man die Reihenfolge der
Vektoren nicht dndert. Es gilt ndmlich:

@ %xb)oc =(bXC)sa (andere Grundflache) = B (bxT).
Berechnet man das Spatprodukt aus den Koordinaten von a, b und ¢ , dann macht
man eine iiberraschende Entdeckung:

dg bjg |
ag by |
Cy |a; by ¢
{___\ _l:;) % EI‘! b; ¢ ?n_ul bz: -n'.'ll hi E‘ii !)1 | ! b\.! 1
£ S — 7 — i — e | = | &c¢ A
S ag bg ‘ mflis2 €1 ay by €2 llaghs | %) a by | 2 %2 ©2
s "3 7 as by cg
a; by '
dg b\g
(Entwicklung nach der 3. Spalte)
Damit gilt: | Ve =l (@xb)oel=ldet(a,b,c)l ==l abe

Diese Volumenformel macht die Komplanaritdtsbedingung anschaulich verstidndlich:

3

a, b,c komplanar < det(a,b,c)=0.
Das Spat hat die Hohe 0 und entartet zu einem Vieleck.
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V=il(@xh)¢l=}ldet@b,e) =5 ¥,

Tetraedervolumen

Drei nicht komplanare Vektoren a, b und ¢ spannen
auch ein Tetraeder (= dreiseitige Pyramide) auf.

T 1 = 1y
\rrr'-'l-"ilt'd?-* = G’l‘l-trnt-tivr'h S (Jﬁpnt'h =g ‘V."v}mt
v = Y (@xDb)eTl= Lldet(s,b,7)
Tetraeder — taxp)ec|= glae Jdb.

Als Anwendung des Spatprodukts berechnen wir den Abstand eines Punkts und einer
Ebene in Parameterform:
e T ;
P(7/11/10),E: X :|1 +A +ul-1|= A +Au +pv
{) J i \ 0 )

o

0
\ 3

W,V und AP spannen ein Spat auf. Der Abstand d(P,E) ist gleich der Spathéhe,

die auf u und v senkrecht steht:

|(iix¥)-AP| ~13

aGYs e

P(7111110)

—7

247




vV |f_ﬁ\)< v )o AP |
el e —~
G laxv |

4'\ '(r\1 ". 2 % £Y
T OJ£ -lﬂ Grundflache G = | XV ] =13
3
LY

'

'J
Volumen V =|(uxVv luhP|~ J ID|—1h9
4) (10}
7 169
d(P.E) = G =193 = 13.
Eigenschaften des Spatprodukts
Wegen der E1genschfifton des Skalar- und Vektorprodukts gilt:
3 hic =(axb)sc =t (axb)=(cXE)-b-C &b

also BbCc=Cab=bTa,
das hmﬁt zyklische VLrt'chhung dndert den Wert nicht. Andrerseits gilt:

abc—(dxb _—(h><'1 o"\:—bdf
also aljr::—bac

2bc=-Cba
und a Tg c=—-ac T; , das heiflt, Vertauschung zweier Vektoren dndert das
Vorzeichen.

Die Vertauschungseigenschaft des Spatprodukts fiihrt zu einer weiteren Beziehung von
Vektor- und %kdlarplodukt der Lagrange- Ifi::ntzza.t

R S

(Bxb)o(Exd)=(aoc)(bod)= (Bod ) boT)
Zum Beweis setzen wir ¢ x d = z . Damit ist:
(a‘xi;}cf?x—ti‘] :{'a;x_}';Jo'z‘m a b zZ=2a h =(zxa lb =
:H?xﬁmakb
(GraBmann) =[(eoa d —(dea }_L'Lj»T;
ﬂ24nmom—ﬁiﬁu&5}
=(3oC)bed)~(aed NDbec)

Aufgaben
|1 Berechne das Volumen V des von u,v und w aufgespannten Spats:
o L i e e AT R T T
a) u:|t]‘.v=!—.—3,w:2 b) 11:2.v:5,w:21
| 2 ) { o) \3) 13) L4 ) (1)

|i] Berechne das Volumen V des Tetraeders ABCD
a) A(1l111),B1l4]4),C4|1]4),D4|4]|1)
b A-1l-1l-1),B@lol-2),col-2]0,D-2]0]|0)
¢ Alolo),B@l213),cHl5]6),D7]8|9)
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3. a) Begriinde: Ein PunktP und eine Ebene ABC haben den Abstand
|det( AB, AC, AP )|
| ABx AC |
b) Berechne mit dieser Formel den Abstand von P(—41| 33| 25) und
der Ebene durch A(-7 |4|-17), B(-7|1|-13) und C(-3| 7| -14).

=

4. A(l1l5),B5|1]5),C215]5),D0|3[5), Spitze S(4] 1] -1)
Berechne das Volumen der Pyramide ABCDS
a) durch Zerlegen in zwei dreiseitige Pyramiden.
b) mit der Formel V = ; Gh

¢ 5. Zeige mithilfe der Gralmann-Identitat:
(PXQ)X(WxV) =udet(p,q,v)— vdet(p,q,u)

* 6. Jacobi-ldentitiit Zeige mithilfe der Gralmann-Identitit
(TXVIXW + (VXW)IXT + (WXUW)XV =0

* 7. a) Zeige: Die windschiefen Geraden g:-X = G+AUW undh:X = H+ v
la v aH\ |

~

—
laxv I

haben den Abstand d = -

b) Bestimme mit dieser Formel den Abstand von

—s =37 ot & — 8y r4n
g X =| 9 [+A|-1 undh:}&:|dl+|.1 31,
\ 0 8, a4z| 4)

8. Zerlegung eines Vektors v in seine Komponenten in Richtung a,b,¢:

a) Zeige: Sind a,b,¢ linear unabhingig, so gilt

i vbe n e TR N
R el v b =T =0
abe a b e abe

(Tip: Multipliziere die Gleichung Vv =aa +Bb +y¢ mit geeigneten
Vektorprodukten oder erinnere dich an CRAMER!)

« (2) g
b) Wende diese Formel an, um v =|- 3J als Linearkombination
\—1
=] ] | e L =4 .
von a :I--i 1 b=|2|und ¢ =| 5 Jzu schreiben.
—if -9 [ |
) LY g .
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Rechtfertige die Gleichheitszeichen
(@xb)e(exd) = abexd= bexda
{T;X {_C\X_d‘\l'_l ->_élh = [[' b Cd )'E‘ — [_h :JT:; _}.d I o a‘

>

(Bo¢)(bod )=(asd)(bet)

Il

. Quaternionen

William HAMILTON hat 1844 die komplexen Zahlen durch die Definition der
Quaternionen erweitert. Eine Quaternion q ist ein Term der Form
ag+ai+aj+agk mit aga,a,a8,eR ,i%=7=k¥=~1
undij=—ji=k, jk=-kj=1, ki=-k=j
Hamilton betrachtete eine Quaternion q als Summe einer Zahl a, (Skalarteil) und
' H] A\
eines dreidimensionalen Vektors @ =| a3 |, also q=8,+a.
(23 )
Zeige: Multipliziert man zwei Quaternionen g, = a, + a und qa=by+b,
dann entstehen alle uns bekannten Produkte:
agh, Zahlenprodukt
agb,bya  S-Multiplikation
ach Skalarprodukt
axb Vektorprodukt und es gilt:

(ag+a)+(by+b)=asby+ayb +bya — ach + axb.
» » « bedeutet (distributive) Multiplikation zweier Quaternionen.
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