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XI. Normalformen




1. Normalform der Ebene

Bisher haben wir die Lage einer Ebene im Raum durch Elemente wie Punkte, Geraden
und Vektoren festgelegt — also durch Bestimmungsstiicke, die in der Ebene liegen. Es gibt
aber auch noch eine andere einfache Moglichkeit: Man gibt einen Punkt A (Aufpunkt)
der Ebene an und fixiert die Richtung der Ebene mit einem Normalvektor r\1 mit einem
Vektor also, der senkrecht auf der Ebene steht. Alle Vektoren AX , die einen
Ebenenpunkt X mit dem Aufpunkt A verbinden, stehen senkrecht auf 7 . Die Ebenen-
punkte X werden beschrieben durch: m-AX =0

no(X - A)=0
neX —MnoA =0
;X 4+ NyXy + NgXg + Ny = 0

Die letzte Gleichung kennen wir schon als Koordinatengleichung der Ebene.
Thre Koeffizienten n,, ny, n, sind also die Koordinaten eines Normalvektors.

Definition
Ist A Aufpunkt und n Normalvektor einer Ebene E, dann heifit

i 5 S -
| ne(X — A)=0 |
vektorielle Normalform der Ebenengleichung |
beziehungsweise |

=

X, + NyX, # NgX; + Ny =0 mit ny= — no A

skalare Normalform der Ebenengleichung.

Die skalare Normalform der Ebenengleichung ist identisch mit der Koordinatenglei-
chung der Ebene,
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Beispiel: Gesucht ist eine Gleichung der Ebene E, die durch A(2| -3 | 4) geht und
£N f ]. b1 I 4 i
senkrecht steht auf der Gerade g: X = |-1 i+ Al 3 J

2 | \—5

Als Normalvektor nehmen wir den Richtungsvektor der Gerade und stellen
sofort die vektorielle Normalform der Ebenengleichung auf:

& T \ AN
E:| 3 J{ X —-1|-3 }: 0 . Ausmultiplizieren liefert die
-5 L4 )

skalare Normalform E: 4x, + 3x, —5x3+ 21 =0

Der Normalvektor zeigt einen neuen Weg, die Parameterform der Ebenengleichung in
die Koordinatenform umzurechnen: Man sucht einen Vektor 1, der auf den beiden
Richtungsvektoren © und v der Ebene senkrecht steht.n ist Losung des 2,3-Glei-
chungssystems n.u =0

nev =0
oder ein Vielfaches von 1 x v . Dann gehts weiter wie im vorigen Beispiel. Vier Beispiele
zeigen die Niitzlichkeit der Normalform beim Liésen geometrischer Grundaufgaben.

Abstand d(P,g) von Punkt P und Gerade g

Losungsidee: Man legt eine Hilfsebene H durch P senkrecht zu g. H schneidet g im
LotfuBpunkt F. F heiit auch senkrechte Projektion des Punkts P auf
(oder in) die Gerade g. Der gesuchte Abstand ist d(P, g) = PF .

¢ ‘

2
2‘
3

\ i

s
2 | + L
6)

H: 2%, —2x,+3x3-7=0

g in H eingesetzt: 2(5 + 2u) — 2(2 - 21) + 36 +3u-T=0= p=-1

Beispiel: P(0|-2/1), gX =

L%

o B e 5.
Loulpunit bl = [2 —'--z}, F(3]4]3)
\6;' kse

Y -"3 ) . —
Abstand: PF = {6 | d@®. g =B =%
2
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Spiegelung eines Punkts P an einer Ebene E

Losungsidee: Man legt durch P eine Normale der Ebene E. Diese Lotgerade schneidet E
im Lotfullpunkt F' (Parameter pp). F heiflt auch senkrechte Projektion
des Punkts P in (oder auf) die Ebene E.

n

Fiir den Spiegelpunkt P' gilt P' = P +2u:n

Beispiel: P(1/0]/-2), E: 2x,+x,+3x,+32=0

— i B 2
Lotgerade h: X = ‘ 0 |+LL 1 ‘
\—2 ) \3 )
hin E eingesetzt: 2(1 +2W +pu+3(-2+30)+32=0 = pp=-2
_ . AN pow _
Spiegelpunkt P' = |0 |—4|1 |, P(-7|-4|-14)
g ] g
Setzt man pp = -2 in die Lotgeraden-Gleichung ein, so bekommt man den
LN i 1 h {2
LotfuBpunkt F = ‘ 0|-2|1|, F(-3|-2|-8)
L5k kK
\

| 3_,‘

s
PF ist der Abstand d(P, E) von Punkt P und Ebene E:

PF = (—2|, d®,E)=|PF | =56 = 214
6

Schnittwinkel von Ebenen

Schneiden sich die Ebenen E, und E, in der Gerade s, dann versteht man unter dem
Schnittwinkel ¢ den nichtstumpfen Winkel zweier Lotgeraden h, und h, dieser Schnitt-
gerade s, wobei h, in E; und h, in E, liegt. Parallele Ebenen haben den »Schnittwinkel«
0°. Weil die zugehorigen Normalvektoren n, und n, aufh, und h, senkrecht stehen,
bilden auch sie den Schnittwinkel ¢ oder 180°— .
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Blick auf die Ebenen in
Richtung der Schnittgerade s

Sind n, und n, Normalvektoren der Ebenen E, und E,

| 7, oy

! und <(E, , E;) = ¢,dann gilt cos ¢ = j—=77=
| | ﬂ]

| |D-‘;|

Beispiel: Berechne den Winkel, den zwei Seitenflidchen eines regelméfligen Tetraeders
bilden.
Weil alle regelméBigen Tetraeder dhnlich sind, tiberlegen wir uns die Losung
an einem, der in einem giinstig liegenden Wiirfel verpackt ist: die Koordinaten
der Seitenflichenecken sind Wiirfelecken, das Tetraeder steht auf einer Kan-
te.
Seitenfliche 1: E;=E(A,D,C): X3+ X;—X3=0
Seitenfliche 2: E,=E(B,C,D): x;+Xs+X3—2=0

Y Y & IM e —a [ 1 o
n; on; =| 1 r:[11:1,| m, =1, [=v3; cosgp= 5 ©=7005.
1)

=

N Al T

N B(11110)

b3
o
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¢ ist der Winkel zwischen den Ebenen E, und E,, nach Definition ist er nicht
stumpf; er stimmt deshalb nicht bei jedem Korper iiberein mit dem Winkel o,
den die Seitenfldchen bilden. Fiir konvexe Korper gilt: 6 = ¢ oder ¢ = 180°- ¢.
Um o zu berechnen, projiziert man je einen Punkt (A, B) der betreffenden Fla-
chen senkrecht auf die Schnittgerade. Die Projektionen seien F, und Fy. Die

L T

Vektoren F A und FyB bilden den Winkel . Beim regelmifigen Tetraeder

LS

& . £ v ot 11 . sy
ist aus Symmetriegriinden F, = Fg = Mgl =1 | 1). So ergibt sich

0
0,5 J und cos o = T

|

]:‘-\AA =I —015 3 1‘11.5]3 -
I\ =1 J =1
¢ ist tibrigens auch der Winkel zwischen zwei Raumdiagonalen des Wiirfels.

1 o
=3,alsoo=¢="705".

o

/—0,5 W T [-0,5 \

Jetzt noch ein anspruchsvolleres Beispiel:
Verbindet man die Kantenmitten der Deckfliche eines Wiirfels mit den Ecken
A5|5]0), B(-5|5/0), C(=5]-5]0) und D5 [ -5 0) der Grundfliche, so ent-
steht ein Wiirfelstumpf ABCDEFGH.
Fiir den Winkel ¢ zwischen der Deckfliche EFGH und der Seitenfliche HGD

) MN . MD

teosg= ————.

S s TN SMD

ey —_— |-"—5 \'. fe: = - i 2_'—

MN = GF =[ 5 |, wegen M(} |3 10)ist MD =|-25)
L o | - |-10 )

also cos ¢ =-_-—.--?-'-22—.- = —1 ¢=109,5°

5V 2-7,6W2

Fiir den Winkel y zwischen den Seitenfliichen AHD und AEH brauchen wir die
senkrechten Projektionen von E und D auf die Gerade durch A(5 | 5| 0) und

~ .',r)\l a1
H(510110): X =[5 |+pu| 1 |
L0 | _9

Die Hilfsebene H : x, — 2%, + 15 = 0 durch E, ist senkrecht zu AH und schneidet
AH in P(5| 1| 8), der senkrechten Projektion von E auf AH.
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Die Hilfsebene Hp: x5 — 2%3 + 5 = 0 durch D, ist senkrecht zu AH und schneidet
AH in Q(5|3]4), der qe‘nktcchtcn ij{,k‘rmn von D auf AH.

PE und QJJ bilden den gesuchten Winkel:

PE o QD )
cos \Jf = PF.--QDH =—aq, Y= 131,8%.

Der Schnittwinkel der zugehiorigen Ebenen ist 180°-131,8" = 48,2".

Schnittwinkel von Ebene und Gerade

Der Winkel y zwischen einer Gerade g und einer Ebene E ist gleich dem Winkel zwi-
schen der Gerade und ihrer senkrechten Projektion g, in die Ebene. Weil die Normale n
der Ebene senkrecht auf g, steht, sind der Winkel zwischen n und g und der gesuchte
Winkel y komplementér: <(n, g) = 90"~y

| n ou |
cos (90" — y) =

Ist n ein Normalvektor der Ebene E und

1 ein Richtungsvektor der Gerade g und
| E‘ o

4(E, g) = v, dann gilt sin V=i=T=

Beispiel: Berechne den Winkel, den eine Seitenfliche und eine Kante eines regelmafi-
gen Tetraeders einschliefen.
Wir verwenden das Tetraeder von obon
Seitenfliche: E =E(A,D, C): 1+ Xo—%3=0
0y
1

o

Gerade: =0 G — J|+u_

[y

1 4 i ] N 2 LR | = J 2 a
nou :[ i 1:]1 |=2.] 5 [ li=n82; siny-= 7 W = 54,
—1) |\-1] :

N &

rye
i




Auch bei solchen Aufgaben mull man unterscheiden zwischen dem nicht-
stumpfen Schnittwinkel von Gerade und Ebene und dem Winkel, den eine
Kante eines Polyeders mit einer Seitenfliche bildet, denn dieser kann auch
stumpf sein. Im regelméafigen Tetraeder ist y spitz wegen 2y + ¢ = 180"

Aufgaben

Gib eine skalare Normalform an von

R 1A =6 [ -~ /6B
[X —|—2‘:|:0 G)|—53 .::LX = SHZU
\

\—2 ) —2) \ 2 )

i = 1y 3\
/

1y \ (2
a) —'2'{}(— 2 }:D b)‘ﬁ
=1

L1)

=
Stelle vektorielle Normalformen der Koordinatenebenen auf,

Gib eine skalare Normalform der Ebene E an, von der man weil3:

;9
a) E enthélt A(1|0|-3)und hat die Normalrichtung

g
| 3)

b) E enthdlt A(1/1]-2),B(=2|1|0)und C(0|1]2)

- 12 el
¢) E enthélt A(1|-1|—4) und die Gerade g X = {4 ‘ +A] 1
L O ! -,_._rl g
- 1 i 12 71 b
d) E enthilt A(1|-1|-4) und steht senkrecht aufg: X = |4 [+A[ 1 |
L0 ) 4
S N P LA e
e) Eenthilt g: X = | 0(+A-1|und : X =pn|-1
| 1) il 3
L3 f ] b ' .2 k) LS i ZP} ! I -‘1".
f) Eenthilt g2 X = [0 |+Ai]- 1| und h: X = | -2 [+p]| 2
A B i L —5
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i4._ E: 3%, + x;— 6 =0 enthalt P(1]|7]3), aber nicht Q2| 2] 1).
a) nseidas Lot von E in P. Gib eine Gleichung von n an.
b) m sei das Lot von E durch @. Gib eine Gleichung von m an.

|5.| Stelle eine Normalform der Ebene F auf, die auf E: 3x, —x, + 2x,-3=0

senkrecht steht und g enthalt

ks 4 F2s - rd Fay

a) gX :[1 +}L‘--1 b gX :‘1%%—1-
: 3

L

N l.l,-l 2.."

6. Bestimme eine Gleichung der Gerade g, die A(1| 2| 3) enthalt und
parallel ist zu E: 2x; —3x;—4x3+4=0 und F: x;—x,+x3+ 1 =0.

o 2\] 1 i > r3 r2 y
7. gX =|0|+ ?-.[1 [ X = [ 0|+u|1|. Bestimme eine Normalform der Ebene,
gl i Ll g
a) die durch den Ursprung geht und parallel ist zu g und h
b) die g enthilt und senkrecht steht auf der Ebene von a).

ik

e

= 1
8 gX =:«L[4
8

g liege in E und hin F. E und F bilden denselben Winkel wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F, eine Gleichung der Schnittgerade s
von E und F und den Schnittwinkel von E und F.

s r'l\ L% £y l,f]'m
*9, gX =1|2|, h:X:iz-r-.u-'2|
\3) e

g liege in E und h in F. E und F haben denselben Abstand wie g und h.
Bestimme Normalformen von E und F.

110.] Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von A(3 [ -1|4) und B(7 |=E |=2).
* 11. Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von

i L ral A fil B
g X :[D|+?\.‘21und h: X :‘41441 2 .
1. la) 4

J

W \_1,' Y

* 12, Bestimme eine Normalform der Symmetrieebene von
E: 2%, — %, +2x3—3=0 und F: 2x, —x, +4x3—-8=0,
die durch den Ursprung geht.

Eoes =% —255 -5
13| g X (e -+LL[8J.P(1|1|1}
etk Lo !

Bestimme den Abstand von Punkt P und Gerade g.
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14.

i B

1 3
2 +p| 0 | haben

Welche Punkte der Gerade g: X :£
3) (—1)

a) vom Ursprung die Entfernung o~/11 7
b) von der X;x,-Ebene den Abstand 3 ?
¢) von der x;-Achse den Abstand 2,5 ?

X f -*3 A\ | Y Fe
d) vonder Geradeh: X =|3 ‘+v 1 | den Abstand 2+/3 ?
\ i A 1 UJ
L s 2 4 Y f ; \
+ 15. In welchen Punkten schneidet die Gerades: X =|2 |+ 4|2
h 3 J | 3] J
_ Sl syl
den Zylinder um die Achsea: X = ‘ -2 |+ ].1| -2 ‘ mit dem Radius 6 ?
'\._]J \, 1 .y
B
16. ¢ X =(9|+pu|1 P(14|6/3)
6 | \ 4 )
A e N )

* 18.

a) gist Tangente einer Kugel um P.
Berechne Berlihrpunkt A und Kugelradius r,.

b) Auf g liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P. Berechne B und
den Kugelradius r, und die Schnittpunkte S von Kugel und Gerade.

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel, die durch P geht
und g bertihrt.

Spiegle den Punkt P an der Ebene E:

a) P(4|2]|1), E:3x, —x,=0

(3-
b P(11]11]3), E-.{:;
2;’

ol X —|-2 lzﬂ
1”75
E: x,+2%,+ 2%, +30=0, P(0]| 2] 1)

a) E ist Tangentialebene einer Kugel k, um P.
Berechne Beriihrpunkt A und Kugelradius r,.

b) In E liegt der Mittelpunkt B der kleinsten Kugel durch P.
Berechne B und den Kugelradius r;.

¢) Berechne Radius r, und Mittelpunkt C der kleinsten Kugel,
die durch P geht und E beriihrt.

d) E ist Symmetrieebene der Kugeln k, (von a)) und k.
Berechne den Mittelpunkt M' von k'

e) Wo liegen die Mittelpunkte aller Kugeln, die k, und k' beriihren ?

f) Die Kugeln k, und k' lassen sich durch eine Halbdrehung ineinander
uberfiihren. Beschreibe in Worten die méglichen Drehachsen.

E und die Kugel um P mit Radius 13 schneiden sich.
Berechne Mittelpunkt M und Radius p des Schnittkreises.
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¢ 19. E: 4x; + 4%, + Tx3 — 81 = 0, k ist die Kugel um den Ursprung mit Radius 41

a) Berechne Mittelpunkt A und Radius p des Kreises,
in dem sich E und k schneiden.
b) Verkleinert man den Schnittkreisradius von a) um 16,

so ergibt sich ein Kreis, in dem sich E und Kugeln mit Radius 30 schneiden.
Berechne die Mittelpunkte M dieser Kugeln.

¢) Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen von k, die zu E parallel sind.

o 1N PP
©2. g X = 1J+_u[si, P9 |-8]11)
! |6 )

a) Berechne Mittelpunkt M und Radius r der kleinsten Kugel,
die durch P geht und ihren Mittelpunkt auf g hat.
b) P sei die Ecke eines Quadrats, von dem eine Diagonale in g liege.
Berechne die restlichen Quadratecken und eine Gleichung ihrer Ebene.
¢) Wo (Punktmenge, Gleichung!) liegen die Mittelpunkte der Kugeln,
die das Quadrat in b) beriihren ?

L ]
b
p—

Spiegle die Ebene E: 2x, —3x, + 5x;,—-7=0
a) am Ursprung b) an der x5-Achse ¢) ander x;x;-Ebene

s 22, Spiegle die Ebene E: 3x; +2x3—-1=0
s ' l N
a) am Punkt P(1/2]3) b) anderGeradeg: X =p|2
13)

¢) ander Ebene F: x; + 2%, + 3x,=0

|23.| Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und F:
a) E: x; +10x; +9x3—-4=0, F: 11x, +19 %, +8x3—-4=0

b) E: 2x, + 4%, +5x3—4=0, F: 8%, +%,+5x3—-4=0
¢) E: 3x, —4x,+5x3=0, F: %, +3%,+3x3-9=0
d E: x; +4x,+9%—-1=0, F: 3x; + 5%, —8x3+ 1=0

21 Berechne die Schnittwinkel ¢ von E und g:
g 73
a) E: bx, +5x,+2x3-6=0, g X :u;lZJ
L3
\
= f 13 b 3 b
b E: x, +x,—-3x3+13=0, g X :p!—?‘+--?'
L2 L
= 1 b I .‘3 b1
¢) E: —x, +5x,—10x,=0, g X =u 2i+_?
(R g
s 71 i :_:I' Y\
d) E: x+3%+4x; +111=0, g X =y ‘18 + ’F‘!
Szl Tt
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25.

|26.

27,

28.

29,

* 30.

» 31.

Berechne die Schnittwinkel von E: 12x, — 12x, + 17x; = 0 und den
a) Koordinatenachsen a) Koordinatenebenen

H: 2% —% 4 x—4=0. Acll2]2). Bial-3] 1)

a) Bestimme eine Normalform der Ebene E, die auf H senkrecht steht und durch
A und B geht.

b) Bestimme eine Normalform der Ebene G, die AB in A senkrecht schneidet.

¢) Bestimme den Schnittwinkel ¢ von G und H.

d) Bestimme eine Gleichung der Gerade g,
die durch B geht und parallel zu G und H ist.

e) Bestimme den Schnittwinkel y von g und F: x; + 8x, —x5=0.

A@B|118),B614]5),C(75
a) Berechne das Volumen.
b) Berechne den Fuflpunkt F der Hohe durch S und die Linge dieser Hihe.
¢) Berechne den Winkel o zwischen der Grundfliche und der Kante [AS] .
d) Berechne den Winkel B zwischen der Grundfliche und der Fliache [ACS] .

1| 6) und die Spitze S(4] 18) bilden ein Tetraeder.

A(21-312),B(-1|316),C(51-5]0)

a) Berechne den Fldcheninhalt des Dreiecks ABC.

b) A’, B'und C'sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in die x,x,-
Ebene. Berechne den Flidcheninhalt des Dreiecks A'B'C',

¢) Berechne den Winkel ¢ zwischen E ¢ und der x,x,-Ebene.

E: 2x,+8x, +4x,+5=0, A(1|2|4), B(-2|2|-9), C(-2|7]9)

A', B'und C' sind die senkrechten Projektionen von A, B und C in E.

a) Bestimme die Bildpunkte A, B'und C',

b) Bestimme die Flicheninhalte der Dreiecke ABC und AB'C'.

¢) Bestimme den Winkel ¢ zwischen F und E, 5. und bestitige die
Beziehung Fypc = Fape - cos .

Die sechs Punkte auf den Koordinatenachsen, die vom Ursprung die Entfernung k
haben, bilden ein regelmélliges Oktaeder.

Berechne alle Winkel zwischen den Kanten, zwischen den Flichen und zwischen
den Kanten und Flichen.

Bei dem Quaderstumpf ABCDEFGH sind Grundfliche ABCD

und Deckflache EFGH quadratisch. Berechne den Winkel zwischen
a) den Seitenflachen HGF und HGD

b) den Flichen AHD und AFE

¢) der Kante HD und der Deckfliche.
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+ 32. ABCDS ist eine vierseitige gerade Pyramide mit quadratischer Grundfléche.
Berechne den Winkel zwischen
a) Grund- und Seitenfldche
b) zwei Seitenflichen mit gemeinsamer Kante
¢) zwei Seitenfldchen ohne gemeinsame Kante.

$ 33. Der Kérper ABCDEFGH entsteht so: man verdreht zwei kongruente Quadrate 45°
gegeneinander und verschiebt eines so weit nach oben, bis die Seitenkanten so lang

sind wie die Quadratseiten.
a) Bestiitige die Koordinaten von H5V2l 05V 2*\.5 ).
b) Berechne den Winkel zwischen Grundfliche und einer Seitenfldche mit

gemeinsamer Kante.
¢) Berechne den Winkel zwischen zwei Dreieckflichen mit gemeinsamer Kante.
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234, g

a)
b)

d)

e)

a)

b)
)

d)

- c}

X =i--2

2 r2an 0

X =|a+l 1
l. 1 / 3;

Untersuche die Lage von g, und E.

Welcher Punkt B in E liegt A am néchsten ?

Welche Schargerade liegt A am néchsten ?

E sei Tangentialebene einer Kugel k um A.

Berechne Radius und Beriihrpunkt.

Bestimme eine Gleichung der Ebene H, die die Kugel k von d) halbiert und auf
den Schargeraden senkrecht steht.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von H und E.

, B: 8%, —6x,+2x,+4=0, A(15/1]3)

‘
+p|

) R

Y

+J.1I—1J, M(-1]0]-1)

.27
Beschreibe in Worten die Geradenschar und bestimme eine Gleichung der
Ebene E, in der die Schargeraden liegen.

Welche Schargerade geht durch M ?

Welche Schargeraden beriihren eine Kugel um M mit Radius 2 ?

Welche Schargeraden sind Sekanten der Kugel ?

Welche Schargeraden halbieren die Winkel der beiden Kugeltangenten
gyund g, ?

'.‘ a

Welche Schargerade hat vom Ursprung den kleinsten,
welche den grifiten Abstand ?

* 36. Bestimme von E,: x, + ax, + (a + 1)x, — 6 = 0 die Biischelebenen,

» 37.

38.

b3

a)
b)
c)

a)

e MESE L A Mt
nl i r ]
Laila®_alel X —|-1||=0

die mit der x,-Achse 45° einschlieBen

die mit der x,x,-Ebene 60° einschliefen

die mit der x,x;-Ebene 30° einschliefien

die 30" mit der Ursprungsgerade durch (-6| 7| 1) einschlieBen
die senkrecht sind zur Gerade durch (2|4 2) und (4| 0| 0)

die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1|10 -7)

die parallel sind zur Ursprungsgerade durch (1|1 |-1)

die senkrecht auf E, stehen

die mit E, 45" bilden.

cla+ 1y +la—1x=a

Bestimme eine Gleichung der Ursprungsebene,
die alle Scharebenen senkrecht schneidet.
Welche Scharebene steht auf E, senkrecht ?

o

la—4

Bestimme die Achsenpunkte A, , A, und A, von E,.
Welche Scharebene hat nur einen Achsenpunkt, wie liegt sie ?
Welche Scharebenen haben nur zwei Achsenpunkte, wie liegen sie ?




* 39.

= 40.

h)

i)

J)

E:

a)
b)

c)

d)
e)

of)

Welche Scharebenen gehen durch den Ursprung ?

Welche Scharebenen enthalten den Punkt P(1/1(6) ?

Bestimme a so, daf} die Scharebene parallel ist zu einer Koordinatenebene.
Bestimme a so, dafl die Scharebene parallel ist zu einer Koordinatenachse.
Welche Scharebene ist parallel zu F: x; + 3%, — 18, + 10=07?

Welche Scharebene ist senkrecht zu G: 3%, —2x, +x, =27

S e B
Welche Scharebenen sind parallel zu g: X = | 2 ‘+ 1 ‘ = | ?
\ 3 g '\12)'

» s 25 f—5H i
Welche Scharebenen sind senkrecht zu S: X = | 2 ‘+ ?'.[ 1 ‘+ T IR e
\ 1 / = | /

L1)'

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E; und E,.

3x, — 6%, + 2%, =42, g X =[_3 +l2-2a

In welchem Punkt schneiden sich die Ebene E und die Schar g, ?
Bestimme eine Gleichung der Ebene F, in der die Schar g, liegt.

Bestimme den Schnittwinkel ¢ und eine Gleichung der Schnittgerade s von E
und F.

Bestimme Gleichungen der senkrechten Projektionen von g_; und g; in E.

Welche Schargerade ist identisch mit threm Spiegelbild beziiglich E ?

E ist Symmetrieebene der Schargeraden g, und g, .
Driicke a' mit a aus.
e 2?] b f 2 \
Q16| 1618), M(14[5/-2) g,:X:[a +;l{2|

a)
b)

c)

d)
e)
f)
g)

h)
i)

Welche Schargerade geht durch Q ?
Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Schar g, liegt.

Bestimme eine Gleichung der Ebene F,
beziiglich deren @ und der Ursprung symmetrisch sind.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade s von E und F.
Bestimme Schnittpunkt S und Schnittwinkel ¢ von s und g .
Berechne die Punkte von g, , die von M die Entfernung 15 haben.

Bestimme Gleichungen der Tangentialebenen T,
die eine Kugel um M mit Radius 15 in Q und O beriihren.

Bestimme eine Gleichung der Gerade t, die in beiden Tangentialebenen liegt.
Berechne den Abstand d von t und g,

265




2. Hesse-Form der Ebenengleichung

Ist P ein Punkt der Ebene E: 2x; — 2x, + %, + 6 = 0, dann erfiillen seine Koordinaten die
Gleichung und es gilt E(P) = 2p, — 2p, + p; + 6 = 0.
Liegt ein Punkt Q nicht in der Ebene E, dann ergibt sich fiir E(Q) eine positive oder
negative Zahl,
Beispiel: P(2|2|-6), EP)=4-4-6+6=0

Q.(81-2|2), EQ,)=6+4+2+6=18

Qx(-816|-5), E(Q,)=-16-12-5—-6=-27
Um die Bedeutung des Vorzeichens zu verstehen, betrachten wir die vektorielle Nor-
malform der Ebenengleichung:

E: mo(X —A)=0
meAX =0

E(X) = n- AX . cos @, wobel ¢ = <I{_h’,':f& Xh] ist.

Negativer Hdlhraunl
e R |cosp <0 |

+
+
+
ar
+

Lo e e *‘6@——
u}s[p:sﬁ + 4+ 4+ + + + + -+

Positiver Halbraum + + + + + + +

cos ¢ legt das Vorzeichen von E(X) fest. Die Ebene E teilt den Raum in zwei Halbriume:
Liegt Q in dem Halbraum, in den der Normalvektor zeigt, dann ist ¢ spitz, cos ¢ also
positiv. Diesen Halbraum nennen wir positiven Halbraum.

+ 4+ 4+ 4+ 4+ + + ++ + I_I‘:-(Qg}}ﬂ‘. Q.
BEJZ0|+ 4+ + + + F + + + + +
Pt Y A A+t
- + + +++++“/+++
Y Y
By AN 44 f o+ F
—/~—-———i"‘==~++++++
—————— e o

+

Ebene ist richtig orientiert

Unterscheidet man zwischen positivem und negativern Halbraum, dann nennt man die
Ebene orientiert,
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Enthilt die Ebene E den Ursprung nicht, dann orientiert man sie gewihnlich so, dafl der
Ursprung im negativen Halbraum liegt, das heifit E(O) < 0. In der Ebenengleichung E:
n;X; + NyXy + NgXs + Ny = 0 ist E(O) = ng. Ist also n, negativ, so ist die Ebene schon richtig
orientiert. Ist n, positiv, so orientiert man die Ebene um, indem man ihre Gleichung mit
—1 multipliziert.

Bei einer richtig orientierten Ebene weist der Normalvektor von der Ebene aus in den
Halbraum, in dem der Ursprung nicht liegt — oder anders ausgedriickt — zeigt der Nor-
malvektor vom Ursprung zur Ebene. Geht die Ebene durch den Ursprung, so sind beide
Orientierungen richtig, das hei}t gleichberechtigt.

Die Ebene E: 2x, — 2x, + %3 + 6 = 0 ist noch nicht richtig orientiert. Durch Multiplika-
tion mit —1 orientieren wir sie um: E: -2x; + 2x, — x5 — 6 = 0. Jetzt gilt E(O) = -6 < 0,
E(Q,) = =18 und E(Q,) = 27. @, und Q, liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene, Q,
und der Ursprung liegen auf derselben Seite.

A
e/
&
o/n
[/ b,
e e I g
L] AQ /

Wir kennen jetzt die Bedeutung des Vorzeichens von E(Q) — was aber bedeutet der Be-
trag | E(Q) | ?

|B@) =7 :\Q~ |= 1. AQ | cos | . Aus der Zeichnung lesen wir ab:

AQ | cos ¢! = d, das ist der Abstand von Punkt und Ebene. | E(Q)
dukt des Abstands Punkt-Ebene und der Lange des Normalvektors.

= n.d ist also das Pro-

Der Mathematiker Ludwig Otto HESSE (Konigsberg 1811 bis 1874 Miinchen) hat
vorgeschlagen, als Normalvektor in der richtig orientierten Ebenengleichung einen
Einheitsvektor 1 ° zu verwenden. Setzt man in seine Ebenengleichung einen Punkt ein,
so ergibt sich sofort der Abstand von Punkt und Ebene (bis aufs Vorzeichen). HESSE zu
Ehren nennt man diese Form der Ebenengleichung Hesse-Form Ey ; den zugehirigen

Vektor n ° nennen wir kurz Hesse-Vektor.
a8
Beispiel: E: 2x;,—2x,+x3+6=0, n = —12 i,n =3
LY ‘.l

Umorientierung E: -2x; + 2%, -X3-6=0

{-—2\

. S 2 1. i e
Normierung ]a“:—ﬁxl+5x:q—jz;1—2—0, = 3| .J.]
N

Punkte einsetzen Ey(0) = -2, E und O haben den Abstand 2
14(Q,) = -6, E und @, haben den Abstand 6
Ey(Qy) =9, E und Q, haben den Abstand 9
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Zusammenfassung ) :
Von E:  ngx; +noX, + 03Xy + 0 = 0 ist

- Sgmii{ng)
Ey: — (N;X; + NpXs + NgXa + Nyl = 0

I

] s 2 _
mitn, #0 und n=yn,* + n,* + ny®

die Hesse-Form der Ebene E.

2 1 .
Istny=0, dannsind + _(n;x; + NyX; + NgXy + 1) = 0

die beiden Hesse-Formen der Ebene E.

Abstand Punkt-Ebene: d(Q,E) = |E4(Q) |

-

Erzeugung der Hesse-Form aus der allgemeinen Normalform in der Praxis:
Dividiere die Ebenengleichung durch den Betrag des Normalvektors.
Richte die Vorzeichen so ein, daff n, (falls vorhanden) negativ ist.

1. Beispiel: Die Ebene E: 2x, + 6x, + 3x4 + 49 = 0 und die drei Koordinatenebenen
begrenzen ein Tetraeder.
Gesucht ist die Lange der Hohe, die durch den Ursprung geht und auf der
Gegenfldche senkrecht steht, und der HohenfuBpunkt.

In dieser Aufgabe versteckt sich die Grundaufgabe Senkrechte Projektion
eines Punkts in eine Ebene. Diesmal 16sen wir sie mit der Hesse-Form.

1 A ; ; =
Ey: - 3 (2x) + 6%y + 3x3+49) = 0, E4(0) = -7,

Ebene und Ursprung haben den Abstand d = 7, und das ist die gesuchte
Linge der Hihe.

SAn
P - P = L s | A}
Um O in E zu projizieren, tragen wir den Hesse-Vektor n%=1|_g
=3
Tmal von O aus ab und treffen auf den gesuchten FuBlpunkt F:
. 1 2y
F=0+7n"|-6|,F-2|-6/-3)
-3
i

2. Beispiel: Gesucht ist der geometrische Ort G der Punkte, die von der Ebene
E: Tx) —4x,— 4x;— 18 = 0 den doppelten Abstand haben wie von der Ebene
F: 2%, + %, — 2x3+ 12 = 0.
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Eyy: :} (7%, — 4x, —4x5— 18) =0, Fy: 13 (—2x; — X5 + 2x3—12) =0

Fiir die gesuchten Punkte X gilt: | E4X)|= 2. | Fu((X)

das heifit: G,: Ex(X) = 2.F4(X) oder Gj;: Eyx(X) = —2.Fy(X)

Gy {: (Tx; — 4%, — 4x3— 18) = i (—2x;~ X5+ 2x3— 12)]| .9

Gy 19%, + 2%, — 16x3 + 54 =0

Gy 3 (Tx, — 4%y — 4%y — 18) = — 2 (2%, — %y + 2% - 12)[] 9

Gy: 5x%; + 10%,—8x3+90 =0

Der gesuchte geometrische Ort besteht aus zwei Ebenen G, und G, die sich
in der Schnittgerade von E und F treffen.

Weil das Skalarprodukt der Hessevektoren ng ° und np ° negativ ist, schlie-

Ben 0y und T ° einen stumpfen Winkel ein, das heifit, der Ursprung liegt
in einem der spitzen Winkelfelder von E und F. Weil G, aus E4(X) = 2.Fy(X)
hervorgegangen ist, liegen die Punkte von G, in den Winkelfeldern, in denen

sich die beiden positiven beziehungsweise negativen Halbridume iiberlappen.
G, und O liegen also im selben Winkelfeld.

Winkelhalbierende Ebenen

Wichtiger Sonderfall der Aufgabe aus dem letzten Beispiel:

Gesucht ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei sich schneidenden Ebenen E
und F denselben Abstand haben.

Er besteht aus den beiden winkelhalbierenden Ebenen W, und W,.

Fiir die gesuchten Punkte X gilt: | EqX) | = | Fu(X) |, das heifit,

W, : E4(X) = Fy(X) oder W,: Ey(X) = —Fy(X), anders geschrieben

W,: Ey(X) - Fy(X) = 0 oder W,:ExX) + Fi(X) = 0.

i

TR
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Fiir die Ebenen E und F des letzten Beispiels mit
Epp:g (7%, — 4%, — 4%, —18) =0,  Fy: 1 (2%, — %, + 2x3— 12) = 0
ergibt sich W,;: 13x, - x, - 10x;+ 18 =0
Wo: %, - Tx,+2%x,-54=0
Wie sichs gehort, stehen W, und W, aufeinander senkrecht:

U 3 il B e [
Nn;ons = | =12 _?|=0
\-10; | 2 )

Um zu entscheiden, welche winkelhalbierende Ebene im spitzen Winkelfeld liegt,
berechnen wir den Winkel o zwischen E und W, :
| rl}; GI_iT | a5 5 {
AR S e e e o=24,1
ng || my | w270 V30
und den Winkel B zwischen F und W,: = 90°— o = 65,9".
Also halbiert W, das spitze und W, das stumpfe Winkelfeld von E und F.

Aufgaben
1 (Gib die Hesse-Form an
a) Tx;—2x,+ 26x,+54=0 b) 6x; + 8x;=-50

2! Gib die Hesse-Form der Ebene E an,
die durch A(1]1[5),B(9[1]1) und C(11|4|-1) geht.

E: Welchen Abstand haben der Ursprung, A(12|2|-2), B(1|0]|-2) und
C(-9|1]2) von der Ebene E: x, + 8x, —4x; =9 ?

4. Welchen Abstand haben der Ursprung, A(1|-2|2)und B(1]1|-1) von der Ebene E:

ORGSR O
%80 =W [ +_u‘1 3
k],u' '-.1,4 '-.D.r

9. E: x;+2x%+2x,+3 =0 Zeichne den Ursprung, die Ebenen E bis H
F: %+ 2%, + 2x3—6 =0 (als Strecken) mit den richtigen Abstidnden, die Normal-
3 X+ 2%, +2%x,—9 =0 und Hesse-Vektoren von E bis H mit den richtigen
H: x, + 2%, + 2x, + 12=0 Léngen, Mafistab: 12 0,5cm.

6. A(1l0|-2),B(-114|-2),c0l6l0),D|?2]|?),83]|3]|-3)

Die Pyramide ABCDS hat als Grundfliche das Parallelogramm ABCD.

a) Berechne die Liange der Hihe h.

b) Berechne das Volumen der Pyramide.
‘ . 70

B 11x,—10%, +2%3+ 75=0, &« X =|-5 + Ul 5

) | 14 |
Zeige, dafl E und g parallel sind, und berechne den Abstand dig, E).

~1
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8. Berechne den Abstand der windschiefen Geraden so:
Bestimme eine Normalgleichung der Ebene E, die die Gerade g enthélt und parallel
ist zur andern Gerade h.
Berechne dann den Abstand, den irgLndvin Punkt von h und die Ebene E haben.

- (1". 1 f}\
a) g X =|-2 +],L{ W h: X :[ |+ [ J
)

\3) 0)
% % -0
—_ q +b
16

— ) 1
b g X =|17|+u[8]|,
|5 4
‘J Stelle Gleichungen der Ebenen auf,
die von E: 6x; — 7%y + 6x3 + 55 = 0 den Abstand 33 haben.

10. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von der Ebene E: Tx, — 6x, + 6%, = 7 den Abstand 1 haben.

11. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, die in der Ebene E: 2x; + x, — 2x, = 12
liegen und von der Ebene F: x, — X, + 3x; = 0 den Abstand 3 haben.

12. E: 15x%; + 12x, — 16x, = 15, F: —9x%, + 12x, — 20x; = 35
Welche Punkte der x,-Achse haben von E und F denselben Abstand ?

et -5 F '3
¢*13. E: 6x, +9x,+2x=11, g X :[61
\__23. {H

Eine Kugel K mit Radius 22 bewegt sich so, dal} ihr Mittelpunkt auf g wandert.

a) In welchen Punkten beriihrt die Kugel die Ebene ?
Wo ist dann jeweils der Kugelmittelpunkt ?

b) Wo ist der Mittelpunkt des grofiten Schnirtkrciscﬂ von Kund E ?
£ 4 L
14I g, sei die senkrechte Projektion von g: | 2 +11(
\10)

in die Ebene E: 2x, —x, + 3x3—4=0.

Bestimme den Schnittpunkt von g und g, und eine Gleichung von g, .
_'15. Die Punkte P(13| —6]6) und P' seien symmetrisch beziiglich

der Ebene E: 7x, —4x, + 4x3 — 7 = 0. Berechne P".

'16J] T: 3x, — 4x, — 12x, = 0 sei Tangentialebene einer Kugel K um M(7 | -1|-12).

a) Berechne Radius und Berithrpunkt von K.

b) Bestimme eine Gleichung der anderen Tangentialebene T' von K,
die parallel ist zu T.

|1"i’ | H: 10x, — 11x, + 2x, = 1 halbiere die kleinste aller Kugeln,
die durch P(21|-21| 5) gehen. Berechne ihren Radius und Mittelpunkt.

18| Bestimme Gleichungen der wmkdhalbmrend{,n Ebenen von
E: x, + 2%, — 2%;+ 5 =0 und F: 5%, — 14X, + 2x3—4 = 0.
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19. E: 2%, +%,—-2%3+3=0, F: 6x,—2x,—3%,+21=0
a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von E und F denselben Abstand haben.

20.

21.

23.

b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
deren Abstand von E halb so grof ist wie der von F.
E: 4%, —x,+ 8x3+ 18 = 0, F: 4% — %, + 8%, - 36 =0

a) Gib eine Gleichung der Ebene S an, die von E und F denselben Abstand hat.
b) Gib Gleichungen der Ebenen G und H an,

deren Abstand von F doppelt so grof} ist wie der von E.
¢) Zeichne den Ursprung und die Ebenen E, F, S, G und H

i

(als Strecken) mit den richtigen Abstdnden im MaBstab: 1= lem.
E: 3%, —4x; =0, F: 2%, —%,+2x,=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt in der von E und F gebildeten Rinne hinunter.
(Die Schwerkraft wirkt entgegen der x;-Richtung).
Bestimme eine Gleichung der Gerade, auf der sich der Kugelmittelpunkt bewegt.

. B: 2x; —x,—2x, =5, F: 2% + 2%, —x,=5, G x+2%,—2x,+4=0

Eine Kugel vom Radius 3 liegt in dem von E, F und G gebildeten Pyramiden-
Trichter (der Trichter enthilt die positive xg-Achse). Wo liegt ihr Mittelpunkt M ?

E: ;x, +Xy+X3—1=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt auf der Ebene E hinunter. (Die Schwerkraft wirkt
entgegen der x,-Richtung). Bestimme eine Gleichung der Gerade, auf der der

Kugelmittelpunkt lauft, wenn er in S(0| 0| m) startet.

3. Normalformen von Geraden

Fiir Geraden und Ebenen im Raum gibt es Parametergleichungen — eine Normalform
aber ist nur bei Ebenen moglich, weil Geraden keine eindeutigen Normalrichtungen
haben. Deshalb gibt es auch keine Hesse-Form von Geraden im Raum. In der Geo-
metrie der Ebene ist das anders. Hier kann man der Gerade eine
nau so zuordnen wie einer Ebene im Raum. Mit zweidimensionalen Vektoren geschrie-

ben sieht das so aus:

.y i a.%]
g | R|f:\_ % |....( “| =)
= \ My ) Y o\ay/l

ne .'\LX =

nX + N,y +ny =0

S e : 5 _ s -.
n =( " istein Normalvektor und A(a_| a,) ein Punkt der Gerade o.
Ik n, | AR 2

S
A

Normalrichtung ge-
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«P(117)

Wie im Raum findet man die Hesse-Form durch Normieren und Orientieren:
_ —sgn(ng)
g e n,X + N,y + ng) =0

Wieder gilt fiir den Abstand Punkt-Gerade: | gy(X) | = d(P, g)
Beispiel: Welchen Abstand haben P(1|7)und g: 3x -4y +15=07
gyt — = (3x —4y + 15) = 0, gu(P) = — ¢ (-10) = 2
P und g haben den Abstand 2, g liegt zwischen P und O.
Subtrahiert man von P das 2fache des Hesse-Vektors,
dann trifft man auf die senkrechte Projektion F von P auf g:

F=P-2[-;(5)]=(28) F@2l59

5 |-4)

)

#* Pliicker-Form

Der Mathematiker Julius PLUCKER (Elberfeld 1801 bis 1868 Bonn) hat eine Form der
Gleichung einer Gerade g im Raum angegeben, bei der man dhnlich wie bei der Hesse-
Form der Ebene durch Einsetzen eines Punkts Q gleich den Abstand d(Q, g) bekommt.
Ist v ° ein Einheitsvektor in Geradenrichtung, so erfiillen die Punkte X der Gerade die
(parameterlose!) Gleichung:

gp: v x G X =  Pliicker-Form der Geradengleichung

d(Q, g)
GQ '’
also d(Q, g)= GQsing=|7¥"l"I GQ |-sing=|v°xGQ | = |g,Q]

Fiir den Abstand d(Q, g) Punkt-Gerade gilt dann: sing =
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n oy 25
Beispiel: Welchen Abstand haben Q(0|-2|1)undg: X = |2 |+p [-z ?
.6 3)
2y F2y (X1—9) .
v = -,.i-r—zl, Zp: -1—_ -2 |X|[x2-2| =0
V17 |\ 3 ;'l V17| 8 ) |x3—-6
1 2 -5 1 |y 22 5 1 7 B s
d(Q,G)=|——=|-2|x|-4| = —=|[-5 | = =—=+/833 =49 =7
V7|3 ) |\-5) N17|lg) Y
Aufgaben
T Gib die Hesse-Form der Geraden a bis f an
a) a: -3x+4y+15=0 b) b:x+y=1 e) e —2y=0
d) d: x+0,75y =025 e e y=mx+t fi £X :|"31“| + 1 ]Zj
L \

2] gX = [§;+ p{ﬁ A(0,5]-3,5)
a) Berechne den Abstand von A und g.
b) Berechne die Gleichung der Lotgerade von g durch A.
¢) Berechne den Lotfullpunkt F von b) und die Linge des Lots AF .

3. a) Berechne den Abstand von Ursprung und Gerade g: 3x + 4y = 12.
b) Berechne den Abstand von b: 3x + 4y =24, ¢:3x+4y+24=0 und
d: 6x + 8y = 24.

4. Bestimme eine Gleichung der Gerade h durch H(3 | -4) parallel zur
Gerade g: 3x = 5(y + 1).

5. Bestimme eine Gleichung der Gerade, die durch G(-12| 5) geht
und vom Ursprung den Abstand 13 hat.

6. Bestimme Gleichungen der Geraden p und q,
die von der Gerade g: 3x + 4y + 12 = 0 den Abstand 0,5 haben.

7. Gib die Punkte aufh: y = x + 2 an, die von g: —3x + 4y = 3 den Abstand 1 haben.

8. Gib die Punkte an, die von g: x + 7y = 0 und der Winkelhalbierenden w
des 1. Quadranten jeweils den Abstand \/50 haben.

9. Ineinem Dreieck ABC ist A(2| 1), h,: 5x —4y =7 und h, : 3x + 4y = 11.
a) Bestimme Gleichungen der Geraden, in denen die Seiten liegen.
b) Berechne die Koordinaten der Ecken B und C.

10. gx+y=2, h:Tx+y+7=0
a) Bestimme Gleichungen der Winkelhalbierenden von g und h.
a) Bestimme Gleichungen der Geraden,

deren Punkte jeweils von h einen dreimal so groflen Abstand haben wie von g.
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Q(1610116)

TA(151010)

11. Im ersten Oktanten liegt eine ebene, dreieckige, spiegelnde Glasscheibe ABC.
Von Q aus trifft ein Laserstrahl 1 auf die Glasscherbe (siehe Bild).

a)
b)

c)

d)
e)

f)

g)
h)

i)
Al
k)
D
m)

n)

o)

Bestimme eine Gleichung der Ebene E, in der die Spiegelfliche liegt.
Bestimme Gleichungen der Spurgeraden von E.

Berechne den Winkel ¢ zwischen Laserstrahl 1 und E.
Berechne den Einfallswinkel o.

In welechem Punkt S trifft der Strahl aufs Glas ?
Bestimme eine Gleichung des Einfallslots e.

L sei die Ebene, in der der ein- und ausfallende Strahl liegen.
Bestimme eine Gleichung von L.

Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade von E und L.

Bestimme eine Gleichung der senkrechten Projektion 1, von Strahl lin die
Ebene E.

Q und Q' seien Spiegelpunkte beziiglich E. Bestimme Q'.
Bestimme eine Gleichung der Gerade r, in der der reflektierte Strahl liegt.

Bestimme eine Gleichung der Symmetrieebene K von Strahl 1 und reflek-
tiertem Strahl r.

Die Symmetrieebene von k) schneide E in s. Gib eine Gleichung von s an.
Welchen Winkel schlieen 1, und s ein ?
Bestimme eine Gleichung der Schnittgerade n von L und K.

Welchen Winkel schlieBen nund 1, , nund s ein ?
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p)
r)

s)

t)

u)

v)

w)

a)

b)

c)

d)

e)

Q und Q" seien Spiegelpunkte beziiglich K. Bestimme Q"
Welchen Abstand haben E und die Gerade QQ" 7
Welchen Abstand haben K und die Gerade QQ" ?

U liege in E, K und in der x,x;-Ebene. Berechne K.

Die Ebene H enthalte 1 und habe vom Ursprung denselben Abstand wie 1.
Bestimme eine Gleichung von H.

Die Gerade g liege in E und habe vom Ursprung denselben Abstand wie E.
Bestimme eine Gleichung von g.

Der Schnittpunkt von 1 und r sei Mittelpunkt einer Kugel mit Radius 104/3.
Berechne die Schnittpunkte von Kugel und Geradenkreuzung.

Eine Kugel um den Ursprung mit Radius 50 schneide E.

Berechne Radius und Mittelpunkt des Schnittkreises.

Y U 4 =iy e y
Bestimme Gleichungen der Ebenen, die zu u -_—i 1 iunri v =| 0 ‘
2 2
L i \ J
parallel sind und vom Punkt Q(9| 0| 7) den Abstand 3 haben.

g. sind Ursprungsgeraden durch (1|-1|c¢). Welche Gerade schneidet die
Ebene E: 2x;, — 2%, + X3 — 16 = 0 nicht ? Welcher Zusammenhang besteht dann

zwischen der Richtung von g, und den Vektoren u und v ?

Die Ebene F enthalte die x,-Achse und die Geradenschar g. von b).
Bestimme eine Gleichung von F.

E und die Koordinatenebenen begrenzen eine Pyramide P.

o) Berechne das Volumen von P.

f) Berechne die Oberfldache von P.

v) Zeige, dafl F Symmetrieebene von P ist.

8) Priife, ob S(3|-3|3) und T(3|-3|5) in der Pyramide liegen.

g) Es gibt eine Kugel in P, die alle vier Seitenfléchen beriihrt.
Berechne Radius und Mittelpunkt dieser Kugel.

Welche Schargeraden von g, berithren eine Kugel um M(2 | -2 | 2) mit Radius 2 ?
Berechne die Bertihrpunkte.
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