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2. Hesse-Form der Ebenengleichung

Ist P ein Punkt der Ebene E: 2x; — 2x, + %, + 6 = 0, dann erfiillen seine Koordinaten die
Gleichung und es gilt E(P) = 2p, — 2p, + p; + 6 = 0.
Liegt ein Punkt Q nicht in der Ebene E, dann ergibt sich fiir E(Q) eine positive oder
negative Zahl,
Beispiel: P(2|2|-6), EP)=4-4-6+6=0

Q.(81-2|2), EQ,)=6+4+2+6=18

Qx(-816|-5), E(Q,)=-16-12-5—-6=-27
Um die Bedeutung des Vorzeichens zu verstehen, betrachten wir die vektorielle Nor-
malform der Ebenengleichung:

E: mo(X —A)=0
meAX =0

E(X) = n- AX . cos @, wobel ¢ = <I{_h’,':f& Xh] ist.
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cos ¢ legt das Vorzeichen von E(X) fest. Die Ebene E teilt den Raum in zwei Halbriume:
Liegt Q in dem Halbraum, in den der Normalvektor zeigt, dann ist ¢ spitz, cos ¢ also
positiv. Diesen Halbraum nennen wir positiven Halbraum.
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Ebene ist richtig orientiert

Unterscheidet man zwischen positivem und negativern Halbraum, dann nennt man die
Ebene orientiert,
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Enthilt die Ebene E den Ursprung nicht, dann orientiert man sie gewihnlich so, dafl der
Ursprung im negativen Halbraum liegt, das heifit E(O) < 0. In der Ebenengleichung E:
n;X; + NyXy + NgXs + Ny = 0 ist E(O) = ng. Ist also n, negativ, so ist die Ebene schon richtig
orientiert. Ist n, positiv, so orientiert man die Ebene um, indem man ihre Gleichung mit
—1 multipliziert.

Bei einer richtig orientierten Ebene weist der Normalvektor von der Ebene aus in den
Halbraum, in dem der Ursprung nicht liegt — oder anders ausgedriickt — zeigt der Nor-
malvektor vom Ursprung zur Ebene. Geht die Ebene durch den Ursprung, so sind beide
Orientierungen richtig, das hei}t gleichberechtigt.

Die Ebene E: 2x, — 2x, + %3 + 6 = 0 ist noch nicht richtig orientiert. Durch Multiplika-
tion mit —1 orientieren wir sie um: E: -2x; + 2x, — x5 — 6 = 0. Jetzt gilt E(O) = -6 < 0,
E(Q,) = =18 und E(Q,) = 27. @, und Q, liegen auf verschiedenen Seiten der Ebene, Q,
und der Ursprung liegen auf derselben Seite.
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Wir kennen jetzt die Bedeutung des Vorzeichens von E(Q) — was aber bedeutet der Be-
trag | E(Q) | ?

|B@) =7 :\Q~ |= 1. AQ | cos | . Aus der Zeichnung lesen wir ab:

AQ | cos ¢! = d, das ist der Abstand von Punkt und Ebene. | E(Q)
dukt des Abstands Punkt-Ebene und der Lange des Normalvektors.

= n.d ist also das Pro-

Der Mathematiker Ludwig Otto HESSE (Konigsberg 1811 bis 1874 Miinchen) hat
vorgeschlagen, als Normalvektor in der richtig orientierten Ebenengleichung einen
Einheitsvektor 1 ° zu verwenden. Setzt man in seine Ebenengleichung einen Punkt ein,
so ergibt sich sofort der Abstand von Punkt und Ebene (bis aufs Vorzeichen). HESSE zu
Ehren nennt man diese Form der Ebenengleichung Hesse-Form Ey ; den zugehirigen

Vektor n ° nennen wir kurz Hesse-Vektor.
a8
Beispiel: E: 2x;,—2x,+x3+6=0, n = —12 i,n =3
LY ‘.l

Umorientierung E: -2x; + 2%, -X3-6=0

{-—2\

. S 2 1. i e
Normierung ]a“:—ﬁxl+5x:q—jz;1—2—0, = 3| .J.]
N

Punkte einsetzen Ey(0) = -2, E und O haben den Abstand 2
14(Q,) = -6, E und @, haben den Abstand 6
Ey(Qy) =9, E und Q, haben den Abstand 9
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Zusammenfassung ) :
Von E:  ngx; +noX, + 03Xy + 0 = 0 ist

- Sgmii{ng)
Ey: — (N;X; + NpXs + NgXa + Nyl = 0

I

] s 2 _
mitn, #0 und n=yn,* + n,* + ny®

die Hesse-Form der Ebene E.

2 1 .
Istny=0, dannsind + _(n;x; + NyX; + NgXy + 1) = 0

die beiden Hesse-Formen der Ebene E.

Abstand Punkt-Ebene: d(Q,E) = |E4(Q) |

-

Erzeugung der Hesse-Form aus der allgemeinen Normalform in der Praxis:
Dividiere die Ebenengleichung durch den Betrag des Normalvektors.
Richte die Vorzeichen so ein, daff n, (falls vorhanden) negativ ist.

1. Beispiel: Die Ebene E: 2x, + 6x, + 3x4 + 49 = 0 und die drei Koordinatenebenen
begrenzen ein Tetraeder.
Gesucht ist die Lange der Hohe, die durch den Ursprung geht und auf der
Gegenfldche senkrecht steht, und der HohenfuBpunkt.

In dieser Aufgabe versteckt sich die Grundaufgabe Senkrechte Projektion
eines Punkts in eine Ebene. Diesmal 16sen wir sie mit der Hesse-Form.

1 A ; ; =
Ey: - 3 (2x) + 6%y + 3x3+49) = 0, E4(0) = -7,

Ebene und Ursprung haben den Abstand d = 7, und das ist die gesuchte
Linge der Hihe.

SAn
P - P = L s | A}
Um O in E zu projizieren, tragen wir den Hesse-Vektor n%=1|_g
=3
Tmal von O aus ab und treffen auf den gesuchten FuBlpunkt F:
. 1 2y
F=0+7n"|-6|,F-2|-6/-3)
-3
i

2. Beispiel: Gesucht ist der geometrische Ort G der Punkte, die von der Ebene
E: Tx) —4x,— 4x;— 18 = 0 den doppelten Abstand haben wie von der Ebene
F: 2%, + %, — 2x3+ 12 = 0.
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Eyy: :} (7%, — 4x, —4x5— 18) =0, Fy: 13 (—2x; — X5 + 2x3—12) =0

Fiir die gesuchten Punkte X gilt: | E4X)|= 2. | Fu((X)

das heifit: G,: Ex(X) = 2.F4(X) oder Gj;: Eyx(X) = —2.Fy(X)

Gy {: (Tx; — 4%, — 4x3— 18) = i (—2x;~ X5+ 2x3— 12)]| .9

Gy 19%, + 2%, — 16x3 + 54 =0

Gy 3 (Tx, — 4%y — 4%y — 18) = — 2 (2%, — %y + 2% - 12)[] 9

Gy: 5x%; + 10%,—8x3+90 =0

Der gesuchte geometrische Ort besteht aus zwei Ebenen G, und G, die sich
in der Schnittgerade von E und F treffen.

Weil das Skalarprodukt der Hessevektoren ng ° und np ° negativ ist, schlie-

Ben 0y und T ° einen stumpfen Winkel ein, das heifit, der Ursprung liegt
in einem der spitzen Winkelfelder von E und F. Weil G, aus E4(X) = 2.Fy(X)
hervorgegangen ist, liegen die Punkte von G, in den Winkelfeldern, in denen

sich die beiden positiven beziehungsweise negativen Halbridume iiberlappen.
G, und O liegen also im selben Winkelfeld.

Winkelhalbierende Ebenen

Wichtiger Sonderfall der Aufgabe aus dem letzten Beispiel:

Gesucht ist der geometrische Ort der Punkte, die von zwei sich schneidenden Ebenen E
und F denselben Abstand haben.

Er besteht aus den beiden winkelhalbierenden Ebenen W, und W,.

Fiir die gesuchten Punkte X gilt: | EqX) | = | Fu(X) |, das heifit,

W, : E4(X) = Fy(X) oder W,: Ey(X) = —Fy(X), anders geschrieben

W,: Ey(X) - Fy(X) = 0 oder W,:ExX) + Fi(X) = 0.

i

TR
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Fiir die Ebenen E und F des letzten Beispiels mit
Epp:g (7%, — 4%, — 4%, —18) =0,  Fy: 1 (2%, — %, + 2x3— 12) = 0
ergibt sich W,;: 13x, - x, - 10x;+ 18 =0
Wo: %, - Tx,+2%x,-54=0
Wie sichs gehort, stehen W, und W, aufeinander senkrecht:

U 3 il B e [
Nn;ons = | =12 _?|=0
\-10; | 2 )

Um zu entscheiden, welche winkelhalbierende Ebene im spitzen Winkelfeld liegt,
berechnen wir den Winkel o zwischen E und W, :
| rl}; GI_iT | a5 5 {
AR S e e e o=24,1
ng || my | w270 V30
und den Winkel B zwischen F und W,: = 90°— o = 65,9".
Also halbiert W, das spitze und W, das stumpfe Winkelfeld von E und F.

Aufgaben
1 (Gib die Hesse-Form an
a) Tx;—2x,+ 26x,+54=0 b) 6x; + 8x;=-50

2! Gib die Hesse-Form der Ebene E an,
die durch A(1]1[5),B(9[1]1) und C(11|4|-1) geht.

E: Welchen Abstand haben der Ursprung, A(12|2|-2), B(1|0]|-2) und
C(-9|1]2) von der Ebene E: x, + 8x, —4x; =9 ?

4. Welchen Abstand haben der Ursprung, A(1|-2|2)und B(1]1|-1) von der Ebene E:

ORGSR O
%80 =W [ +_u‘1 3
k],u' '-.1,4 '-.D.r

9. E: x;+2x%+2x,+3 =0 Zeichne den Ursprung, die Ebenen E bis H
F: %+ 2%, + 2x3—6 =0 (als Strecken) mit den richtigen Abstidnden, die Normal-
3 X+ 2%, +2%x,—9 =0 und Hesse-Vektoren von E bis H mit den richtigen
H: x, + 2%, + 2x, + 12=0 Léngen, Mafistab: 12 0,5cm.

6. A(1l0|-2),B(-114|-2),c0l6l0),D|?2]|?),83]|3]|-3)

Die Pyramide ABCDS hat als Grundfliche das Parallelogramm ABCD.

a) Berechne die Liange der Hihe h.

b) Berechne das Volumen der Pyramide.
‘ . 70

B 11x,—10%, +2%3+ 75=0, &« X =|-5 + Ul 5

) | 14 |
Zeige, dafl E und g parallel sind, und berechne den Abstand dig, E).

~1
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8. Berechne den Abstand der windschiefen Geraden so:
Bestimme eine Normalgleichung der Ebene E, die die Gerade g enthélt und parallel
ist zur andern Gerade h.
Berechne dann den Abstand, den irgLndvin Punkt von h und die Ebene E haben.

- (1". 1 f}\
a) g X =|-2 +],L{ W h: X :[ |+ [ J
)

\3) 0)
% % -0
—_ q +b
16

— ) 1
b g X =|17|+u[8]|,
|5 4
‘J Stelle Gleichungen der Ebenen auf,
die von E: 6x; — 7%y + 6x3 + 55 = 0 den Abstand 33 haben.

10. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von der Ebene E: Tx, — 6x, + 6%, = 7 den Abstand 1 haben.

11. Bestimme den geometrischen Ort der Punkte, die in der Ebene E: 2x; + x, — 2x, = 12
liegen und von der Ebene F: x, — X, + 3x; = 0 den Abstand 3 haben.

12. E: 15x%; + 12x, — 16x, = 15, F: —9x%, + 12x, — 20x; = 35
Welche Punkte der x,-Achse haben von E und F denselben Abstand ?

et -5 F '3
¢*13. E: 6x, +9x,+2x=11, g X :[61
\__23. {H

Eine Kugel K mit Radius 22 bewegt sich so, dal} ihr Mittelpunkt auf g wandert.

a) In welchen Punkten beriihrt die Kugel die Ebene ?
Wo ist dann jeweils der Kugelmittelpunkt ?

b) Wo ist der Mittelpunkt des grofiten Schnirtkrciscﬂ von Kund E ?
£ 4 L
14I g, sei die senkrechte Projektion von g: | 2 +11(
\10)

in die Ebene E: 2x, —x, + 3x3—4=0.

Bestimme den Schnittpunkt von g und g, und eine Gleichung von g, .
_'15. Die Punkte P(13| —6]6) und P' seien symmetrisch beziiglich

der Ebene E: 7x, —4x, + 4x3 — 7 = 0. Berechne P".

'16J] T: 3x, — 4x, — 12x, = 0 sei Tangentialebene einer Kugel K um M(7 | -1|-12).

a) Berechne Radius und Berithrpunkt von K.

b) Bestimme eine Gleichung der anderen Tangentialebene T' von K,
die parallel ist zu T.

|1"i’ | H: 10x, — 11x, + 2x, = 1 halbiere die kleinste aller Kugeln,
die durch P(21|-21| 5) gehen. Berechne ihren Radius und Mittelpunkt.

18| Bestimme Gleichungen der wmkdhalbmrend{,n Ebenen von
E: x, + 2%, — 2%;+ 5 =0 und F: 5%, — 14X, + 2x3—4 = 0.
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19. E: 2%, +%,—-2%3+3=0, F: 6x,—2x,—3%,+21=0
a) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
die von E und F denselben Abstand haben.

20.

21.

23.

b) Bestimme den geometrischen Ort der Punkte,
deren Abstand von E halb so grof ist wie der von F.
E: 4%, —x,+ 8x3+ 18 = 0, F: 4% — %, + 8%, - 36 =0

a) Gib eine Gleichung der Ebene S an, die von E und F denselben Abstand hat.
b) Gib Gleichungen der Ebenen G und H an,

deren Abstand von F doppelt so grof} ist wie der von E.
¢) Zeichne den Ursprung und die Ebenen E, F, S, G und H

i

(als Strecken) mit den richtigen Abstdnden im MaBstab: 1= lem.
E: 3%, —4x; =0, F: 2%, —%,+2x,=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt in der von E und F gebildeten Rinne hinunter.
(Die Schwerkraft wirkt entgegen der x;-Richtung).
Bestimme eine Gleichung der Gerade, auf der sich der Kugelmittelpunkt bewegt.

. B: 2x; —x,—2x, =5, F: 2% + 2%, —x,=5, G x+2%,—2x,+4=0

Eine Kugel vom Radius 3 liegt in dem von E, F und G gebildeten Pyramiden-
Trichter (der Trichter enthilt die positive xg-Achse). Wo liegt ihr Mittelpunkt M ?

E: ;x, +Xy+X3—1=0
Eine Kugel vom Radius 4 rollt auf der Ebene E hinunter. (Die Schwerkraft wirkt
entgegen der x,-Richtung). Bestimme eine Gleichung der Gerade, auf der der

Kugelmittelpunkt lauft, wenn er in S(0| 0| m) startet.

3. Normalformen von Geraden

Fiir Geraden und Ebenen im Raum gibt es Parametergleichungen — eine Normalform
aber ist nur bei Ebenen moglich, weil Geraden keine eindeutigen Normalrichtungen
haben. Deshalb gibt es auch keine Hesse-Form von Geraden im Raum. In der Geo-
metrie der Ebene ist das anders. Hier kann man der Gerade eine
nau so zuordnen wie einer Ebene im Raum. Mit zweidimensionalen Vektoren geschrie-

ben sieht das so aus:

.y i a.%]
g | R|f:\_ % |....( “| =)
= \ My ) Y o\ay/l

ne .'\LX =

nX + N,y +ny =0

S e : 5 _ s -.
n =( " istein Normalvektor und A(a_| a,) ein Punkt der Gerade o.
Ik n, | AR 2

S
A

Normalrichtung ge-
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