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XII. Kugel
1. Kugel und Kreis

Was der Kreis in der Ebene ist, das ist die Kugel im Raum: Punkte X, die von einem
Punkt M in derselben Entfernung r liegen, erfiillen die Gleichung MX = r, mit Vektoren
ausgedriickt |MX | = r oder !X— M | =r. Zum bequemeren Arbeiten zieht man eine Glei-

chung ohne Betrige vor: man quadriert beide Seiten |[X-M |~ = r?, und schreibt nach der
£ ) ]
Regel a“ =|a|*

Das ist die Gleichung einer
Kugel um M mit Radius r.

)Ais

Fiir Punkte X innerhalb der Kugel gilt (X-M ]2 <re,

fiir Punkte X auferhalb der Kugel gilt (X-M o2,

Zum Beispiel liegt im Bild oben der Punkt I(81-1015) innerhalb, A(10101 10) aulerhalb
und D(61-3113) auf der Kugel um (4 |-617) mit Radius 7.

Diese Art der Kugelgleichung ist eine skalare Gleichung, das heifit, sie beschreibt einen
Zusammenhang zwischen den 3 Koordinaten eines jeden Kugelpunkts:

(x; —my P2+ (%; — my)* + (X5 — my)2 =17,

(Auch die Normalform einer Ebene ist eine skalare Gleichung.)
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Man kann die Punkte von Ge-
raden und Ebenen mit Para- X

metern ansteuern (Punkt Kugel_ 3
richtungsformen). Die Gerade Koordinaten

; ! i 51
kommt mit einem aus, denn

sie ist eindimensional. Ihe
Ebene braucht zwel, denn sie

1A A

ist zweidimensional. Und die
Kugel? Um in der Kugelfla-
che an jeden Ort zu gelangen,
geniigen auch 2 Angaben,
zum Beispiel die Winkel fiir
die geografische Liinge (&)
und Breite (@)

{cospeosh
X = M+r| cospsini
sing

Die vorhin gezeigte Kugel um
M4 |—-617) mit Radius 7 140t sich
also skalar beschreiben

f fidr 1'.2 £ 40N [ COSMPCOsSAY
mit | X—| -6 | ‘ = 49 und vektoriell mit X = | -6 ‘+ (| cospsind I

l AR | Noohe \ .

\ N ) S v sIng

Besondere Kugeln

3
Kugel um den Ursprung A
mit Radius 5

X* =25

COS(PCOS A

A P = r|cospsini

n g

A < 360
¢ < 90°




Kugel durch den Ursprung(X-M )? = m2, wobei m = OM = ,M

Die Kugel um M(—4|-71-4) mit Radius 9 geht durch den Ursprung, denn |M| = 9.

Kugel durch den Ursprung mit Radius 9
— —4 2

X—|-7|| =81
4

| (T g

‘\l. . -

Bei einer Kugel, die eine Koordinatenebene beriihrt, hat der Mittelpunkt von dieser Ko-
ordinatenebene den Abstand r. In der Kugelgleichung ist dann eine Koordinate des Mit-
telpunkts bis aufs Vorzeichen gleich dem Radius, zum Beispiel die zuerst vorgestellte
Kugel um (41-617) mit Radius 7; sie beriithrt die x,x,-Ebene in (4|-610).

Kreisgleichung
Bei einer Kugel, die eine Koordinatenebene schneidet, ist der Betrag von mindestens ei-
ner Koordinate des Mittelpunkts kleiner als der Radius. Als Schnittkurve entsteht ein
Kreis in der Koordinatenebene. So schneidet die Kugel um M(—4|-7|—4) mit Radius 9
Jede Koordinatenebene. Die Punkte solcher Schnittkreise haben 2 Eigenschaften: Sie lie-
gen auf der Kugel und in einer Koordinatenebene; sie erfiillen also 2 Gleichun-
g&’n:{)sr—f\'.i)z =m? (Kugel) und eine Koordinate x, =0 (Koordinatenebene). Fiir solche
Schnittkreise nimmt man gern skalare Gleichungen.

s (X1 (mqY\2 (Xq-mq)
Kugel K(M,r): (X-M) =r?oder || xy |-| my | ‘ =r* oder | Xxo—m,

\\Xg/ \mg)) \Xg—g)

2

2

=1

das ergibt (x;—m; )24 (Xo—115)2 + (Xa—m= )2 = 12,
g 1 1 2 3 3
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Die Kugelpunkte (x, | x,|x,) in der x,x,-Ebene bilden den Schnittkreis in der x;x,-Ebene;
fiir sie gilt (x, | x, | 0), und die skalare Kugelgleichung geht Giber in die skalare Gleichung
fiir den Schnittkreis

(X1 —m;)2+(Xg—my)?+(0-my)* = r#

(X7 —m;)2+(Xp—my)2 = r*—m§
wobei r?>—m.? nach Pythagoras das Quadrat des Schnittkreisradius p ist,
also r’—m,? = p2.
Gleichung eines Kreises in der x,x,-Ebene:

(x;—m ;)24 (X,—m,)% = pZund x; =0
Die vorige Kugel um (—4 -7 | -4) mit Radius 9 schneidet die x,;x,-Ebene im Kreis mit

(x1+4)2+(x,+7)? = 65 und x3 =0
' 2 3

. N = {_)

Mi—4l—710) -

-_—

i 3 4 2 \\ . \\ |II .f_,-": >
X—|-7]| =81 N o
o '

Nur wenn man sich auf die x,x,-Ebene beschrinkt (zweidimensionale Geometrie), dann
beschreibt die Gleichung (x;+4)2+(xy+7)? =65 einen Kreis um (—41-7) mit Radius
/65 . In der dreidimensionalen Geometrie dagegen beschreibt dieselbe Gleichung (ohne
die Bedingung x,=0) einen geraden Kreiszylinder mit Radius ./65, dessen Achse parallel
zur x.-Achse ist und durch M(—4| —710) geht. Denn wenn eine Koordinate in einer Glei-
chung nicht vorkommt, dann kann sie in der Raumgeometrie jeden beliebigen Wert un-
abhéngig von den beiden andern Koordinaten haben.
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Eine dhnliche Situation kennen wir schon bei linearen Gleichungen, zum Beispiel:
2x, + 3x, = 6. Ist Giber x, nichts gesagt, so kann x, jeden beliebigen Wert annehmen,
unabhéngig von x, und x,: die Gleichung beschreibt eine Ebene parallel zur x,-Achse.

Ist aber auch noch x; = 0, so beschreibt die Gleichung eine Gerade in der x,x,-Ebene.
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Der Vollstindigkeit halber zeigen wir
noch die beiden andern Schnittkreise: = [-4])2
den in der x,x;-Ebene: e

und den in der x,x,-Ebene:
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Kugel-Kreis-Zylinder

Uberblick iiber die Rolle der 0 in der Kugelgleichung

(%1 (—4 )2
I Xo |—| =7 | =81 Kugel K um (-4 -7 |—4) mit Radius 9
I'\ \.xii.r' 4 rr
X1) (-4)¢
I Xg |-|=7 || =81 wund x;=0 Schnittkreis von K und der x,x,-Ebene
\xy) -4

X | 4 1 . - y ¥ E
| e ; rerader Kreiszylinder Z mit Radius ¢
i ' Gerader K linder Z mit Radius 9
I ||= =7 || =81 b ,
parallel zur x;-Achse
|\ U J i {] |
(%) (-4 Y} Schnittkreis von Z und der X,X,-Ebene
IV X, |-|-7 || =81 und x,=0 = in die x,;x,-Ebene senkrecht
-. U I {o & projizierter Umrifl der Kugel K
Aufgaben

1.| K sei Kugel um M(31612) mit Radius 7.
Welche der folgenden Punkte liegen in, auf oder aulerhalb der Kugel?
A(51918), B(-11010),C(01010),D(11111), E(31612), F(3161=5), GI01014)

2.| Stelle eine Gleichung der Kugel um den Ursprung auf, die
a) den Radius ./17 hat. b) durch P(3141-12) geht.
c) die Ebene 3x, + 2x, + 6x, = 49 beriihrt.
d) die Gerade durch P(1110111) und Q(20(—6113) beriihrt.
3.| Gib eine Gleichung der Kugel an, die
a) den Durchmesser [QP] hat mit Q(11213) und P(51617)
b) durch (0101-2) geht und die x,- und x,-Achse als Symmetrieachsen hat.
¢) durch (6110115) geht und von den Koordinatenebenen halbiert wird.
4. Stelle eine Gleichung der Kugel mit Radius 2./2 auf, die
a) tiiber der x,x,-Ebene liegt und diese im Ursprung beriihrt.
b) im 4.0Oktanten liegt und die Koordinatenebenen beriihrt.
¢) die positiven Koordinatenachsen beriihrt.
5. Wo liegen die Mittelpunkte der Kugeln, die
a) die positiven Koordinatenachsen beriihren?
b) die Koordinatenebenen so beriihren, daf} die Koordinaten der Beriihrpunkte

nicht negativ sind?
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*]11.

12,

Kugeln mit Radius 9 schneiden die x,x,-Ebene in einem Kreis mit Radius 4./2,
der 2 negative Koordinatenachsen beriihrt.

Bestimme die Kugelgleichungen,

Eine Kugel um den Ursprung beriihre die Ebene E: x; + 2x, + 2x, = 12.
Bestimme den Beriihrpunkt und eine Gleichung der Kugel.
(al010),(—al010),(0lal0), (Ql-al0),(010la)und (0101-a) sind Ecken eines
regelmafigen Oktaeders. Bestimme eine Gleichung der Kugel, die

a) durch die Oktaeder-Ecken geht (Umkugel).

b) durch die Mittelpunkte der Oktaeder-Kanten geht.

¢) die Seitenflichen des Oktaeders beriihrt (Inkugel).

Eine Kugel beriihre die Ebene E: x; + 2x, + 2x; = 12 in B(2121?) und habe ihren
Mittelpunkt in der Ebene F: x; + 2x, + 2x, = 48,

Bestimme eine Gleichung der Kugel.

Eine Kugel beriihre die Ebene E: 3x, + 2x, + X, = 24 in B(41417?)

und gehe durch den Ursprung. Bestimme die Kugelgleichung.

P(-121-14112), Q(-31-20114), R(-101-14114).

Die Geraden PQ und PR beriihren in ihrem Schnittpunkt Kugeln mit Radius 22.
Berechne die Kugelmittelpunkte.

Bestimme Gleichungen der Kugeln mit Radius 11,
die die Ebene 2x, + 6x, — 9x, = 18 berithren und ihren Mittelpunkt auf der

Gerade durch (5151-11) und (10116 1-16) haben.
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