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Losungen

Aufgaben zu 1.

12/1. 12/2.

12/3. a) 11011.00001.11110.11011.11000
b) 10001.11001.01101.10110.01000

Aufgaben zu 2.1.

17/1. a) @ ={m, w! mit m:=Das Kind ist mannlich; w:= Das Kind ist weiblich;
2| =2
b) Mit m := Die Zwillinge sind ménnlich; w:= Die Zwillinge sind weiblich:
Q, = 1m,w}; |82¢| = 2.
Mit m := Ein Neugeborenes ist minnlich; etc.: @, = {(m|m), (w|w)}; |Q,| = 2.
¢) Q= {(m|m), (m|w), (w|m), (w|w)}; |£2]|=4.
d) Notiert man als Ergebnisse die Anzahl der médnnlichen Neugeborenen unter den
Drillingen, dann ©Q, = {0,1, 2, 3}; |2;]| = 4.
Notiert man hingegen nach der Reihenfolge der Geburt, dann
Q, = {(m|m|m), (m|m|w), (m|w|m), ..., (W|w|w)}; |Q2,]=8.

172. Q= 1{(1|W), (1|2), 2|W), 2|Z), ..., (6| W), (6|2)}; |Q] = 12.

18/3.. ) 2=1{{p, a1} {p.9. 5} .91} - ..o 408t | 21=10.
b) 2 ={{s,p.q}, {s.p,1}, {5,p:t}, {s.q.1}, {s,q.1}, {5, 1, t}}; |2| =6.
¢) @ ={{q,r,s}, {a,st}, {g,r.t}, {r.s,t}, {p.q. 1}, {P.q, s}, {p. Q. t}}5 |Q|=T7.
18/4. Q= {{1,2}, {1,3}, {1,4), {2,3}, {2,4}, {3,4}}.
18/5. a) @=4{{a,b.c,d,e.f}|[1Sa<b<c<d<e<f=s49]
b) Q =i{(la,b,c,d,e.f}|g)|lSa<b<c<d<e<f=49 2
ngeil, 2, ..., 491\ {a, b,c,d, e, f}}.

18/6. a) ja b) ja ¢) ja
d) nein, weil 3 nicht zu einem eindeutigen Ergebnis fiihrt.
e) nein, weil z. B. 6 nicht zu einem eindeutigen Ergebnis fiihrt.
0 ja

Aufgaben zu 2.2.
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18/9. Eine Miinze wird dreimal nacheinander geworfen.

18/10. b) A:B=(1+2+3+4):1 = 10: 1.
¢) A:B=(6+4—-1):(6+1—-4)=9:3=3:1
d)
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e) Weil A noch 1 Sieg bzw. B noch 4 Siege benétigt, ist das Spiel sicher nach
4 Partien entschieden.

Sieg fiir

sewinnt A 15mal, B nur einmal.
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Aufgaben zu 3.2.

25/1. a) @, = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}.
b) 2, =10, 1, 2, 3}. (Nach Anzahl der Treffer geordnet.)




in 2, ‘ in £,
A {001, 010, 011, 100, 101, 110, 111} | {1, 2, 3)
B {000, 001, 010, 100} (0, 1}
C 1111 ; [ { 1‘-;
D 1101, 111} nicht bildbar
E {101}, | nicht bildbar
d) .
in Q, ! in €,
= »Kein Los ist ein Treffer.c
| {000} (0}.
5 | »2 oder 3 Lose sind Treffer.«
| (011, 101, 110, 111} | {2, 3}
c \ »Mindestens ein Los ist kein Treffer.«
{000, 001, ..., 110} (0, 1, 2}
b »wDas 1. oder 3. Los sind keine Treffer.« nicht bildbar
: (000, 001, 010, 011, 110, 100}
o »wDas 1. oder 3. Los sind Nieten oder nicht bildbar
das 2. Los ist ein Treffer.«
{000, 001, 010, 011, 100, 110, 111}

26/2. a) A = {www, WWZ, WZW, WZZ}]
B = {wwz, wzz, ZWz, ZZZ\.
b) A ~ B = »Beim ersten Wurf erscheint Wappen und beim 3. Wurf erscheint
Zahl« = {wwz, wzz!.
AU B = »Beim 1. Wurf erscheint Wappen oder beim 3. Wurf erscheint Zahl« =
= {WWW, WWZ, WZW, WZZ, ZWZ, ZZZ}.
A = »Beim 1. Wurf erscheint kein Wappen« = {zzz, zzw, zwz, ZWW}.
AN B = »Beim 1. Wurf erscheint Wappen und beim 3. Wurf keine Zahl« =
= »Beim 1. Wurf und beim 3. Wurf erscheint Wappen« =
= {WWW, WZW|.
A B = »Beim 1. Wurf erscheint kein Wappen und beim 3. Wurf erscheint keine
Zahl¢ =
— »Beim 1. Wurf erscheint Zahl und beim 3. Wurf erscheint Wappen« =
= {ZWW, ZZW}.
¢) Au B und 4 n B sind Gegenereignisse voneinander (vgl. De Morgan).

d) »Es erscheint nicht 3mal Wappen« = {wwz, WZw, ZWW, WZz, ZWZ, ZZW, Z7Z].

26/3. a) 2 PR S
b) 4 ={2,3,57, 11}
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27/4.

27/5.

27/6.

27/7.

a) Q = {0000, 0001, ..., 1111}; |Q]|=2* =16
b) 4 = {0000, 0001, 0100, 1000, 0101, 1001, 1100, 1101} ;
B = {1101};
C = {0011, 0101, 0110, 1001, 1010, 1100, 0111, 1011, 1101, 1110, 1111};
D= 1{0111, 1011, 1101, 1110};
E = {0000}.

A = {mmjjj, mjmjj, mjjmj, mjjjmy :
B = {mmijjj, mjmjj, jmmyjj} ;
C = {mjjjm, jmjjm, jjmjm, jjjmm}.

a) AnBnC

b) AnBnC

¢) AnBnC

d) (AnBnC)u(ANnB
kiirzer: (AnB) U (Bn

e) AuBuC

f) AnBNnC=AuBuC

g) (AnB)u(BNnC)u(dnC)

h (AnBnO)u(AnBnCQyu(AnBnC)

) (ANBNO)u(AnBNO)u(AnBnO)

j) AnBnC=4AuBuC

k) AnBnC

) AnBnC

a) 1) Kein Motor ist defekt.
2) Mindestens 2 Motoren sind defekt.
3) Genau 1 Motor ist defekt.
4) Es konnen 0, 1, 2. 3 oder 4 Motoren defekt sein.
5) Mindestens 2 Motoren sind defekt. (= B)
6) Alle 4 Motoren sind in Ordnung.
7) 4
8) B
9) unmégliches Ereignis
10) Kein Motor oder 2 oder 3 oder 4 Motoren sind defekt.

b) B B
1110 | 1100 1000 0000
(| 101 | 1010 0100
: 1011 1001 0010
0111 0110 0001
0101
0011
A 41 Q

¢) 1) {1111}
2) {0000, 0001, ..., 1000, 0011, ..., 1100}
3) {0111, 1011, 1101, 1110}




27/9.

28/10.

28/11.

28/12.

4) Q 5) siehe 2) 6) {1111} 7) sieche unter b) fiir 4
8) sieche unter b) fir B 9) 0

10) {1111, 0011, 0101, ..., 0001, 0010, ..., 0000}
a) B B
[
A | ‘ HMS HSM
| |
SMH 2
{ ‘ MSH | MHS ‘ ‘ SHM
| Q
C C (
b) Ab 3. Auflage:
E=AnBrC
F=(AnBnCyu(dn ,_-’i'.f--- )=
=An(BnC)yu(Bn Q) =
— An(BACUB~C)
¢) 1) »Huber wird erster und Meier zweiter und Schmid dritter« = {HMS}.

2) = An B~ C = »Schmid wird erster und Huber wird zweiter und Meier wird
dritter« = {SHM}.

3) »Huber wird erster oder letzter« = {HSM, HMS, MSH, SMH}.

4) »Huber wird letzter oder Schmid wird zweiter« = {MSH, SMH, HSM}.

a) Jeder Brief steckt richtig. b) Mindestens ein Brief steckt richtig.
¢) Kein Brief steckt richtig. d) Mindestens ein Brief steckt nicht richtig.

e) Genau ein Brief steckt richtig.

a) Unvereinbar sind (B, C), (B, D). (B, E), (C. E).
b) Unvereinbar sind

alle Paare, die B enthalten

C und E

F und F.

¢) Unvereinbar sind (B. E), (C, E) und (D, E).

a) AnAUB=AnAn B = = unvereinbar

by AnAnB=An(AuB)= AnAuAn B = A4n B Nicht entscheidbar

¢) An(AnB) =0 = unvereinbar

d) (AuB)N(AnB) =(AnB)n(AnB)=An(BnB) = An® = = unvereinbar

Alle 4 Behauptungen sind falsch, wie folgende Gegenbeispiele mit 2 = {1, 2, 3} zeigen.
b) A:=1{1}, B:=12}, AnB=12{+0.
¢) A={1}, B:=={2,3}, AnB=Bn A =0.

d) 4A:=Q, B=0,AnB=0.




28/13.

28/14.

Die Behauptung ist jeweils richtig mit folgender Zusatzannahme:
a) AUB=0Q

by B=0
¢) AUuB # Q
d) B0
a) B B b) A = »] siegt«.
j == A u B = »Unentschieden oder Spielabbruch«.
y 4 A B = »11 siegt«.
' Beachte An B =0.
A ‘ AnB | AUB

EEE

b,
P

a) Jeder Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

b) Mindestens ein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

¢) Kein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

d) Mindestens ein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt, nicht.
e) Genau ein Sportler erreicht den Platz, den seine Startnummer angibt.

Aufgaben zu 4.1.

38/1.

38/2.

Note [ 2 3 4 5 6

Hiufigkeit in% | 7,4 148 18,5 29,6 259 3,7

Ziffern

| O i 2 3 4 5 §) 7 8 9

Hiufigkeit in% | 8,42 10,77 8,42 11,45 11,78 8,08 11,78 12,12 11,78 5,39

by = e =11.6%, by =& =30,5%.

'd) Bereich 1-100 | 101-200{201-300 .:\['J[---'lﬂlill-l-lll 500|501-600{601-700| T01-800| 801 5’[]13%‘)“1 1000
Hiufig- 252, | 219 16/ 16° i 179 | 14% 6% | 14% 15% 149
keit |
der Prim- i
zahlen |

b) Bereich
I bis 100 | 200 300 400 300 | 600 700 800 900 1000
Haufig- PSR | ST (Nl o7l | Ly 195 18:200 |1 A79%0 P 1aY | 17404 | 16,854
ket
der Prim-
zahlen

a) hyso({6}) ist jeweils

23 15 20/ 28 49 & =34 70/ 267 e i
I. ]:{Jﬂ -~ 3.3 "U 3 1<0 i~ ]l\.?‘i” D 150 ~ 2?. _I” ]‘_FEJ P 1?-.3(..“
2. &%~ 17.3% 4. 15 ~ 12,0% 6. &% ~ 15,3% . 55 =~ 14,77,

=

L% ]




38/7.

39/8.

b) ki ({6)) =5~ 153% hyso({6}) =735~ 17,2%
h300 (16}) = 3606 ~ 16,3% hooo (165) ~ 16,97,
hyso ({6}) = 355 ~ 17,1% hios0 (16}) o~ 16,9%
heoo (16}) = {:ﬁ; ~ 15,87, hi200 (16}) = 12.{131% ~ 16,77,

a) hyss(130) =72~ 9.9%

f.ll-_;_._; (»29«) = 113;; = 12.2%

h1225 (49¢) = 55 = 14,0%

b) Bei den 1225 Ziehungen wurden insgesamt 1225 - 6 Kugeln gezogen. Wenn jede
der 49 Zahlen dabei gleich oft, etwa k-mal, ausgespielt worden ist, dann sind also
49k Kugeln gezogen worden. Somit gilt 49k = 12256 = k = ui;"‘- Die relative
Haufi kt:ll jeder Lottozahl m ist dann Ay ,,5s (vm«) = 5 = 5 =122%

&

Uber einen interessanten Nebeneffekt der Zahlenlotterie in PreuBen berichtet Dr. Otto War-
schauer in Die Zahlenlotterie in Preufen, Berlin 1885, aufl S. 116fT.

»Die Zahlenlotterie in PreuBen hat jedoch nicht nur in ihrem finanziellen Resultate militirischen
Zwecken gedient, nicht nur Wohltitigkeitsanstalten gefordert, sondern sie war auch, dem Plane
Friedrichs des GroBen gemél, dazu bestimmt, indirekt die Bevélkerung des Landes zu mehren.
Als Schriftsteller ist Friedrich der GroBe hiufig fiir den Gedanken eingetreten, dall durch eine
dichtgedringte und sich schnell fortpflanzende Bevélkerung die Macht des Staates gehoben,
der nationale Reichtum begriindet werde, und daf} es demgemiiB im Interesse eines jeden Fiirsten
lige, durch Erleichterung der Lebensbedingungen fiir den einzelnen zum vermehrten AbschluB
der Ehen im Inlande beizutragen. Bei Errichtung der Zahlenlotterie in PreuBen suchte er diesem
Gedanken konkrete Fassung zu geben.

In dem Patent vom 8. Februar 1763 bestimmte der Konig, daB bei jeder Ziehung der Zahlen-
lotterie fiinf armen, im Lande geborenen Madchen zum Zweck ihrer Verheiratung eine bare Aus-
steuer von 50 Talern ausgezahlt werden solle.®

Die Ausfithrung des koéniglichen Befehls geschah derartig. daBl die Namen je 90 armer, in den
Waisenhidusern Berlins zu erziehender Miidchen mit je einer Nummer der Zahlenlotterie ver-
bunden wurden. Nach der Eigenart des Spieles gewannen von den 90 auszuspielenden Num-
mern je fiinf; denjenigen Madchen, deren Namen die Gewinnummern enthielten, wurde von
der General-Lotterie-Administration sofort ein sogenannter »Annexenschein« iibergeben und
spiter unter Riickgabe desselben und unter Beibringung des Trauzeugnisses eine Aussteuer
von 50 Talern ausgezahlt.

Die mit Annexenscheinen ausgestatteten Briute bezeichnete der Volksmund als »annectirte
Midchen«, weil vorschriftsmiBig jeder Nummer der Zahlenlotterie »der Name einer Jungfer
beigesetzi« (annexé le nom d’une fille) werden muBte. Auf diesem Wege v.-u:d-::n durch die Zah-
lenlotterie in PreuBen jahrlich 80-85 arme Midchen ausgestattet, [...]«

Diese soziale Idee wurde aus Italien iibernommen, so auch in Bayern (1. Zichung 18.5.1735), wo
Jedes Mdédchen, dessen Name gezogen worden war, 20 Gulden erhielt.

a)- b
¢) h,s(»Mindestens eine 6«) = 33 = 609
hys (»Mindestens ein Sechser-F dbLl‘ltf} =0§ =48,

* Vgl Patent vom 8.2, 1763; »Bei dem festen EntschluB. den Ertrag der Lotterie zum Besten Unserer Unterthanen
zu verwenden, haben Wir die Beforderung der Bevélkerung zuerst Unserer Aufmerksamkeit gewiirdigt. Demzu-
folge wollen Wir, daB die Lotterie aus ihrem Ertrage die néthigen Fonds verschaffe, um alle Jahre eine gewisse An-
zahl M:ILLELLTI die in Unserem Lande gebohren sind, zu verheurathen, und zwar bei jeder Ziehung fiinfe: und daB,
wenn im Falle die Ziehungen kein Beneficium abwiirflen oder wohl gar Verlust briichten, diese Mittel aus dem
Deposito (der Landschaft) zu jenem Behufe entlehnt werden sollten.«
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Aufgaben zu 4.2.

39/9. a) h(EVF) =155 + 306 — 3006 = 200 = 9457
b) h(EUF)=1—h(EUF) =1—482 = M. — 5597

39/10. a) hy,, (rteilbar durch 2«) = 155 = 50%

A ] 3 i3 270
b) f,00 (»teilbar durch 3«) = 355 = 337,

~ 16

£) hyoo (Mteilbar durch 2 und 3«) = o5 = 16%

d) hyo (»teilbar durch 2 oder 3«) = %5 = 67%.

39/11. 677, von 487, = 32.2%

39/12. Ka Ka

Ki | (x—49)%

87 —x)% | 38

49 < x < 62, da negative relative

Aeai o2 —=o0)6 /o 627 Haufigkeiten unzulédssig sind.
|
];II 8?{)
39/13. a) B B
e € ist die Menge aller untersuchten
| Personen.
A 4.0° 46,89 50.8% ; [
| g o 2570 A ist die Menge aller Personen

aus 2 mit Antigen A.

Beachte: Triger des Antigens A
A 6.4%, 42.8° 49.29% kénnen zur Blutgruppe A oder zur
Blutgruppe AB gehoren.

10,4% 89,69/

b) 1) h(4) =508% 3) h(ALw0)=93,6%
h(B) = 10,4% 4) h(A) =49.2%

h(0) = 42.8%,
2) h(4nB)=40%
h(4UB) = 572°

5) h(AnB) = 96%
6) h(AnB) =428

Aufgaben zu 5.1.

57/1. a) Wahrscheinlichkeit dafiir, daB E, oder E, eintritt.
b) Wahrscheinlichkeit dafiir, daB mindestens eines der Ereignisse E; eintritt.
¢) Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 alle Ereignisse E; zugleich eintreten.
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1 | ] I { | i 1
W3 | 10y, @5} | L, O3} | 102, W3 | (9)

P(E) (o R T T 0T e e as | 4

a) 1= 3 P{w)}) =P{w;, 00+ Pws))+ Plws)=02+0,5+05=1,2;

=1
Widerspruch!
b) P(E;):=0,3.

0 P(E;) = P({wy}) + P({wy}) = 0,2 | = _
' ' = =3.0,2=0.15.
P({w,;}) =3P ({w,}) _ﬁ (lwyf) =30, 15

a) P({w,}) =15 0,8 = 0,08.
P({w;]) = 0,16.
P(iwsf) =0,56.

b) P(E,) =0,84; P(E,) = 0,36. i
¢) P(EyUEy) = P({w,, 0, 05,0,)) = ¥ Pa}) =1
i=1

d) P(E,nE,) = P({lw,}) =02
e) P(E,) = mlml.t.;,,, — 0,08 + 0,56 = 0,64,

Aufgaben zu 5.2,

th

8/5.

a) Mypo({1}) =13 hioo(14}) = ?“,J
ff”m[[,}—:] "r"l(m(: !}—: (i
e (3P =167 hio0(16}) = 18%;

b) 4 ={2, 4,6} P{ A) =467,

B=12, 3,5 P(R) = ""0
C=13.4,5,6} P(C)=66

C} hll‘t.‘[:’i‘) - 46\': ;

Bei 4 und C bewihrt sich das Modell (iiberraschend) gut; bei B nicht.

a) P({2,4,6f) = P(12,3,5})
Auf |dt"1_!__k Sicht m die relative Haufigkeit fiir eine gerade Augenzahl gleich der
relativen Haufigkeit fiir eine Primzahl.

b) P(4) > P(4A) bzw. P(4)>50%
Auf lange Sicht tritt A4 ofter ein als A.

¢) P(»Wirbelwind gewinnt«) > P(»X gewinnt«) fir alle X = Wirbelwind.
Bei vielen Rennen gleicher Besetzung wird Wirbelwind &fter siegen als jeder Kon-
kurrent.

Zusatz: P(»Wirbelwind gewinnt«) > 55 ~ 4,3°

o-*

Aufgaben zu 5.3.

58/17.

a) P(A) =452% P(E) = 20,3%
P(B) = 52,9 P(F) = 84,4
P(C)=83,3% P(G) = 64,1%

By = 5012/




b) Das unmogliche Ereignis, alle Elementarereignisse und

(1,3}, {1, 4}, {1,5}, {1, 6}, {2.4}, {3,4}, {3,5}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6}.
58/8. a) 1=P(Q)=P({1,2,3,56}ui4}) =
— P({1,6} u{2,3,5) + P({4)) =
=P({1,6}) + P(12.3, 5D + P({4})
< ,F-'{-:.i;.].—. [5".n_
i1, 6] £ 2, 5.4, 5
2 050 0 23055 550
0% | 559
{1,4, 6 {1, 6} (4] 45%
30% | 15
30% 70%
b) P({6}) =1—P({6})=20%.
P({1,6}) = P({1}) + P({6}) = P({1}) = 10%.
P({6})) =P({2,4v{1,3,5)=
= P({2} v {4}) + P({1,3,5}) =
~ =P({2}) +P({4}) + P({1,3,5)).
= P({2})=40%; ‘
11,6} 307 (2,3,4,5) 70%
0 | 0] 0 1] =
{2,3,5]
5‘:“““ I
i 0 (3.5 {2} >
oo
| 15% 4091 555 | = (6]
& | 20%
] {1} 0 41 rl
109 [5s g gen s
11, 4,6} ¢
45%
5 e 0 0 0 |
‘ 20%, | ‘ 20%
2””" I““l: 15”‘{. 55”-:
I (1,3, 5) 25% |

——— {246} 15%

16




' a) w, = Verei Wi )=l
59/9. a) w; = \-’LIL!I]. A gewinnt. b) P(lwaf) = 16-
1. :— Vere rerh f 1 1—0,] 9
@, = Verein A verliert. ) P{w,}) =1L = 2

w5 := Das Spiel endet unentschieden. &) Pl Vel =2 o
e | Wy VW3¢ 20 .
Q = 10y, W, W55,

59/10. a) Q= {A, B, C}

fﬂAH+mmu+Mum;!}
P(iAj)=2- P(iB}) = P({B}) =2
P({C}) =} P({B}) [

b) P({A}) =

1| =

¢) P({C}) =1. d) P({A,B}) =$.

39/11. a) Q = {H, M, §}
b) Ereignis

i A 2 1 T RE
0 3 is 3 5 12

Wahrscheinlichkeit

59/12. Fahrer: 4 DM, Beifahrer: 1 DM.

Ln
A
=
78}

A == »Morgen regnet es«.

BA) o __P(A)

/S : = (4) = 75.
Pidis % = P =

a1
s

39/14. A :=»Alpha siegt«; B:= »Beta siegt«
. Fall: P(4) =$%; P(B)=$%; P(4uB) =14520 _ 3% Wette: (34:1)
2. Fall: P(A)=4%; P(B)=13; P(AUB) =215 — 36 5

Die beiden angebotenen Wetten kénnen nicht beide zugleich fair sein.

2

~jis

Aufgaben zu 5.4.

2 258 TSR e b i e il P e e R N

¢ {H} {M} {S} (H.M} {H,S} {M,S} {H M,S)

hro0o () | 10,4% 9.6% 10,4% 10,6% 10,4% 10,5% 9.7% 8.9% 10,79 8.8

b) R Pl e L s At D

0 i} ‘ 12 8 b 8 2

4 2114 | 4|10 | 10 ool 5 s s o

5| B 14|12 |12 |16 10 (16| 8] 12 I4‘

6| 14 | 12 6 2|16 |10 g | 10

Tl a2 s lae 16| 2l izl iz | sl &

Hin'(\'u il 8 4‘-4 6

9 | 14 mim 8|12(16] 6 0| 8|10

relative Haufigkeiten in Promille. Idealwert 10%,,
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59/16. N =85 A e RS n & 3,40
59/17. N = 81 e i8] n~ 3,24

59/18. Paare (x|y) mit x > y werden als innere Punkte gezihlt.
Paare (x| y) mit x = y werden zur Halfte als innere Punkte gezihlt.
35 liegen im Dreieck ABC,
15 auf der Seite [AC],
50 liegen auBerhalb des Dreiecks ABC.
Fiir die Flache zihlen wir also 35 + 3 - 15 = 42,5 Punkte.
Das ergibt fiir die Fliche A pc &~ 0,425 im Vergleich zu A, zc = 0,5.

59[9' ';F!Oﬂ- {;“aﬁ\dltﬁ]".{‘} == 5?"”
hyoo (?Zahl«) = 439/

59/20. hyoo({1}) = 107 hioo (12}) = 147,
hyoo ({3}) = 25% hioo (14}) = 177,
hyoo (15}) = 197, hyoo (16}) = 159
Aufgaben zu 5.5.
60/21. a) @ I rs rg ST S8 sg ‘gr .'gs 'gg
el e T e < v el DERET LSS RLER TS S LU
b) &) [l s KTS 0 ST TSFue TS8.  THO . TOTL. POS. STF  Rrs.  ghy

BEPUo)) |24 36 12 36 94 2 12 1 36 24 1

@) SSI S8 SSg  sgr sgs gIT  grs  gsr  gss

e Pdw) |24 6.6 12 &5 12 D19 &

60,22. 0] ITIT TISSS ISgr gIsr grrs grsg

1680- P({m}) | 24 24 36 36 36 0

60/23. Vgl. den Baum aus Aufgabe 18/8.
P({w}) = 3 fiir alle w e Q.
60/24. P({111}) = P({666}) = i
60/25. a) P({1111}) =10"*=0,01%
P({6666}) = 2,401-10"° = 0,002401%,
b) P(16314}) =1,176-10" % = 0,1176%
¢) »Aphrodite« = {1346, 1364, 1436, 1463, ...},
d.h.. »Aphrodite« besteht aus allen 24 Permutationen der Ziffern 1, 3, 4, 6.
Jeder Pfad besteht aus 4 Strecken, auf denen nur dann in irgendeiner Reihenfolge
die Wahrscheinlichkeiten 0,1; 0,35; 0,48 und 0,07 stehen, falls die 4 Astragali die
gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung besitzen.
P(»Aphrodite«) = 24-1,176 - 10~ 3 = 2,8224%.
d) »Stesichoros« = {1133, 1313, 1331, 3113, 3131, 3311}
P (»Stesichoros«) = 6-0,1% - 0,35% = 7,35/

00 -
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- 0,2 _ 6 0.8 L
60/26. a) 1) ( Start Niete- Niete— Niete 0,096

P(»Flonan trifft mindestens einmal«) =1 — 0,096 = 90,4%.

0.2 0.6 0.6 08 08 08 *
2) Nt e Sotd are b8l g WP e 0036864

P(»Florian trifft mindestens einmal«) = 1 — 0,037 = 96,3%

b) 1) 1 —0,2" = 0,99 2) 1 —0.6" = 0.99
. 02" f'; 0.01 _ [;,0 01 L
120,01 = n= : = 9.015
= n=— = 286... |17[3.ﬁ
Igo‘z = ”miu T IU
e ”:nin = 3 .
3) | —0,8" = 0,99
lg( H}]
n ; = - 20.(’)
Ig0, B
== l”‘I’]'lll‘ — ,‘t .

1 1 1

1 1 et
61/27. ”.ﬂ,o S 26 T_gg 025 (.26 .26 A 31’1 g zu_ -—23--i 26 1

P (»Stochastik«) —{ }”’ = 108105

61/28. a) Die gesuchten Jahreszahlen stehen im Anhang III.

& Urne 1: P({1629) = -1-4 = &
= P({1662}) = 0.
Urne 2: P({1629}) = +-#-1-2 — &,
P({1662}) = 1 %% % = 75p
1 n n n
Urne n: P({1629!) = — - . . S
BB N s o w0
1 n n—1 n
P({1662}) =— - - : .
kL) TR R P T PR
b) Je 24 (= 4!) Quadrupel n,lyubtn bei Huygens die gleiche Menge.
Urne 1: P{})I(}"L}({} = 4r e = 1;
Urne 2: P(»1629«) = =&;
: : 6n°
Urnen: P(r1629¢) = ——— & 2o :
QiR -0l (4n — 1)(4n — 2)(4n — 3)
Bei Pascal ergeben jeweils 12 Quadrupel die gleiche Menge.
Urne 1: P(»1662«) = 0
Urne 2: P(»1662«) = H
5 : 3n%(n — 1)
ge Urne n: P(»1662«) = —
lie S el (4n — }14:;— {4;;—1]

¢) Ergebnis wie bei Ziehen mit Zuriicklegen bzw. als lim ...

| B i - v

Fall h} P(»1629¢«) = '?-32':

Fall a) P({1629}) = (}
| P(»1662«) = &5.

) =
P({1662}) = ﬁ}

|._.I |.J
3‘|

19




61/29. a) P(»2.Kugel ist rot«) = 3
b) P({rs, rg, sr, sg, gr, gs}) = 1
¢) P({rrr, rsr, 181, SIS, SgS§) = 15
d) P(»1. Kugel griin oder 3. Kugel grin«) =
= P(»l. Kuglel grin«) + P(»3. Kugel griin«) =

1 1
=8 T5= 3
e) P(»2. Kugel griin oder 3. Kugel rot«) =
= P(»2. Kugel griin«) + P(»3. Kugel rot«) — P(»2. Kugel griin und 3. Kugel rot«) =

1 1 i il
=5 + 7 — P({rer, sgr}) =
e 1 i MGy -
S R e S B

17
=—-“—}_

61/30. a) Der Baum hat 27 Pfade.
An jeder Verzweigung gibt es
die drei Moglichkeiten:
b) P(4) =1%;

P(B) =%;
P(G) =14
P(D) = :—l
P(E) = +a;
P(F) = P(»1. Kugel griin«) + P(»3. Kugel griin«) — P(»1. und 3. Kugel griin«) =
D sl e e R N [ b
=g g s s ste s st s &l
=4 =
Sy
= 736 »
P(G) = P(»2. Kugel griin«) + P(»3. Kugel rot«) — P(»2. Kugel griin und 3. Kugel
rot«) =
=t+d-44=

¥

=

61/31. a) vgl. Aufgabe 18/8.

b) Summe S | 0 1 2 3
P(S) O =

61/32. a) Baum mit 16 Enden
b) S 0 1 2 3 4

i
16 16 16

61/33. A :=»Theodor zieht mindestens ein Gewinnlos«
a) PA)=1-PA) =1-1 =15 ~ 368%

(=2l
]

Start : P(A)=4-135.

b) 1) Bei 3 gezogenen Losen ist
16 .15 4 84 _ 40 129/
P(A) = 3518 ' 18 = 191 <49,13%

also P(A4) > 50,87%.




2) Zieht Theodor mindestens 17 Lose, so zieht er mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 1009, mindestens 1 Gewinnlos.

61/34. a) i

¢) Auf Teller 1 und Teller 2 nur jeweils einen Senfkrapfen anbieten: auf Teller 3 be-
finden sich die restlichen 4 Senfkrapfen und alle 12 guten Krapfen.

62/35. Wir zeichnen nur die Pfade, die zum Gewinn fiihren.

p, sei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn, wenn man zuerst auf einen grollen
Eimer wirft. Analog p, .

o
—

p,=ab+ (1 —a)ba = ab(2 —a)

D= ba + (1 — b)ab = ab(2 — b)

Py — Px = ab(b — a) < 0. Also ist es giinstiger, zuerst auf einen kleinen Eimer zu
zielen.

b)

d 9 b 6 d e Py = atb
(Star)—L- < (@-L® pe = ab’

Py — Px = ab(a — b) > 0. Es ist giinstiger, zuerst auf einen groBen Eimer zu werfen.

21




62/36. a) P (»Anton wird entdeckt«) =
i G U L T e e
=39+ 30 10 T30 10 18 T30 19
e e (e e
+ 35970 18 T30 16 18 — 20

b) P(»Mindestens ein Schmuggler wird

entdeckt«) =
=1 — P(»Kein Schmuggler wird
entdeckt«) =

= 18 .17 .16 27,
B T F s Rt

s

M|._,
[

o

(]
(=]

Start

b=
]
g

(=
e

-

=
ool

m|"'

00|~

¢) P(»Beide Schmuggler werden entdeckt«) =

— o e [ LMl - B | 4 l.l..}.t.
T T T s T T )

18 | PR I = Bty | 5 3
+ 30(i5 " 18 + 19" 18) = 190-

o

Kiirzere Losung:

el
(e o]lay}

a) InS5.5.wurde gezeigt, dal auch beim Ziehen ohne Zuriicklegen die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daf die 3. gezogene Kugel rot ist, genauso groB ist wie die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB die 1. gezogene Kugel rot ist. Damit erhédlt man mit 4; := »Anton

wird bei der i-ten Kontrolle entdeckt«
P(»Anton wird entdeckt«) =
=PA,uA,0A;)=
— P(4,) + P(4,) + P(4;) =

e = 1 5 e
=35+ 30 t35=

= %, da die 4, paarweise unvereinbar sind.

¢) kann mit Hilfe eines einfacheren
Baumdiagramms gel6st werden.

=t e

P(»Beide Schmuggler werden entdeckt«) =

2

o e S e S 1 R 1 2 B e e e
0 i T30 190 18 T 20 19 18 =
o
190 -




e e NGl el Nt

62/37. P(»Genau ein Brite wird 62/38. P(»Ein Brite«)=
ausgelost«) =

+ e . + i - _10 — L
— 10:5+10:6+5:10+6-10 __ 220 __ 11 1 16 T 21 157 168
=, 420 = 420 XI*

|a—
=]

i_g B
D

10
15 B
F

62/39.

"T%.: .ze]ﬂ:ﬂ:[

Zwei Sektoren messen je 60°, der dritte 240°.

62/40. P(»Mindestens 2 Wiirfel zeigen gleiche Augenzahl«) =
= 1 — P(»Alle Wiirfel zeigen verschiedene Augenzahlen«)

= W S L T o 7 90/
=1-1-235=1-35=1~ 7225

wobei A; := Augenzahl beim i-ten Wurf

(Einsatz von Theodor): (Einsatz von Dorothea) = 13:5, damit die Wette fair ist.

62/41. a) D. gewinnt T.gewinnt unentschieden
1 S s e 6 N
P B B 8
b) D. gewinnt T. gewinnt  unentschieden
F— e _9
P 16 i6 6




Aufgaben zu 6.

66/1.

67/6.

a) P(E,) =0,6; P(E;) =0,3.

b) P(E,UE,) =04+07—03=0,8.

¢) P(E,nE,)+ P(E,nE;) = P(E,).
P(E,nE;)=04—03=0,1.

d) P(E,uE;)=04+03—-0,1=0,6.

P(»Entweder A oder B«) = P[(AnB)u(4An B)] = P(AnB) + P(4n B).
Wegen (4 nB)u (4 B) = A gilt auch (wegen (4 nB)n(4nB) =0)
P(AnB) + P(AnB) = P(A) und somit

P(»Entweder 4 oder B«) = P(A) + P(B) —2:- P(An B).

P(AuB)= P(A)+ P(B)— P(AnB) =075
P(»Entweder A oder B«) = P(AuB)— P(AnB) =0,5.

a) P(AnB) = P(4) + P(B)— P(AUB) =3+3—%=3.
b) P(»Entweder 4 oder B«) = P(AUB)— P(AnB)=%—-1=41.

a) P(AuB) = P(4A)+ P(B) — P(AnB)
- P(B) = P(AUB) — P(A)+ P(AnB) =
=3 —-3+PAnB)=
= 15 + P(An B).
Also: & < P(B)< 3
=

0SPAnNB) =32 -4 =

wifra

a) vg:= Verbindung kommt zustande und Apparat wirft 20 Pf aus.
Damit-Q = {vg, vg, vg, Vg}
V:=»nVerbindung kommt zustande«
G = nApparat wirft 20 Pl aus«
1

T Loy Jas T ey |
V=1vg vgs. G = {vg, vg|

P V} = ‘13 P(G} = .ii P( I?f'“- (.J..} o {;j

1. Moglichkeit " Mit Hilfe einer Mehrfeldertafel

& .0 | Aus der Mehrfeldertafel erkennt man
v | : | 3 | 0,5 b) P(VnG) =3
= e b ¢) P(PnG)=1
& 3 = d) PVnG)=1
I, i e) P(VnG)u(VnG)=5+5=13
3 3
2. Méglichkeit: Ohne Mehrfeldertafel
Man erstellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Elementarereignisse.
}=P(V) = P({vg, vg}) = P({Vg}) + P({Vg}) = ¢ + P({v&})
< P({vg}) =3.
3= P(G) = P({vg, vg}) = P({ve}) + %
> P({vg}) =35
§= P(V) = P({ve, v&}) = & + P(IVE))
< P({vg}) =3. Damit lassen sich die obigen Werte errechnen.




3. Moglichkeit: Baumdiagramm

P(G) = P({ve. vg}) = P({ve}) + P(1¥8});

o

{ . ks
e 1= P[,m,} e

L=

P{ \,u}j =
Das ist die Wah[scheiniichkcil des 1. Pfades. Also
muB auf dem Ast zwischen ¥ und G der Wert 3
stehen. Damit konnen dann alle anderen Aste be-
schriftet werden.

67/7. P(AnB)=P(A)+PB)—P(AuB)>1—-—P(4AuB)=0.

67/8. B B
A| 3 ‘ %0 |3 a) P(AUB) =3 +£ =15
ek h)P#B; =3
y 3 0 | 5 ¢) PAUB)=%+z=%-
2 1
*

67/9. a) P(DUEUF)= P(D)+ P(E)+ P(F)— P(DnE)
P(DnF)— P(EnF)+P(DnEnF)=
— 40°% + 60% + 55% — 30%, — 20%, — 35% + 20% = 90%.

b) _E E

0% 0%, —

: 20@) 0%,

_GD.q__frme%%
5o/ ] 263
D | +——J60%;
155/ 10%
an = |

609 40%,
P(DUEUF) = P(DnENF)=90Y%.

67/10. A :=»Anton siegt«; B, C analog. Urneninhalt (schwarz | nicht schwarz)

(R
e
a)PHJ 2 3+¢ 335 1=Tr+15=1%;
b) P(C) = l—P(() 3.3 =4%;
¢) P(BuC)= (B;ﬂvq( ) — P(Bn C) = P(B)+ P(C) — P(B)= P(C) = 3
1. kiirzer: P(Bu C) = P(C) von der Bedeutung her!




d) PBuC)=1—-PBuC)=1-PBnC)=1-P(B) =
Auch hier wieder kiirzer:
P(BuC) = P(B)
e) PBuC)=1-PBulC)=1-PBnC)=1-PO) =1.
anders; B=AuC;: C=AuUB
BuC=({AuC)u(AuB)=AuBuC = Q.

67/11. A = »Anton scheidet aus«.
B, C analog

26

210)  (1]0)
T i

Lk

.
Ar——\B—

(E.\.

Es bleibt
iibrig

..César

..Berta

..Céasar

..Berta

..Céasar

-+ Anton

..Casar

JAnton

..César

.. Berta

.. Anton

.. Berta

..Casar

..Berta

.JAnton




a) P(»Berta bleibt iibrig«) =
- T T P el NI S e W S W ) 4.3 2,21 R e e L G
LR W Lt s s e e e G e
1 i i i {8
e E s e R s T
.
=1,
2 i Qe e e S B e e ST iy S SR
by PIC)=%F %+ & 2SS T T e 5 &7 8 5 & 5 27
i i A R e AR e i i LR
ST Dk e e
T I O Tt it e e Bl i gl =E
= g qebas T Gehs a5 5 =
3
2.
¢) P(BnC) = P(4) =
O e 4 32 2] et
e i e it i L s e S g B e i S e
1 i e S
= FEida 150025 IEi15
R
=T
d) P(CuUB) = P(C) + P(B)— P(CnB) =
3

I
|
2
ol
i

67/12. a) a:= L-Miinze zeigt Adler
d := Dorothea trifft
t := Theodor trifft
Q = {ad, adt, adt, at, atd, atd}
P(»Dorothea gewinnt«) =
= P({ad, atd}) =
=05:-06+05-03-0,6 =
=039 =39
b) P(»Unentschieden«) =
= P({adt, atd}) =
~1.04-03+3:03:04=
1

30
T

¢) P(»Dorothea gewinnt«) =
= P({ad, adid, adtdid, ..., atd, atdtd, ...})

5 e i1 - O G SN ) e (R e L, e S

=%-%+% {p'10' 70+ 32 10 16 10 7070 1 --- T
il A i s R T R e N )
F3°76°70 + 2 10

& 4 3
70 1

T (g 12 32 ferslgi o a 12 12 42 -t
=1 S+ +HH) +...)+3 %161+ 706 + (Goo) +---)=

67/13.




i == »Der Lehrer gibt die Note i« (i = 1,..., 6)
P(1) = 1 — P(1) = 1 — P(»Es erscheint keine Eins«) =

125 91 | /
=1—MF=s7a =41

P(1u2)=1—P(1u2) =
= 1 — P(»Es erscheint keine Eins und keine Zwei«) =
= 1 — P(»Es erscheint Drei, Vier, Fiinf oder Sechs«) =
= {::-)1 == :l!?_g
P(lu2)=P(1)+P2)—P(1n2)=P(l)+ P(2)—0;

. 52 91 =g
also P(2) = P(1u2)— P(1) = 52 — 716 = 716 = 28,2%;,-

Nach Sylvester:

Plu2ul3)=P()+PR)+P3B)—P(1n2)—P(1n3)—PR2n3)+P(lNn2n3)=
= P(1) + P(2) + P(3),

oder

P(1u2u3l)

P(1u2)u3) = P(1u2)+ P(3)—P((1u2)n3);
=0

also P(3)=P(lu2ul)—P(lu2)=

T 333 152 __ 189 3 o B i e 0./
HET ]‘_(5} Eoe T i (o asa il X i s n i o v E?-‘]»’u'

P(lu2uldud)= P(1u2u3)+ P4 —P((1v2u 3]{‘\4};

=l
PA)=Plu2ulud) —P(lu2uil)=
= 1 G - 3= 20 - #82 = #% ~ 88
Analog
P(S)=1—(3) — 3% =22 — 38 = 75 ~ 32%
P6) = (&) = 715 = 0.5%

Kiirzer mit Baum:

5t 1 ;
Note 6: L R L |

216
: 1 2 - g
Note 3: e e R T R SR
B L ok 7
o O P B 16
1 1 ]
5] () 6 (—, 5} ﬁ \

3
Note 4: 6 4 _6 4vSv6_6 4v5ve

& A 3 19
6 S & A ©  Auias 216
30 2 y
T e G O R S
1 4 c3
Note 3: 6 3 _9° Jydviwve_° 3Iv4vSve
3 . i 1 4 y 39
LR v e R T e Ve Sl 216

3

i_ =1 1
9. Ay Siv S S 6 SOREE

28




68/14.

1 5 5
Note 2: 6 2. 6 ASuiuvdvive 9 2v3vavive
4 ., 1 2 61
[ R O R G S e BV Rl 216
4 4 - 1
6. 3vdvSve 6 Fyduive L8 D
1 6 . 6 )
Note 1: 6 1.6 tv2v3vdvsve_©o _ 1v2v3ivadvive
2 2 1 5] 2 91
6 2ulvdvsve 6.1 06 1v2vIv4viive 716
5 . 5 1
6 2v3Ivdwvive 6 2v3v4vSve _° 1

Do
a) 34 +4-% =% =3875%
b) @) +4-4-3 = 43 ~ 459%
oder:
P(»Sa gut« n»So gut«) = P(»Sa gut«) + P(»So gut«) — P(»Sa gut« U »So gutk) =
B @+ b bt
@+t b b i+ =8
¢) P(»Fr gut«w»Sa guty) =

d)

— P(»Fr gut«) + P(»Sa gut«) — P(»Fr gut« n»Sa gut«) =

=3+ —16=35=280%

P(»Fr gut« u»Sa gut« U»So guty) =

= P(»Fr gut«) + P(»Sa gut«) + P(»So gut«) — P(»Fr gut«n»Sa gut«) —
_ P(»Fr gut« n»So gut«) — P(»Sa gutn So gut«) -+
+ P(»Fr gut« m»Sa gut« N »So guiy) =

i 49 859 9 G E T i Azl
4’4 A es )

=3+ % + 1500 — 16 — (@
kiirzer:
P(»Frgut« U»Sa gut«w»So gutk) =
— | — P(»Fr schlecht« n»Sa schlecht« m»So schlecht«) =

Y. ST DS 0/
:1_1ﬁ 5_84»11




68/15. a) Bob schieBt auf Dick; denn Ted kann ihn nur mit 50%; téten. Dick schiefit auf Bob,
den er mit 80% Sicherheit toten kann. Wiirde er auf Ted schieBen, so tétete ihn
Bob mit Sicherheit. Ted schiefit in die Luft, solange die beiden anderen am Leben
sind. Wiirde er nimlich auf Bob schieBen und diesen toten, so tétete ihn Dick mit
80% Sicherheit. Trife er hingegen Dick, so t6tete ihn Bob. Schiefit er aber erst dann
auf einen Gegner, wenn einer der beiden anderen ausgefallen ist, so hat er die
Chance, mit 50% bei diesem Schuf} Sieger zu sein.

b) Auf Grund der Strategien geht das Triell in zwei Duelle iiber:
I Bob - Dick, II Uberlebender — Ted.
Im folgenden bedeute X := »X wird getotet«. Das endgiiltige Uberleben der Person
X sei mit [X] gekennzeichnet.

Start

b

2
Los: »l.
Schufi« m
|
L.SchuB 7 (D
(}.5/"\().5
2. SchuB (B) (B)
)i
3Schus  (T)
4, Schuf3
5. SchuB

«) P(»Bob iiberlebt«) =3-3 +3-3-3 =03 = 30%
1

P(»Dick iiberlebt«) = 3-3-3-3 +3-%8-3-1-3-2 + ... =
4 Fotey 1
=2sl+70 + 700 +...) =
sl 10
=35 5 —
= & A 178
P(»Ted iiberlebt«) =%-3 +4-4- 3 +4-5-4 +
e e s s B
Sl e e e L S
1 1 1 1 |
ztz0 +35(l+15+ 500 +...)=
3 1 10
i T3 =
7 57 20,
= 35 & 32,2%

p) F(»Bob stirbt«) = 1 — P(»Bob iiberlebt«) = 0,7 = 70%,
P(»Dick stirbt«) = 1 — P(»Dick iiberlebt«) = 3 ~ 822%
P(»Ted stirbt«) = 1 — P(»Ted iiberlebt«) = §3 ~ 47.8%
¢) Die 3 Ereignisse »Bob iiberlebt« etc. stellen eine Zerlegung des Ergebnisraumes
dar, die Gegenereignisse jedoch nicht.
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68/16. a) I \
= ]
!
o
, of
Start
L
@2 1o
Fi=:3
Qi <
].
= =) = =1} E =11}
= = L ] A= o
g L { T =
3) G 2 g
= ) = @® o &
a2} = o} = fan} =
=y ) o =) o e

b) Losung mit Hilfe der Formel von Sylvester:

A = »Kein Brief steckt im richtigen Umschlag«

A, sei das Ereignis »Der Brief i steckt im richtigen Umschlag«. Aus der Symmetrie
dl_‘ﬁ Problems beziiglich i konnen wir P(4;) = - - annehmen. Die \’vahndmnh;llkcﬂ
P(A,n A, As) dafir, daB jeder Brief im richtigen Umschlag steckt, ist &, weil bei
den 6 le]LhWL!tlULH Maéglichkeiten der Vertauschungen dieser ! Fall nur einmal
eintritt. Ddmit gilt auch P(A4; 0 4;) = l,II.U i #+ j, da immer, wenn 2 Briefe im richti-
gen Umsch 1(15 sich befinden, dULh der 3. in seinem Umschlag steckt.

Das Ereignis A bedeutet, dal weder der 1. noch der 2. noch der 3. Brief sich in den
richtigen UlTl‘-L.h];.lﬂL[‘l befinden. Vlcm erhiilt also nach der Formel von De Morgan

A=4A,nA;nA; = :'Il WA, U . Damit gilt wegen Satz 45.1 und Satz 65.1

P(A) = P(A,u ;—1';:?-1'_1_} =1-— P(,a'l WA, UAds) =
— 1 —[P(A4,) + P(4,) + P(43) — P(4; 0 4;3) — P(4; n4;3) — P(4,n 45)+
+P(A, nA,nAy)] =
=1-B+i+i=g-5-t+d=
== 31.-
¢) In der Urne sind 3 mit 1, 2, 3 numerierte Kugeln. Man zieht ohne Zuriicklegen.
Kugel k beim i-ten Zug bedeutet i-ter Brief im Umschlag k.

Aufgaben zu 7.

82/1.

82/2.

82/3.

82/4.

111

And=0 % P(4UA) = P(A4)+ PL |

= P(A)+ P(A) =
Aud=Q = PAvAD) =P@ L1 | 5 -

Unter Verwendung von Aufgabe 1: 0=, also P@)=1—-PRQ)=1-1=0

Unter Verwendung von Aufgabe 1:
1 = P(4)+ P(A) = P(4), da P(4) =0 nach Axiom 1.

B LBt sich als Vereinigung der disjunkten Teilmengen An B und 4 n B darstellen.
Unter Verwendung von Axiom III erhilt man
P(A) + P(B) = P(A) + P(AnB)u(4n B)) =

— P(A)+[P(AnB)+ P(AnB)] =

— [P(A) + PANB)] + P(AnB) =

31




82/3.

82/6.

82/7.

W P(Au(AnB))+P(ANB) =
2 P((AVA)N(AUB) + P(ANB) =
SP(QN(AUB)+PANB) =

% P(4UB)+ P(AnB).

(1) Verwendung von III, da 4 und A n B disjunkt sind.
(2) Distributivgesetz

(3) Eigenschaft des Komplements

(4) Q ist neutrales Element fir n.

Auf Grund der Voraussetzung gelten u.a. folgende n — 1 Gleichungen:
.’1 1 Ir‘\A" = 0

A,nA, =0

A, _1nA, =0

n
also auch

Ay nd)u(d,nA)0... (A, 1NnA) =0 = (A, uAd,u...UA,_)nA =0
Somit kann man Axiom III anwenden auf
n n—1 n—1
P(|) 4) = P((|) 4)ud,) = P(| 4)+ P(4,).
i=1 i=1 i=1
=1
In () 4; kann man den Summanden A4,_, analog wie oben A, abspalten. Man er-
i=1

hilt dann
n n—g

P(|) 4) = P(|) 4)+ P(A,-,)+ P(4,).
i=1 {=1

Féhrt man so fort, so erhilt man die Behauptung.

P(B) = P((AnB)u(AnB) =

D P(AnB)+P(ANB) =

Vor

= P(A)+ P(AnB) =z P(4), dawegenl P(ANnB) =0

a) [ ist erfiillt, da es nur 2 Wahrscheinlichkeitswerte gibt, und diese sind beide = 0.
[T auf Grund der Angabe im Modell erfiillt
[II: Es gibt 2 Paare von disjunkten Ereignissen:
1) 0.Q: POuURQ)=P(Q)=1=0+1= PO+ P(Q).
2) 0,0: POUO) =P =0=0+0= P()+ P(®).

Damit ist auch II1 erfiillt.

b] Wihle Q; = : L'r_}|‘|'.f.l_-._:- mit
A 19 (o {0 8

P4) | 0 1 1




er-

[ und II sind offensichtlich erfiillt. Fiir I1I sind jetzt 5 Paare von disjunkten Ereig-
nissen zu {iberpriifen.
1) 4:=0, B:=0 (siche a) 2))
2)A:=0, B:=Q (siehe a) 1))
3)und 4) A =0, B;:= {w;} (i =1;2)

P, (OuB) =P (B)=%=0+14= P, 0)+ P (B)
5) Pi({w ) viw})) = P(@Q) =1=%+3= P ({0} + P, ({w;})
Q, und Q aus a) sind nicht gleich miéchtig, also sind die Modelle (£, P) und
(2,. P,) nicht isomorph.

Aufgaben zu 8.1.

111/1.

111

(]

111/3.

111/4.

L

111/6.

111/7.

111/8.
111/9,

111/10.

111/11.

= Tt < 1B _
= O=|E|l=xn = 0= = P{E).
n
1]
[I: P(2)=—=1.
|2

[1: |E, UE,| = |E| +|E,| = |E;nE,|.
Fir E; nE; =0 und | 2| = n erhilt man
|EywEs| B . |Bsl
n - n . H
= P(E;wE,;) = P(E;) + P(E,).

a) 0,1 b) 0,2 ¢) 0,7 d) 0.4

a) 11 Maoglichkeiten. Falls man die beiden S unterscheidet, 15 Moglichkeiten.
b) 1) 1 2) 0,6 3) 0,4

a) 0,5 b) 0,4 c) 0,3 d) 0
a) 0,2 b) 0,1 c) 0
Q={27,ZW,WZ, WW}, |Q| =4

P(4) =% =1 P(B) =3 P(C) =14

Q=17222,77ZW, ..., WWW;, |2|=28
o i 3 U RESEe
.-LJ[,-I}I;;’! :‘{R]_lﬁ,ﬁ _1 P(C) = 3+3+1 =1

P({110, 011, 111}) = 3

P(3|4) =3 P(5|4) =3¢ P(6]4) =5

P({11}) =& ; P({12}) =735-

Es ist also doppelt so schwer, eine 12 zu wiirfeln, wie eine 11.

Q= {(alblo)|1 Za,b,cZ6};|Q| =6 =216.
210« = {(a|ble)la+b+ec=10n1=Za, b, ¢ = 6}.




zur Abzihlung:

Tripel bestehend aus | [ R R SR e R RS RO TR e e S P
Anzahl der Permutationen I 6 ) 3 4] 3 3
also |»10«| = 27.
Fiir »9« gilt entsprechend
Tripel bestehend aus l 1526 alun oliel ided 2y DD 55 el S0 33,3
Anzahl der Permutationen | 6 6 5 3 3 |
also |»9«| = 25.
3 B} 7 S i 2 E A 2 re 20
P(»10«) — P(»9«) = 216 — 216 515 < 9.3 Joo-
112/12. a) Augensumme 2 3 ) 5 6 7 8 9 10 11 a
Paare 11 12 13 14 15 6 26 36 46 36 G
21 22, 230 295 35 45 § ., 65
31 32.° 33 34 44 54 64
4 42 43 53, 63
51 2= 62
61
Iahrscheinlich- -1 . 1 ! 5 1 5 1 | 1
Wahrscheinlich- s i3 3 1 x5 s L
keit
b) 1) p, :== P(»Augensumme = 6«) = 5%
Pz = P(»Augensumme = 7«) = 5%
Piafls = 6. Ich wiirde auf die 7 setzen.
2) p; :== P(»Augensumme = 8«) = 5
Pyifs —536. Ich wiirde auf die 7 setzen.
3) p4 == P(»Augensumme 6 und 8 vor 2mal der 7«)
ps = P(»2mal die Augensumme 7 vor 6 und 8«)
Man vergrobert den Ergebnisraum zu Q' := {6, 7,8} mit P'({6}) = P'({8}) = e
P'({T}) = 1%. Fiir den darauf folgenden Wurf vergrébert man erneut, nimlich
z.B. zu Q":={7,8} mit P"({7})=+% und P"({8))= 1, da nur mehr diese

Ergebnisse interessieren. Alle anderen Resultate werden nicht beachtet. Man
erhilt somit folgenden Baum: (Siehe Seite 35).

Ps = P(»2mal die Augensumme 7 vor 6 und 8«) =

- T TN . L S TS - O R - L 1 B o A T T Eo MR
T T M e e s i 1 B oA i et il s e e e e e
_ 14076
30976 ~
~ 4549 .

Daher ist py = 1 — ps ~ 54.6%.
Ich wiirde nicht auf die Doppelsieben setzen!

34
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i
112/13. a)
Meine Chance =
a1 i i
— z =
A0%a 1 Pl
SES T dss T
- 216
3] . 216
— 216 (e F
5 = 31
_I-.'f‘.l c.|! - "(
. v 1
ich P(»Der andere gewinnt«) = 1 — 31 = &1
ese Also verhalten sich die Chancen wie 31 : 30 fiir mich.
an i ; ; . cQ
' II. Losung ohne einen unendlichen ProzeB in Anlehnung an die Schluliweise

von Huygens.
a, sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ich gewinne unter der Bedingung, daB
das Spiel im Zustand 7 ist.

Dann gilt:

|en

P 31 1
6 0+ 354z | 31 iy 3.,

|'_..

{‘r] —
a, =% 1+ 24|

» 7 : L 2 30
Der andere gewinnt also mit der Wahrscheinlichkeit 5.

W

@y = 6la; =31 = a;, =

e
o
|
2
=l
|
T

el
an
eyt [
=




I1l.

b) I

112/14. P(4) = 1

P(B) =
B(C) =

P(D) =

112/15. 2 Junge

112/16. 0.4

112/17. a)

1

=

112/18. 3} =

113/19. Q = {gg

P gumu 2 Priifungen ndtig) =
P(genau 3 Priifungen notig

L=

36

G'FT

Die Aufgabe kann spiter mit Hilfe des Erwartungswertes ganz im Sinne von
Huygens gelost werden:

Sei der gesamte Einsatz a und bedeute a; den Erwartungswert meines Ge- i
winns im Zustand #, dann ist offensichtlich

a1 — _{55' 0+ -i-{lqu, Aty = '{l:,'H +"{:‘-rI] = dy = ;;—1[ . ]1
Somit hat der andere 2%« zu erwarten, also verhalten sich die Gewinn-
chancen wie 31:30 zu meinen Gunsten. ]

Losung mit einer geometrischen Reihe

)=

A B A B A ist Sieger
: 1 /55215 il
P(»A siegt«) = 5% + 35 (6) .ﬂ; '| '.=:?1; o]
31 ¢
+ 35 () - Ge) ‘[5% 4 ==
5 Afl o8 Ha 5) 1035
= 3¢ + _m"[g,} [ J[] + {EJ l\@? }— }ﬁ{,gT
. d 5 & ,
P(»B siegt«) = 3 [é_! g z;-] - 36 fb w-, |_m—|
3 (3-31)2 : 2276
'36]; (1 Hdgas) [fl- m] ! = 73631

P(»A siegt«): P(»B sicgu;} = 10355:12276.

Losung nach Huygens.

a; sei die Wahrscheinlichkeit fiir A. im Stadium 7 zu gewinnen.

a; =1+ q(. s
a — _I' . [:} e _5. el ] s Aue . s .
53— % 3 = a, = 13335 Somit verbleibt fiir die Wahrschein-
1 =) 2631 " . . - &
dy =50+ 2 a4 lichkeit, da3 B siegt, der Wert 35851
5 3
[er_ — 36 ¥ 1 |‘ 3"!‘ ”]
P(E) = La;_ Der Name Bridge soll angeblich daher
]'H P(F) = kommen, dafl zwei einander gegeniiber-
$ P(G) =2 sitzende Spieler eine Briicke (engl. bridge)
’" i bilden
TS ;
% P(H)= 13
n: a) 0,1 b)0.,3 3 Jungen: a) 0,1 b)0.2
b)
({13

f, gfef, gffe, ffeg, fefe, fo

=

)=

! =




hil

£-

I\

ger

n-
4]
[FE

Aufgaben zu 8.2.

113/20. a) 7-4 = 28 b) 74 9= 252
113/21. a) 3stellig: 9-8-7 =504 b) 3stellig: 9-9 -8 = 648
4stellig: 9-8-7-6 = 3024 4stellig: 9-9-8-7 = 4536

113/22.a) 5! =120; (5!—4!=120—24 =96)

b) 5° =3125; (4:5% = 2500)

113/23.a) ABC ACB BAC BCA CAB CBA
b) ROMA ORMA MORA AMOR
ROAM ORAM MOAR AMRO
RMOA OMRA MROA AOMR
RMAO OMAR MRAO AORM
RAMO OARM MAOR ARMO
RAOM OAMR MARO AROM

Zur Fubnote:

ROMA Die Stadt Rom
RAMO dat./abl sing. von ramus = Ast; Zweig
ORAM 1) acc. sing. von ora = a) Das AuBerste jeder Sache; Rand; Grenze;
Kiiste.
b) Tau; Schiffsseil
2) conj. 1. Pers. sing. von orare: dal ich bete/rede.
MORA nom. sing.
1) Verzogerung; Rast; Pause; Liange der Zeit
2) eine Abteilung des spartanischen Heeres (400 bis 900 Mann)
MARO 1) nom. sing.
a) Familienname des Dichters Publius Vergilius Maro (70-19 v. Chr.)
b) Begleiter und Erzieher des jungen Bacchus (= Dionysos)
2) dat. sing. von Marus, FluB in Dazien
AMOR 1) nom. sing. Der Gott der Liebe
2) 1. Person Pris. Passiv von amare: ich werde geliebt
ARMO 1) 1. Person Priis. Aktiv von armare: ich riiste aus
2) dat. sing. von armus = das Schulterblatt; der Oberarm

113/24. a) AAS b) OTTO c¢) OOPPP POOPP
ASA OTOT OPOPP POPOP
SAA TOTO OPPOP POPPO
TOOT OPPPO PPOOP
TTOO PPOPO
OOTT PPPOO
113/25. a) ohne: AB BA CA mit : AA BA CA
AEr BC  GB AB BB CB
AC BC 1EC
b) ohne: AM MA OA RA mit : AA MA OA RA
AO MO OM RM AM MM OM RM
AR MR OR RO AO MO OO RO

AR MR OR RR




113/26. a) Losung von Wallis:

Dies 5040; Hoc est, Annos 14, demptis diebus 73, aut 74, prout incidere contin-
gerit annos Bissextiles. (Lateinische Ausgabe des Tractatus de Algebra, 1693)

7! = 5040,

14 Jahre zu 365 Tagen ergeben 5110 Tage, also 70 Tage zuviel. Nun kénnen aber
wihrend dieser 14 Jahre 3 oder 4 Schaltjahre stattgefunden haben, so daf} die
Antwort von Wallis lautet: 14 Jahre weniger 73 oder 74 Tage, je nach der Anzahl
der Schaltjahre.*

FuBnote: 10!l = 3628800 * Gibt es unter den 14 Jahren ein

: = = nicht-schaltendes Sakul It
11! = 39916800 dann sogar »14 Jahre weniger 72
Fage«. Wallis lehnte bekanntlich

h) 241 = 620448401 733239439360000 = 6,204 - ]U’H den Gregorianischen Kalender ab
%) 1) Losung von Foss;

h ) M in

3657 d .24 - 60 _ 5725960
C

h a

Das ergibt in den 6000 Jahren 52596056000 = 15778800000 < 1,6 - 10'?
Permutationen, also rund 25 Billiardstel aller Permutationen.

2) Losung der Anderung von Wallis:
(525960 - 6000) - ( 107 -525960) - 5 = 82990 176480000000000000 <
< 8.3 - 10?? Permutationen, also rund § aller Permutationen.

pB) 1) nach Voss:

525960 -5-2,1- 10 = 55225800000000000 < 5,53 - 10",
also rund 89 Milliardstel aller Permutationen.

2) Anderung von Wallis:
(525960 -2,1-10'%)- (107 - 525960) - 5 =

= 290465617 680000000000000000000 = 2.9 - 10%°.

Man hitte 468 154mal alle 24! Permutationen hinschreiben kénnen!

113/27. a) 91 d) 10737573
b) 8855 e) 2250829575120
) 969 f) 17310309 456440

113/28.a) 7-6 =42 b) 72 =49

114/29.a) 7-6-5-4-3-2 =71 = 5040 b) 7° =117649 Y6 5 =1041)

114/30. 2) (5) = 28 b) (5) = 10 ¢) (3)=3 d) (3)-(3) =15
114/31.23) (3)+3=9 ab) (3)=3 ac) 0 ad) 31 =3
ba) (L) =55 "5 =21 be) (3)=6 bd) () (]) = 28
114/32.a) 1) 7-6-5 =210 b) 7-6 =42
2)1:6-5= 30
3) 3-30 = 90

114/33.(HD )+ 3 DO =3 (D) — (S =120




114/34. [(2) - 5] - [(3) -]+ 31 = (61)%:3 =1555200
: 4

114/35.2° = 32; (2° = 256)
114/36. | Zeichenvorrat| = 63

2*=63:;: xelNy

Die kleinste Zahl aus INg, die diese Aufgabe 19st, ist 6.

114/37. 11'° = 45949729863572161

114/38. a) a) (20% — 9)(4999 — 99) = 1915900.

) 3870900

b) (202 —9)- 99 + 20 (9999 — 99) = 236709

¢) B und F kénnen leicht miteinander und mit E verwechselt werden. Dasselbe gilt
fiir die Buchstaben G, O, Q. AuBerdem besteht bei O die Verwechslung mit der
Null, ebenso wie bei I mit der 1.
Durch ein Schreiben des Bayerischen Staatsministeriums fiir Wirtschaft und Ver-
kehr vom 20.8.81 (Nr. 7320 a 23 — VII/5¢ — 42546) sind die Kennzeichen KZ, SA,
HJ und SS der Ausgabe entzogen worden. Sie sind Abkiirzungen aus dem 3. Reich
fiir
KZ = Konzentrationslager, SA = Sturmabteilung, HIJ = Hitlerjugend,
SS = Schutzstaffel.
Im selben Schreiben werden CD und CC diesen Diensten vorbehalten:
CD = corps diplomatique, CC = corps consulaire.
Miinchen verzichtet tiberdies auf die Ausgabe von
NS = Nationalsozialismus,
KP — Kommunistische Partei und auf das international verstindliche
WC = watercloset.

o n! n!

] ‘n
“53"-(”_,\.;) s ey e s R (f)

(n (o ) n! n!
el (A) ' (f | |) TR kD —k=1
(k+1)+(n—FK)
L (k+Dln—K)! =
nl(n—+1)
= k) (1) — (k +1)!

14 1)
= (:‘ + l]

LS

i \\

- o 1 _ n
115/41. Das Glied ¢" *b* kommt genau (,f )-mul VOT.
A,

1]542' a) 2" = “. 1 I}n e i (?.) l.u: 1'.'1{..

k=0 %\
W

i T
. Pl ! 5 - . .
b) Aus einer 2n-Menge lassen ( ) n-Mengen auswiihlen. Geschieht diese Auswahl
H

AN ) -
. ) was wegen des Symme-
e et i

K

. a -. \ L]
stufenweise, so erhilt man die Summe }, (k )(
0
BN

triegesetzes auf die Behauptung fiihrt.




115/43.

115/44.

117/45.

117/46.

117/47.

117/48.

117/49.

117/50.

40

g 0= =0 =" [ )-ar R
) 0= J;_“(A_l}_] (=1)
i
g
t o2
e e
g - B A
L 5 40 10 5
(6 15 200 15 6 1
O 91 astas 9l T

a) Nehmen wir zunichst an, die n Elemente seien alle unterscheidbar, dann gibt es
n! Permutationen. Seien nun »n; dieser Elemente nicht mehr unterscheidbar, dann
sind n;! der obigen Permutationen gleich. Die Anzahl der verschiedenen Permu-

tationen ist also der n,!-te Teil von n!. Und so weiter.

31 | 5
b)242) — =3 24b) ”jl_-a 249) 5o =10,
Zundchst 6 - 5 = 30 Worterbiicher,

dann 9:-8 — 6 5 = 42 zusatzliche Worterbiicher.

a) (8):(§) =8:20=160 b) (5)-(3) =810 =80

c) (5)- ﬂ—‘w 4=

a) 1) 4 Personen konnen auf (§) Arten ausgewiihlt werden.
Das ergibt 70 Moglichkeiten.

2) (1) (5) =1 4) (3)(3) = 36
3) (3)(5) =16 5) (1)(§) = 16
6) (5)(3) =1
b) 1 +164+364+164+1=70
a) H";) — 192928249294 d) fﬁ} | (‘Hf %) = 471602387168
b) (1)(33) = 278674137872 e) (3)(13) = 135571202208
c) (32) —(45) = 442085310304 f) (D) (%) =1677106640
(n—1)! 5! 6!
a) = gk = Gl == =51l
(n—2)!2!
) = =n—=2)!; n=6: 41=24; n=7: 5!1=120
(n—3)! 31
c) = =3m—3): n=6: 3:3'=18: n=7 =l —72
n—3)12
d) = =mn—3)!: n=6: 3l=6: n=7: 4l=24
(542 1 +k—1\ [(n+k—1"
a) ( = 21 b = )
2 {-] o ) ( n—1




117/51.8) **4 D)= =35 b)) =5 =56
d) Bei 4 Astragali: —14 = 256:
Bei 5 Astragali: 4° = 1024.

Bei 7 Astragali: 4’ = 16384.

e¢) Anzahl ohne | mit
der Wiirfel Reihenfolge
4 (C*3-1) =126 | 6*=1296
5 ((*3 Ny =252 | 6°'=T7176
7 ©6*+1-1y =792 | 6 = H9936

ol s (02T (B) =56
5 3 . Vol

Aufgaben zu 8.3.

;B

119/53.a) P(A) = }; 7% 5,97

e ) e P

P(B) = = —— = (.45
G :

Aol Seu
) [_r,_!} 1326

~ 0,075%,

b) 4
(13)

10 o

- — — I 2 =
= 135753389900 ~ 0,310

¢) P(»verschiedene Farben«) =

|:|]01.|[.le][lgﬁ.’[][n} e -
2 L = g3,
(%)

Einsatz von A: Einsatz von B = 1000: 8139.

119/54. k f Snyoign She GsTE- SR g
P = (2)"

(@A)
By

119/55. a) b) 1—

¢) D= G .
(3)

= 0<np=8 A 1“5

'[h_-?thHj + {’;Hh__ll“J .

J113) <n<3(154

1024

5

£l e
G

e iy

Vv 113)

n = 3 ist die kleinste natiirliche Zahl, die diese Aufgabe lost.

B - b 00 _ 2

119/56.a) 1 — i Y]
(3)

119/57. a) L =S b) 55

i
(3)

i i
c) 55 =15

41




119/58. | 2| = 216

119/59. a) -

P(4)= 41

Bl
(12) = 22

4:31-31
119/60. a) =
6!
b) 2
2= 3= 3
¢) = 211.1

120/61. Siche rechte Spalte.

120/62. Auf dem Schein sind die Zah-

len z;,z,,..., z, angekreuzi.
Wir fassen sie zur Menge Z
zusammen.

Der Ergebnisraum des Zu-
fallsexperiments »Ziehen von
6 Zahlen ohne Zuriicklegen
und anschlieBendes Ziehen
einer weiteren Zahl« besteht
aus allen Paaren der Form
({a, b, ¢, d, e, f}|g), wobei die
Zahlen a, b, ..., g der Menge
{1, 2,...,49} ohne Zuriick-
legen entnommen wurden.
Er hat die Maichtigkeit
2] = (%) ().
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| 442

| 429

)

| 4,2

4,/

0O 8.6

1y

411 -

~

10

=

aus 1u

(=3

Gewinnklasse II:
Das Ereignis »5 Richtige mit Zusatzzahl« besteht aus den Paaren

({21 Zi,» Zigs Zigr Zigs X1 2,); dabei sind die z;;€ Z und z; =+ z;.
Fiir die gezogene Zahl x gilt: xe {1,2,...,49\Z.

=

Zur Berechnung der T\’I;_IthlLkUl dlf‘.‘hth Iit'cignisﬁes {iberlegen wir:

1) Von den zuniichst gezogenen 6 Zahlen stimmen 5 mit den 6 angekreuzten Zahlen
iiberein. Dafiir gibt es (2) - (%) Moglichkeiten.

2) Die als Zusatzzahl gezogene Zahl stimmt mit der noch verbliebenen angekreuzten
Zahl iiberein. Dafiir gibt es (3) - (%) Moglichkeiten.

Somit gilt: Sstefi a1 on

(gl ki) o) 6 1

P(»5 Richtige mit Zusatzzahl«) = : — = _ ~
i (5 (%) 13983816 2330636

~429-10"°%.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer in der Gewinnklasse II ist also 6mal so grol3
wie die fiir einen Treffer in der Gewinnklasse L.

Gewinnklasse I11:
Das Ereignis »5 Richtige« besteht aus den Paaren, die folgendes leisten:
1) Von den zunichst gezogenen 6 Zahlen stimmen 5 mit den 6 angekreuzten Zahlen
iiberein. Dafiir gibt es (2)- (%) Moglichkeiten.
2) Die als Zusatzzahl gezogene Zahl stimmt mit der noch h verbliebenen angekreuzten
Zahl nicht iiberein. Dafiir gibt es (%?) - (5) Méglichkeiten.

Somit gilt e

spe (5) ) - (7)) 2 3

P(»5 Richtige«) = — l 4l= == o = 1,80 -407%%.
%) (%) 330636 166474

Bemerkung: Die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir die beiden Gewinnklassen 11

und 111 ergibt die Wahrscheinlichkeit P(»5 Richtige«) beim Lotto »6 aus 49«, wenn

ohne Zusatzzahl gespielt wird.

120/63.2) Es gibt 13 Viererpasche und 4 - 10 = 40 Farbfolgen.

iz 13-48 I a5
b) P(»Viererpasch«) = ——=—7 2410 "4
(%) 4165
s - 40 oL 15-10-3°
P(»Farbfolge«) = 2) = o e ] Vi
: 52—k 52K
120/64.a) P(»1.schwarzer Konig ist an k-ter Stellex) = {“-_] T
el 263

b) P(»2.schwarzer Konig ist an i-ter Stelle«) = P(»1.schwarzer Konig ist an

(53 — i)-ter Stelle bei umgekehrtem Stapel«) = ———

120/65. a) @ = Menge aller Quadrupel aus der Menge {1, 2] = h

A = Menge aller Quadrupel aus der Menge {1,

At
Lh O

!J b2
=

4 ok I0E _ BI5 7
6 —5* 1296—625 671 0 1

G riH286 tih 1296 2

P(A) =

43




120/66.

121/68.

121/69.

121/71.

121/72.

121/73.

121/74.

121/75. =

b) @ = Menge aller 24-Tupel aus der Menge aller Paare, die aus der Menge
{1,2,..., 6} gebildet werden konnen. |Q| = (6%)** = 36%%.
B = Menge aller 24-Tupel aus @, die das Paar (6|6) nicht als Komponente ent-
halten. Fiir jede Komponente dieser Tupel stehen also 35 Paare zur Verfiigung.

= |B| = 35%%
3624 — 3524 (3524 e |
PB)= > =1—|2) <0492<
36" 1361 2
4 LY
i%%% e 121/67. 2 - Em} ~ 21,059
2 '|t|

E :=»bei n Wiirfen mindestens einmal 1 und mindestens einmal 6«
E := »bei n Wiirfen keine 1 oder keine 6« = A U B.
P(E)y=1—P(E)=1—P(AuUB) =

—1—[P(4) + P(B)— P(An B)] =

= 1— [ +@r -1 =

=1—-[2-(3) —(3)"]-
n=10; P(E) = 0,6943 n=20: P(E) =~ 0,9481

Ly i 1925

BAEE Et
1212 127 T 352315808

~ 0,00005372. 210 bt

STAT
Anzahl der 9-Tupel aus {Do, Fr, So}, in denen jedes Element aus {Do, Fr, So} minde-
stens einmal vorkommt = 3° — 329 4+3.1?

ol D fs 3 18 15”

9
/

= ——— < 0,000450.

40353607
Aus der geringen Wahrscheinlichkeit darf geschlossen werden, daf3 die Polizei bevor-
zugt an den genannten Tagen kontrolliert.

P 2048
a) —— = ~ 0,0116.
3! 177147
(6)(43) 43-42-41-40-39-38 435461
b) St = : — _ — ~ (0,4360 .
(e 49-48-47-46-45-44 998844
p=1- (33
Wetten lohnt sich, falls § <p < (324" <1;
n(lg364 —Ig365) < —lg2
<= n> 25265
= n =253,
| 1 b 15 3 20 5
a) — = b) {:] el ¢) (3} = S d) 0
2 64 2 64 DO LGGR 26
(5) + () + (5] b (Da es 3 Farben sind, geniigt es, 4 Socken
(12) — 66 T g Zzu entnehmen, um mit Wahrscheinlich-

keit 1 ein passendes Paar zu erhalten.)

a) 1) 2 Handschuhe: p = 2318 — 18 — 94 74%/
4 Handschuhe: p = 43151614 — 224 _ (g 350/




e 2) 2 Handschuhe: p = 75 = 5,267,
4 Handschuhe: p = 335 =~ 30.,65%

l_
5 b) 2m Handschuhe werden den n Paaren entnommen.

1) Fiir die Auswahl des 1. Handschuhs bestehen 2n Maéglichkeiten. Damit beim
niichsten Zug kein passendes Paar entsteht, bestehen fiir den 2. Handschuh
nur mehr 2n — 2 Méglichkeiten, Dieses Verfahren wird fortgesetzt bis zum
2m-ten Handschuh, fiir den noch 2n — 2-(2m — 1) Méglichkeiten bestehen,
wenn er nicht zu einem der schon gezogenen passen soll. Man erhilt also
n-2n—2)-...-[2n—2-(2m—1)] Mbglichkeiten, nicht-passende Hand-
schuhe in einer bestimmten Reihenfolge (z B. Farbe) zu ziehen.

Mogliche Zugfolgen gibt es jedoch 2n-(2n—1)-...- [2n —(2m — 1)]. Somit
gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit
y 5 ;
2n-2n—2)...-[2n=22m—-1] _2"-nn—1)... [n—(2m—1)]
2n-(2n—1)-...-[2n—(2m—1)] (2n)!
(2n — 2m)!
oy [ n)
3:-_'1'”_ -‘fl A 1:‘_:::.(1” )[:”IJ[ EZ.IH_(Fj )
s T s Ul bl i
7 i £y 0 ) T
2n 2n 2n
“(2m)! ( )-[Zm]!
\ 2m L 2m 2m
» r Y i ¥ /
2) Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die Gegenwahrscheinlichkeit zu 1); also
.’J \'
:‘IEJJ’I - '”‘
2m
o e
I- ( En)
( 2m|
121/77. | Q| = €"
n 2 3 4 5 6 7
Anzahl 65 6:5-4 6:5:4:3 6-5-4:3:2 6! 0
der |
giinstigen

Fille
P 6 5 18 54 324 0

Wette | gilinstig giinstig  ungiinstig ungiinstig ungiinstig ungiinstig

121/78. E := »Bei n Wiirfen tritt mindestens einmal 1 und mindestens einmal 2 und ... und
mindestens einmal 6 auf«
E. = »Bei n Wiirfen tritt die Augenzahl i nicht auf«
n Dann ist
-i- — 'r]
.IL.‘ S5 j_'.‘j J [:-2 \J 1’.'.:_]' Ll IL:,_-‘ L -fl‘,‘:q Al j—"‘!’s — |,\ ,l .Ii',r-
i=1
6

P(E)=1—P(E)=1-P(|) E).




Berechnung nach der Formel von Sylvester: L
P(E) = @)

P(E.oE) = (3 i <o)

PIEnEnE)=0"; li<ji<k

P{LJ NENE,r uﬁ.f} =) (i<j<k<l])

PENEnEnEnE)=@F; (i<j<k<l<m)

m
6

P(E)=0;

i=1
also P(E)=1—[6@)"—3@"+ 3@ — D@+ (@] =
=1—-6""[6-5"—15- 4” +20-3"—15-2" + 6].
Fiir n = 10 erhalt man P(E) = 0,2719.

121/79. a) Nach Tabelle 103.1 gilt: p = 1 — 0,3679 = 0,6321
b) n =1 und ab n = 3.
Fiir n = 2 ist die Gewinnwahrscheinlichkeit genau 3. (Siehe Tabelle 103.1.)

121/80. a) k der n Briefe sollen richtig stecken. Diese k Briefe konnen auf (}) Arten aus den
n Briefen ausgewihlt werden. Von den restlichen n — k Briefen darf keiner richtig

n—*k i
stecken. Die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses ist ! '1” . (Beispiel T,
i=o I
Seite 102). Wir bendtigen aber die Méchtigkeit dieses Ereignisses.
Wegen | 4| = || P(A) schlieBen wir:
Da es (n — k)! mogliche gleichw: ahrscheinliche Anordnungen fiir diese n — k Briefe
n—k
gibt, gibt es also (n —k)!- ) = ] Anordnungen dieser n — k Briefe, bei denen 1
i= 0

jeder dieser Briefe falsch steckt. I)amu erhalten wir

‘n s ¥ (=1)
k)!-
(;\')[” F =g )

P(»Genau k der n Briefe stecken richtig«) = — =2 -

b) 1) P(»Genau 5 der 10 Sportler erreichen die Startnummer«) =
=57 2 5 =l —1+3 -3 + 2 — tho) = 5dbs ~ 0,00306.
2) P(»Mehr als die Hilfte der 10 Sportler erreichen ihre Startnummer«) =

{’_U rI u\_‘k ( “: =
il e

et #‘-1 —

k=6 C =0
=L L e 1 l—1+35—4% = ’
Gl Z— 6+ 724 1 7 e A o Y =St
| 1 b 30 ekt o I
ey e IS SR e L T e e =
R T 51 B Al B gl D gy
1 : ) :
= (1890 + 240 + 45 + 1) = -‘l'n?f = 75350 ~ 0,0006.
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tig

122/81. a)

b)

122/82. a)

b)

<)

Im gilinstigsten Fall erfolgt nur genau eine Llunsah deutsche Paarung. Dieser tritt
ein. wenn keiner der drei nicht-deutschen Vereine gegen einen nicht-deutschen Ver-
ein spielt. Wir stellen uns vor, dali das I_[thmh dcl' Auslosung in einer 4 x 2-
Tabelle, bestehend aus 4 Zeilen und 2 Spalten, festgehalten wird. Der erste aus-
lindische Verein kann jedes der 8 Felder besetzen. Fiir den zweiten stehen 7 Felder
zur Verfiigung. Damit er nicht gegen den ersten ausldndischen Verein spielen mub,
muB er fiir eine neue Zeile ausgelost werden. Die Wahrscheinlichkeit hierfur 1st
. Fiir den dritten ausldndischen Verein stehen 6 Felder zur Verfiigung. Damit er
ni Lh{ gegen einen der beiden bereits ausgelosten auslindischen Vereine spielen
kann, mul3 er uu,du fiir eine neue Zeile ausgelost werden. Das geschieht mit der
Wahrscheinlichkeit §. Somit tritt der fur die deutschen Vereine glinstigste Fall mit

der Wahrscheinlichkeit & 8.8.4 —2Zein.

Man unlcrwchci{]cl zwel Fille:

1) Istk < 2" ! dann besteht der giinstigste Fall darin, daB keine deutsch-deutsche

Paarung auftritt. Die Auslosung wird in einer 2" ' x 2-Tabelle festgehalten.

Kein deutscher Verein darf fiir die Zeile ausgelost werden, in der bereits ein
ausgeloster deutscher Verein steht. Dies geschicht mit der Wahrscheinlichkeit

onan_ o g o i g M—(k—1)-2

2 T =D oeal s HiRAR R R )

& on i{EJ: 1 H{»"-u 1 :“2” 1h %:] ‘2r|-1 ”‘_1})

i 2"{2“ ]]{2” e 31”2” = 3] (3" = Ur‘ £ ”}

Fortsetzung siche Seite 270

.lc':dcs der n Teilchen kann in jeder der z Zellen liegen. Das ergibt | Q| = z". Es gibt
1! Moglichkeiten, die n Teilchen anzuordnen, wobei n; Teilchen in der Zelle

dlL folgenden n, Teilchen in der Zelle 2 liegen usw.

Eine Punmmlmn der Teilchen einer Zelle dndert die Verteilung nicht. Somit ist

n!
) e, . n,! nyle...on!
die gesuchte Wahrscheinlichkeit = z
Anordnung \r‘\fuhrschcintichkcii Anzahl dieser \f‘v"-fllwscli'le_in]ich-
dieser Anordnung Anordnungen keit des Typs
40000 =% (3)=5 £z
31000 o (B =20 20
22000 E'}gﬁ [?Mﬁ i '.?I" = 10 }.{')jﬂ-.
2 18 35s | () (D)6) 2 =30 268
11110 s (=25 }73’2
RS deniie \K'r"uin‘schcin]tchkeit | Anzahl dieser |  Wahrscheinlich-
" dieser Anordnung Anordnungen keit des Typs
5000 . o 4 i
4100 et 12 60
3200 i 12 . 120,
3110 45 12 ' 240,
2210 S 12 S
2111 4 20

47




d) z"=32=9
Wahrscheinlichkeit Anzahl dieser Wahrscheinlich-
Anordnung | gicqer Anordnung Anordnungen keit des Typs
; | e | 3 .
200 . G)=3 3
2 o h A L 6
EG | 2 3) =3 :
—
1 ® & X X |
2
L I X |
o 2 x| & @ X
N @
. 5
3 X [ X ®
@

Die Maxwell-Boltzmann-Statistik ist giiltig fiir Wiirfel.
[nterpretation von d): 2 Wiirfel. Die Zellen sind die Augenzahlen mod 3.

122/83. Giiltig fiir Bosonen, also fiir Photonen, n-Mesonen, «-Teilchen, Atome mit einer
geraden Anzahl von Nukleonen.

l |
‘e )
I I
b) 7 = —ar = =g.
G s
Es gibt dieselben Anordnungen mit derselben absoluten Hiufigkeit wie in 82. b).
l | .
C T = .—;‘-J' -
s e

Es gibt dieselben Anordnungen mit derselben absoluten Haufigkeit wie in 82. ¢).

l I - - = M - ¥ - =
D) 50— = =1 @ | .
B A [.\ ; .‘.‘ |
' |
2 ' @ i
33‘ ‘. @
N | & . .
| - g

122/84. Giiltig fiir Fermionen, also fiir Elektronen. Nukleonen. u-Mesonen.

1
a
) ()
1
b) =— =1.
}[;L} :

82.¢) ist in diesem Fall nicht méglich!

Fir n = 2 und z = 3 hat jede Anordnung

Zelle

die Wahrscheinlichkeit l =i

¥
2)

L




ch-

sner

Aufgaben zu 8.4.
() (%)
i)

_OE)

122/85. P(Z = 5) = i

3)(0) (%)

122/86.2) P(Z = S 7L 0073 b) P(Z=3)="2 ~ 0,018
(_lc_'-_} 1[;]
4y (28Y (44 (28
) P(Z23) = (3)( }“h){c) ~ 0.078
(lf:]
10y | l['le'- LD '-J-[Il]
R2RT. P(Z'=0) = 0 ot e =
[ Hl) (‘ID.
90! 10!-90!
~10!-80!-100!
 81-82-83-84-85-86-87-88-89-90
91-92-93-94-95-96-97-98-99 - 100
~ 0,330,
kN fn—k
122/88. a) 1) P(Z = 0) = (“H, n)
(m)
(20 —6 (14 o =
_ J 7 ] : :
2) P(Z=0) _( 10 ) - (“ __['4) —_ — = ~ (0,00541 = i-‘i'r.-ur_-,.

BN TS 49 1292
b) 1) P(Z=1)=1—0,00541 ~ 99,46%/.
(%) (6= _6:(v) _ 6:(%)

2) PlZ ===l — ¥
(10) 2 69

= 2k~ 10,0650 = 6,5%.

3

3 P(Z<3) =} P(Z=1i) =137+ 1203 +1353 +iz01 ~ 0,6858 = 68,67,

i=0
) ({6=s) _ () e oo
B P(2— e Tl zoy = 1292 5.4%00.
(H?) l"‘
123/89. Urneninhalt: (4n) Kugeln, davon sind 2 schwarz.
3{%){’#41:) e 1
'ﬂ} 2n }—24“4/__2 = ---:j--h =
: ( : (3 2n—1
4 o e
b)4n p=4-P(Z= = :
) J W= 1"] “4n—1
zua) flirn=4:p=3 zub) firn=4:p=1
firn=28:p=-% firn =8:p =41

123/90. Ziehen mit Zuriicklegen

a) P(Zw =5) = ('3 (3 (39)° = 23,1%.
B P(Z:=06) = P(Za=75).

¢) P(Zw=0)=(1)F°H)" =(3)" = 0.2%.

49




123/91.

123/92.

d} *P(/\\ = 1}—1_})‘[‘2\\ _"2]_

=1-PZy=0 - P(Zy=1)
11 - [ll‘ (‘{J]”I

=1—(3)" -
=900
e) P(Ly =

— 15,3% +9,1% = 24,4%

Ziehen ohne Zuriicklegen

: X () (13) STy
) L= 8= ‘]r]f = 7736160 =
11
b) P(Zs = 6) = P(Zw =)
. fll 165
c) P[J-’fw =()=- LE}L]}M 7 7’-4'2_‘?{'1"5"['5 =

(a3 + G +

26
(1)
1365+ 11(]‘!1__-_""_‘1_7 5
= l T e e )
=1 300673 _
S 7: 160 =
= $HEHT = 96,0%
] = g e i = = o)
ey P(Z. =3 7w =3) + (1-P(Z,,
= B09673
= 726 160
+ 309673
- E160 =

48 3 O
26160 = 17,87

3)=P(Zy = wl--[l—P(/“'_W]-_

55+(3%

206

)

= 3)) =

) (

¢

— P(Zy=2) =
3)° =

Giinstiger ist Ziehen ohne Zuriicklegen bei a), b) und d).

7 := Anzahl der Midchen
a) P(Z=2)=(3)(3)* (3)° =33

¢) 3 =50%
dy a) P(Z=2

¢) 0,514 = 51,4%.

= (3) - 0,486% - 0,514° =
b) P(Z =5) =(3):10,4867- 0,514> =2

=0,3125 =
b) P(Z=75)=(3)(3)°(3)° =32 =0,03125 =

32,079

AL

34257

a) Urneninhalt: 1 schwarze und 5 weiBle Kugeln.
P(Z=0)={)H" [5:]'“ = ',f-_]"’ ~ 16,159

by PlZ="1) = l—f’{ =1l) =
o {(JJ[[';]“[["-.)
~1—0.5787 =
=2 135
c) Bcdinwmm' P(Z=1)=0,5
()3 - (@r 2 0,5;
1\1 j’

=T 1o

<= N

> 3.80. Das kleinste n 1st 4.

31,25%

(4]




123/93. 2) P(Z = 0) = ($2° ~ 0,0115
P(Z = 0) = (42°° ~ 4,2 - 10~ 2°
b) P(Z = 4) = (29) - (3)*(%)¢ ~ 0,2182
p=P(Z=40) =(7)#)* (3)"°°.
entweder: lgp = 1g200! — 1g40! — 1g 160! + 401g0,2 + 160 - 120,8 =
— 374.8969 - 41@|1ﬁ_-2w+ﬁ?;5~ 12.040 — 40 A |4+49ﬁ-imn=
= 0,8478 — 2;
0.0704
200!
vder: — — - (3)*°-(3)'°° =
s 2=hiieor ol W
7.886579 - 10374
8159153 - 10*7 - 4714724 - 10284
0.07037

o

P

) té-].m : [-I-'JIMI ~

2

i

123/94. a) 2. b) Atk 4

123/95. Urneninhalt: 1 schwarze, 5 weille Kugeln.
12 Ziige mit Zuriicklegen.
Wahrscheinlichkeit fiir einen »guten Wilri‘c] :

PASZ=<3)=HE @ +(E* @) {'32'}([11}'1'(3}“ =
12511 4 66+ 519 4-220- 57
612
59(12- 52 +66-5 +220)
612

1953125(300 + 330 + 220)

10077696 - 216
1953125 - 850
10077696 - 216
830078 125

= 1088391168
~ 0.7626.

Der Vorwurf des Betrugs kann nicht aufrechterhalten werden, da unter Verwendung
von Laplace-Wiirfeln bei diesem Verfahren 247, nschlechte« Wiirfel auftreten.

123/96. Urneninhalt: 1 schwarze und 1 weille Kugel.
10 Ziige mit Zuriicklegen.

jr.ilq/ /: 3) = 1 ILEII) {'J‘Slu g [IIEJ} U.:F‘]“ JE ( Illh\] ”“:1'.tl { L.:J) Uj“l —
14+10+45 + 120 176
== s B IR
1024 1024

In 17 aller Fille liefert das alte Verfahren denselben Ausschull. Man kann daher das

(¥}

neue Verfahren noch nicht als besser bezeichnen.

/ RS [ U S e 7 Qo 513 .4 _ 500 T A0
123/97. a) :;'_: e i s =1,9% b) []] 5 = %561 = 1,06

B3




124/98. X := »X erhilt einen Preis«

I. Ziehen ohne Zuriicklegen

a) A B C

PA) =1 =73

J 8 2o 1
P{HJ S R R R e P
2

[ ]
=}

PCO) =153 %+ 3 ¢+ 8 %=13

b) P(4) =1 l
P(B) = 155 = 33 = P(C) < P(B)< P(A)
P(C)=+5"3"% =75

SR | e Tl S N B R SRR e p R o]
P‘f“—m_!'m [ deRler - St fER Tt B R v e ey gl A, R, B
D & . 2 S G i o 2. 2 1
Elb)=lmistro-s 8 n aFto 5 2 s rat=il
o Y g VR Ty S ST T oL T e e e ) 4
”(J—m 9°8 1T 16 Gl S e v ik YWeEE sl =1

[I. Ziehen mit Zuriicklegen
a) P(4)= P(B)=P(C)=1

b) P(4) =+ ‘
PB)=%-t=135 | = P(C)<P(B)<P(A)
BlC)=d-d -t =10 [

¢)

Start




_—
(e | I_/l'r:‘_]

ll:-',&

4y

:] j---,—:
® 1-3
'ﬁ.

PC)=$*3+@ @ 1+3)" @
=1+ +@°+...) =

¥ ) £ 2 2 2 ]
PB =%3+3 @ 4+3@ 4+ =t gy =1

£y ¥ D i3 G NG l
PC)=@++@* @ 3+ @@ 4+ .. =F g7 15

Also P(A): P(B): P(C) =9:6:4.

b)

Start

2] iR 8.7-0 4 adid LN ¥ =3 4 _ 1
PlAy=35+ 13 0170 o T T2 11:10:9 B:7 & — 165
D P e 3 BT S e R 7 3 - 4 . 55
PB)=15'it+ 12 i1-10:9 8 © 72.11:10:9:8:7:6 5 — 165

P@i=1rTr:q0 % 09T A sty R 68 L 35 765
Also P(A): P(B): P(C) = 77:53:35.

Hudde hatte sich anfinglich verrechnet. Die oben angegebenen Werte stehen erst
im Brief vom 29.6. 1665 an Huygens.

Lh
e




A A
ist
_ Sieger
l. Zug von B B nach
dem
l. Zug
& B
A A
g ist
‘ = Sieger
— ¥
2. Zug von B ? s (o nach
S dem
£ S 2. Zug
@ S @
o
0 10
A A

Zur praktischen Berechnung ki
erhilt

rzt man erst in den jeweiligen Summanden und

e R e T B R S R s
Pl = : ) +5 el |
Clltedby {w) s 331) *9 (w) T
el 2T Lo \? 58288932
gp3- T3 [__33) o5 uu) | 4'@'5,] ~ 121287375 °
g 4o BN At L RaR B A
P(B) = . 4 . 4 ) A et B D T
B=-wntle) Tat\za) oo
[ 8-7 F NEALIE R E
|21 (w) 5
_4. % 8-k [()] _ 38082330
gt (12 =k | ) 21287375 °
X R 2 4 8 3 7 N2 4 7 ~ N3
oy = (&Yt (&) -(F) for () 5
A2 12 T AT 2l 6. 25 5




ind

124/100. a)

b)

c)
d)

124/101. a)

b)

125/102. a)

b)

lm(ﬂ{r. 24916113
0 3T

21287375

Da alle Zihler durch 9 teilbar sind, erhilt man
P(A): P(B): P(C) = 6476548:4231370: 2768457,

Urneninhalt: 1 schwarze und 1 weille Kugel
2 Ziuge mit Zuriicklegen
P(Z=2)=(3)@)=2=2%.
Urneninhalt: 1 schwarze und 2 weile Kugeln
3 Ziige mit Zurticklegen

P(Z=3)=()G) == 37%.

ElZ == (:;] .p" = p".
3 = 5%

-

<= 5= n.
A (3) (35
Bl == (u:}u] = (),4201.
Jp{/ = 1} j“) {1':][! Hlu}t” = U 11 4
a) P(Z>1)=1—(P(Z _0}+P/- )=
=1— (0,3 191 + 0,4201) =
= (,2606.

by P(Z>1)=1— 11“”1::0} [1”{111]3“ G (1“ {mn)] 19.:” 19 —
= 1—0,3585—0,3774 =
= (,2641.

Fiir den Doppelzug gibt es N (N — 1) Moglichkeiten. Giinstige Ergebnisse sind die
Fille »WeiB—Schwarz« und »Schwarz—Schwarz«.
Damit gilt:

e (N=S)S+5(S-1) _ S.
N(N - 1) N’

Die Wahrscheinlichkeit, beim 2. Zug eine schwarze Kugel zu ziehen, ist dieselbe
wie die, beim 1. Zug eine schwarze Kugel zu ziehen, obwohl der Urneninhalt ver-
Andert wurde.

Man denke sich die N Kugeln von 1 bis N numeriert, wobei die schwarzen Kugeln
die Nummern 1 bis S tragen. Als Q wihlen wir die Menge aller n-Permutationen

. : N!
aus der N-Menge, die alle gleichwahrscheinlich sind; [ Q]| = TR Das Ereignis
N —Hh)!

»Die Kugel des k-ten Zugs ist schwarz« besteht aus all den n-Permutationen, die
an der k-ten Stelle eine der I\ummun I bis S tragen; das sind nach dem Z Zihl-
(N—1)! _ SN —1)!

T e : . Damit erhilt man
(N—-1)—(n-1))! {.-\' —n]!

prinzip S -

; : . . _ (Y =11 (N=n)! =
P(»Beim k-ten Zug wird eine schwarze Kugel gezogen«) = — (N_n)!- NI
; N —H
S : ; :
= s P(»Beim 1. Zug wird eine schwarze Kugel gezogen).

]
Lh




| S S i
125/103. a) p, = N b) p, = N
G Se SR WS SN NS S |
C} = IH N N —1 T ‘-\.'{‘.'\." R JJ __'\II{I"\;‘ = ]1] ¥
1-2
=——— >0 fir N— . L
N—1
e (’|
?\ I,\‘ 0 C0y/ ALY =0
"'\' \\ = J Ao :) ';} -}U f'ln {)3 f1"1
100 | 1% 096%  051%  005%
500 0,20% 0,19% 0.10%/ 0,01%
1000 | 0,09957 0,095%, 0.050% 0,005%
1
125/104. 1. Schritt: Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teilnehmer bei einem Ratevorgang min-
destens 9 Richtige hat:
1SN (]L;T (2°6G) + (10) (_'Jj']]”(ﬂ“ = 1b¥7. 5

2. Schritt: Wahrscheinlichkeit dafiir, dal keiner der 500 Teilnehmer mindestens 9
Richtige hat:

= {SH(J)[}(]J “ _J”l)im] -4 {_i e IL]J‘!!-E}HJ” = H‘:J’i.‘”ﬂ ~ 0.00452

3. Schritt: Wahrscheinlichkeit dafiir, daB mindestens einer der Teilnehmer mindestens
9 Richtige hat:

p=1—(1—1533)° = 0,99548 =~ 99,5%.

Aufgaben zu 8.5,

125/105. Menge zu w; = {PxyzwQ, QPxyzw, xQPyzw, xyQPzw, xyzQPw, xyzwQP|xyzw ist
eine Permutation der anderen 4 Personen!
Michtigkeit = 6 - 4!
Menge zu w, = {PQxyzw, QPxyzw|xyzw ist eine Permutation der anderen 4 Personen!
Michtigkeit = 2 - 4!
Menge zu s :== Menge zu w,
Menge zu wg = {PxyQzw, xPyzQw, xyPzwQ, QxyPzw, xQyzPw, xyQzwP|xyzw is!
eine Permutation der anderen 4 Personen!
Michtigkeit = 6 - 4!

125/106. 1 W3

Start W} Diedrei Fille von d'dlember:

sind nicht gleichwahrscheinlich.

b [
N

Z3
125/107. Nehmen wir an, zwei der drei Miinzen zeigen Z.
Das gibt folgende Muster: ZZe ZeZ o/ l7




Zeigt die fehlende Miinze W, so gibt es 3 verschiedene Fille; zeigt sie Z, so gibt es nur
1 Fall: ZZZ.
Die giinstigen Fille verhalten sich also zu den moglichen wie 1:4.

126/108. Jeder der drei vorhandenen Einser kann oben liegen. In zweien dieser Fille ist die
Riickseite auch eine Eins. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Eins auf der Riick-
seite gleich 3.
126/109. Losung 1: falsch!
Die Fille sind nicht gleich wahrscheinlich, vgl. Baum von Losung 7.

Losung 2: falsch! siche oben.

Losung 3: @ stimmt, P ist falsch! siche oben.

Losung 4: richtig!

Losung 5: Bei der 2. gezogenen Kugel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, die Farbe

der 1. Kugel zu haben,nur noch 3.
Losung 6: richtig!
Losung 7: richtig!
126/110. 2 gleichwertige Moglichkeiten fir den Urneninhalt: ww, ws.
in- 3 gleichwertige Moglichkeiten, eine weille Kugel zu ziehen ; davon sind 2 glinstig fiir
ww. Also p = 3.

126/111. a) Verfahren A:

i 0 ; ; ; ; :
Lage von Linge von | Maoglichkeit, ein Dreieck
Ty 5 a, a, dj zu bilden
] | SR ' 1 nein
HiK ] 3 | i 2 ) j‘-l
1 4 1 3 1 nein
2 3 2 -5 2 ja
e =Sl ja
3.4 She =01 I nein
P (»Es liBt sich ein Dreieck bilden«) = 5
Verfahren B: Maglichkeit, ein Dreieck
ist : + zu bilden
& Lage Lage von T, *“ b
von T, Ltz nein
n e ja
/”/ nein
: nein
ist :
-2 ja
Start e ]ja
i} Ja
= ja
= nein
— 1 nein
— 2 ja
= nein
keine weitere Teilung
o 1 : : . : 24+3+3+34+3+2 16 _ 1
P (»Es 4Bt sich ein Dreieck bilden«) = = = e =13

Lh
et |




nach

a Verfahren A | Verfahren B
3 | | )
4 0 | 0

1 o
6 i0 ‘ 15
- 2 17
i 5 | 60

Aufgaben zu 9.1.
138/1. a) 1) B, (S)

b) Mit den Daten aus 9.1. ergibt sich

2) P(Mn S) 3) P(M)

PSP el
M) = —5 = 235 =355 ¥ 58%
= P(M) 257 = 292

P(Mn~S) = 31-]% ~ :Hjn
Pi(M) = P(MnS) .-_[:_]1;_2 _ 17 ~ 3549/

PSR

138/2. A :=»Der Schwarze schligt den Weillen«

B := »Der Schwarze kommt heraus«

P(B) = ¢ + %5 + %5 = 716
PAnB) =3 3+% ¢t 2+% 1 ¢t = 13%
3 gl '(] o 1
'{HI" } 916"; &
138/3. a) P(4) = 4 = 50% P(C) = 25%
P(B) = 33%, P(D) = 8Y,

b) 1) P,(B) = Wahrscheinlichkeit fiir eine durch 3 teilbare Zahl unter der Bedingung,

daf3 sie durch 2 teilbar ist =

o P'{f'i m B) b “.[h 8

= 3¢

Py 0

Py(A) = Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade

sie durch 3 teilbar ist =

_P(4nB) _ 016

170
)
et (4]

b) P (»Es liBt sich ein Dreieck bilden«)

=2 = 4% ~ 48,5%
P(B) Ve - 48.5%
< Bty PIC)T 025
2 P ( — — = s — §N°
) £4(C) P(A) P(A) 0,5 i
S
Fe(A) = e = 100%

P(Cy

Zahl unter der Bedingung,




P(A n D) 0.08

3) p)= 240D - 208 - t6%
Py(A) = ""-;[B}D} = 100%

e Ptﬁ{;};]m T :::g}] = & ~ 242%
Fp(B) = ;,{g; 100%,

A P{;—;E";D} = ii?: =g 2%

Pp(C)= 100%.

138/4. a) P(»Beim 2. Mal fillt Adler«) = %
: P({110, 01 1111; i s P({110,011)} F 5
b) 1 = =3 2 =5 =4
) )P[ 10,101,011, 111}) % ° }P{H(J oLy &
I Hfﬁ};_{_”l_’)__ B
=7 P({000, 100, 010, 001, 110, 101, Tia s i
kiirzer; £\ '0” 0,010 S 3
— P({111}) g
P({110,111}) 3 P({111}) . P(0)
4 \ b= Bk 5 e 6 Y —
) 4 172 ) P({111}) ) P({000})
7 P({011,110}) j:,’-_l?
P({001,011,100,110}) & °
gyt P({011, 110, 010}) e
P({011, 101, 110, 100,010,001}) ~ § °

18 139/5. a) P (»1. Wiirfel zeigt 6 und Augensumme mindestens 10« ’—'—Z;L,-'——'—_ 7
i P (»Augensumme mindestens 10«) 32+l <
b) P (»Augensumme mindestens 10 und 1. Wiirfel zeigt 6«) _ e
aB P (»1. Wiirfel zeigt 6«) &
P{(AnB)n B] (A4n(Bn B)) P(An B)
139/6. a) Pz(AnB) = ) B P
6 ) ,l'i{ } )”i;}}] F{B] JF')1B] .H't ]
[ Verwendung des Assoziativ- und des [dempotenzgesetzes |
D » A Q. 2 A -
b) P,(4) _ P(4n4) s P(A4) _ | B P(A r_w!é‘]l S P(A) _ P(4)
P(A) P(A) 2 P(Q) 1
: P(AnA) P }] P(QnA) P(A)
Pi(A4) = = = 0 Piny = — L i |
’ P(A) P(A) 4l P(A) P(A)

59




139/8.

139/9.

139/10.

139/11.

f.r"'I 1 i BJ = [ -"[ 2 ™ .Eg;l =

= (Bn A, }“Mmm.BJ Kommutativgesetz
= Bn [1 N(A, 1 .H] =  Assoziativgesetz
= Bn[(4,n4,)nB] = Assoziativgesetz
=Bn[0nB] = Voraussetzung
= Bn) = Dominanz
=0 Dominanz

_P[-Iul}r'a B} P[ W }

a) Pyllm)) = 2 P({w}), da 0<P(B)<1

PB) P8
b) Fiir alle A mit AnB =0 und P(4) >0 ist Py(4) = 0 < P(A).
. , P(A4nB) _ P(4nB) -
F, = P, o = < P(AnB)(P(A)— P(B)) =
¢) F4(B) g(A) < P(A) P(B) (4N B)(P(A) (B)) =0

Man erkennt: Sind 4 und B unvereinbar, dann ist der erste Faktor 0. die Aussage
also wahr.

d) Gemil ¢) ist P,(B) = Pp(A) <= P(An B)(P(A) P(B)) = 0. Sind 4 und B gleich-

wahrscheinlich, so ist dm 2. Faktor 0. Wegen P(A)- P(B)>0 ist dann die Be-
hauptung wahr.

=

A = pAugensumme ist 7« P(A) =

B = »Augensumme ist ungerade« P(B) = 4

C = »Augensumme ist prime P(C)=42
D := »Augensumme ist gerade P(D) = %
1
a) AnB = A Py(d) = § =}
2
b) AnC = 4 P.(4) = IE_ —
¢) AnD =0 Pp(A) = 0

B »Auetnwmme ist pnm«
AN B = »Augensumme ist eine ungerade Primzahl«

By - e
P(B) 12 = P(B)=18 =7
P(AnB) = %

1

o
m.—

R :=»Die 5 Karten sind rot« H := »Die 5 Karten sind Herzen«
D ,ﬁ} 16} 65780 2253 Y 50/
P(R) = =25 = F598060 — 9668 ~ 2,97,
L5 ]
et : }E‘:;PJ dislmae § 1 e s ois
P(RNnH) = P(H) = !.,?] = %6640 ~ J 10"

> ¢ 33.9096 g9
Pr(H) = giéi0-32 753 = 460 ~ 1,967




(27

i

= i3
0

139/12. a) P(»Produkt gerade und Summe gerade«) = 25%
P (»Summe gerade«) = 507,
P, summe gerade« (»Produkt gerade«) = z
b) P(»Produkt gerade und Summe = 7«) = 87,
P (»Summe = 7«) = 87,
? summe = 7« (?Produkt gerade«) = 1
¢) P(»Produkt gerade und Summe prim«) = 367
P (»Summe prim«) = 37%,
P, summe prim« (?Produkt gerade«) = 3
d) P(»Produkt gerade und Summe durch 3 teilbar«) = 267,
P (»Summe durch 3 teilbar«) = 347,
"'-::Hmmm-duruh 3 Ic‘.lh;:r-c[t»pr(jduk‘ geradc«. =
e) P(»Produkt gerade und Summe >5«) = 57%
P(»Summe > 5«) = 79 %
s

P,summe > s« (»Produkt gerade«) = 35

139/13. a) A := »10 Wappen oben; P(4) =

B :=»1. Miinze zeigt Wappen«; P(B) = 3.
AnB = A, also
Py = R TR
P(B) if‘: =L
b) C :=»Mindestens eine Miinze zeigt Wappen«; P(C) = 135
AnC = A:
Fe(4) = 073 -
¢) D:=»Mehr als 4 Wappen«
I

P.(A4) =

P(D) = 15 (') + () + (V) + () + () + (10) =
= 15 (2524210 + 120+ 45+ 10 + 1) =
_ 638
= 1024 >

AnD = A;

plAd) = hﬁ

139/14. a) A4 :=»Mindestens ein Junge«: P(A) = %
B := »Beides Jungen«; P(B) =1

BrnA=RH
P =3
b) C :=»Das iltere Kind ist ein Junge«; P(C)=1%
BnC=2R8
P.(B) = 3
139/15. a) A := »Mindestens 1 As«
B := »Mindestens 2 Asse«
P(AnB) _PB) _ (33 -0 —-4G2 L 170

P.(B) — Gl . i 5 I'/o
A= e P 32 — (8
b) C =»Pik-As«
P(CnB) _ (30 =(G2) - «co/
PiB) = Sl e LT S SR
cB) P(C) (3 i
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139/16. a)

b)

c)

140/17.

b)

140/18. a)

B := »Mindestens 4 Richtige«

P(B) = 13955 i1
A := »Genau 6 Richtige«
P(A) = 13o87818
AnB =4, also
f)fft }i = T___Q_. = ?'jl IU 2 r;;ll
C := »Genau 5 Richtige«
PlC) = =swia: CnB=C
B(C) = 1258, ~ 1,9

2 (w2 weltere Richticee) - [j] i | 0
I) P(»2 weitere Richtige«) = (@s) = 990 X 0.1%

S LT () _ 4 0
2) P(»1 weitere richtige Zahl«) = E‘LS- = 755 = 8,7%
A == »Augensumme ist 9, 10 oder 11«
B; := »Der 1. Wiirfel zeigt i Augen«
i | dnB, P(ANB) | P, (A)
1 | ¢ ‘ 0 =12
2 0 i 0 0
3 1(3]6)] 36 3
6 1(6]3),(6]4), (6]5)} ‘ iz 3
C; :== »Mindestens ein Wiirfel zeigt i Augen« BICY =22
i | AnC, P(ANC) | Pe,(4)
1 | 0 0 6t =g
2 0 0 0
3 1(316).(6]3)] ‘ % i
4 | {(419),(519).@4]6), (6]4) et size i
5 ((514),(4]5).(5]5), (5]6), (6]5)} 1% ‘ b
6 1(613).(316),(6]4).(4]6).(5]6). (6]5)] £ &
Pyow(T) = w8528 = 1,79%,
Pyaw(T) = gtihs = 1 62%0
Py aiw(T) = 355 = 5,59%
Pgw(T) = 4{1’5'_511' = 3.32%0
Py(T) = 378883 = 1.86%,
"“\tf] ‘zj%r?”lh = 2.:4”;:{,[.
Also P, o(T)> (T ;Lr ge [tjm die Entsprechungen
und P,.._ ) = .-’-- =(T), N __ :fi
aber Py(T) < Py(T). Wi=rll.




en

b)

a)

Pfi‘-—-t“["ﬂ = T:;:T = '13_4 = :r'
53 .
= = P,'{.--.('l-’ﬂ = ‘h}ir- c(A)
Bacld) = j_z — 4 =2 \

i2 S
By cld) = 32 = & = _L{HJ \

) = P oald)> By old)
Psc(4) = _:2 =% =13 l

52
Py(d) = 35 =3

= Py(A) = F(A)

Py
=™
b,
Il
= ltnl.
s~

L
b

Die letzte Gleichung bedeutet:

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit ist unabhéngig davon. ob das neue Medika-
ment verwendet wird oder nicht.

Die erste Ungleichung besagt:

Verwendet man das neue Medikament bei Ménnern, so ist die Uberlebenswahr-
scheinlichkeit groBer als bei Nichtanwendung.

Die zweite Ungleichung besagt dasselbe fur Frauen.

Soll man das Medikament verwenden?

140/19. V := »Die beiden Augenzahlen sind verschieden«. P(V) = 3%
10 ;
P(A)=35=% b P(B)=FHA ) (IO =FH="¢
36

141/20.

d)

A
— »Die 2. Karte ist ein As«
— »Die 3. Karte ist ein A5«

B
C

e

PD)=d=% ¢ PE=1-F(E)=1-35=1

— »Die 1. Karte ist ein As«

P(4) = P(B) = P(C) = 15

a)
c)
d)
€)
f)
g)

h)

13 b) +5

P4 B) =2 2,(B) = 1%
P(ANC) = 731 P,(C) = 17
P(BNC) = 537 Py(C) = 17
P(An BN C) = 5333 P, ~s(C) = 25
P(AnBNC) = 33 P, .5(C) = 5o

P(AnB) =35
D := »Die 1. Karte ist das Herz-As«
P(D) = 25

P(DNC) =iz Polc) =45

H = »Die 1. Karte ist eine Herz-Karte«
P(H) = 3

Pl” A ("] = S]',E (= 1 _ﬂil_ 5521!;1}

PalC= 5
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j) K :=»Die 2. Karte ist keine Herz-Karte«
P(HNK) = 'ﬁz illr = ti:

J)[.JI:; ~ K r N } _ 12:36-4+ I_‘-T‘GT;'_"[LZ 3:341-3:2 - ELga'
- PIHNKnC) 2L
J T e e Mo =6r _ |
HAxlC) PHAK) (’,: i

141/21. a) A := »A hat 3 Asse«
C:=»C hat 1 As«

4 43
P =8 -éi--”J ‘
5J4 agy ( £4(C) = 3, wie ohne Rechnung leicht einzusehen ist.
: ey E\HH]J[ ]El1:| ; 3
P(ANC) = e
t| 'i“ }
b) 4 :=»A hat 10 HLI/k;H'IL.II« 1«
H = »B oder D hat 3 Herzkarten«
13y (39
F{,j] s l1fq}£ 3 J
(13)
39 A6
P(AnB) =2- {m]i? 3LUJ[103
(73)(33)
5 1 (.%{yj a4
P|{ ) = -'1010 f;.l ~ (‘*3 q[l
I:’I 3_}
A
141/22. H:= »10 Herz-Karten unter den 13 Karten« 1
B := »Unter den ersten 6 Karten sind 5 Herz-Karten
{13}‘59]
P(B) = .5.._“.?_.1 :
6 ) I
Betrachtet man als Ergebnisse alle méglichen 13-Permutationen aus {1, 2, . , 52}, 50
erhdlt man
L b B [ . « Q3 .
?12!
39!

Somit Py(H) = zgsc4rs ~ 7,36 - 1074,
; e : : l]J}_tle] t.‘j'j{."n"i
Mit dem Zahlprinzip erhilt man P(BnH) = 15 ﬁi] AR
i ()
g = *:}[J'_’FJ 402 5 A 4
Somit Fy(H) = B v Bariaer &~ 1,36 107"
141/23. a) B := »Florian erhilt genau 2 Bubeng

pB) — ()
[1(?

S := »Im Skat liegt genau 1 Bube«

e
el
wiu




b) 1) A4 :=»Florians Buben sind der Herz- und der Karobube«
28
Us

['Eijj

P(SnA) =

P(A) =

2
P,(S) = 731 = 17,3,

2) K :=»Im Skat liegt nur der Kreuzbube«
284,20
()(7)

AW
Y. (2

P(KnA) = =&
(@) (%)

15, ) "Jl[i}

141/24. B := »Genau ein Brite«
V= »nVerschiedene Nationalitit«
y 10 - +5:-16+6-15 2
P(V)= _'L_Ll'z"l_'-"jt: HCE B £

P(BAY) = 1o:-i1eit-10 _ 11

P(B) =2 =4
2

Aufgaben zu 9.2.

141/25. a) 999 (gegeben!)
b) P(BAK) = P(B): P,(K) = 0,01-0,99 = 0,0099 = 9.9%, ~ 1%

141/26. Inhalt;

r = :
I; Weg nach oben = Zug einer roten Kugel
W

B
f? T
Jity

LTI o

h b2
-.I".H; \
=, 5 ]

2

a) P({rr}) = -4 = § = 20%,

-

b) P({rr}) =% -3 :% =% = 114%,

¢) P({www}) = 2- }J' -2 =2 = 286Y%.
Bei a) und erst recht bei b) breitet sich die Krankheit am stirksten aus; die An-
steckungsgefahr wiichst extrem. Bei ¢) gilt dasselbe fiir die Immunitit.
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142/27.

g e 1 4 2 =i} aQ,

‘url!r“ ]] s G s e ik 3,1 0
LR 2 7 T o,

PUrr}) = g5 35 = 330 = L.37%.

9 12 .15 81 7 Qo
P({wwwll=15-15 2 =q0s = 1197,
Der www-Pfad dndert sich:

9 10 42k
5 i v L1 S 8 B 1
9 10 11 12
. 3 11 - foas ol L I
P({www}) = 1531t =32 = 75%.

142/28. a) P(AnBNC) = P((AnB)NC) =
= 1”[/1 ) B} ‘r{]f':ﬂ{C-J =
A !D{"I] 3 .lr,;tBJ 2 P‘ir‘ﬂ[(‘}
b) P(A;nA,0n...0nA,_ ) +0 =
== P{A 1 M /[2 Moo M ’!1”] — ’Pf‘{; 1 } ; fﬁ’h{“i_":' Taaat J‘:h AAzm oA {ArrJ'
Beweis: Es gilt folgende Identitiit:
P rv...nmd) =
. }—J[./"I| i} ;‘:I 1.J|| 3 P“[,‘{] ™ ‘-l],.! i f{ 1_'] : ;s 'P{"_-l__] I _.a"

— P(4,) 2. B0
{ 1 P(,zf | ) P[.'IJ A .’,J ;J[‘r_]'l R =

="Pld): B, (45)- By, 4. (A3)" .. " L PR O A

Aufgaben zu 9.3,

142/29. a) P(FA M) = P(M)- P,(F) = 232 -0,08 = 3.8%

O

b) P(Fn M) = P(M)- Py(F) = 223 0,006 = 0,3°

¢) P(F) = P(Fn M)+ P(FAM) =38% +03% = 4.1%.

-3 1 ;
+% 95 =5 =167/,

142/30. P(»blau«) = 1 -0 +
P(»rotq) = 7%= =~ 30,5%

L=

P(»griing) = 5 ~ 52,9%.




142/31. A, := »Betriebssprecher stammt aus Abteilung j« (i = 1; 2)
Fir= >>Ein—:lrieh%prccher ist L‘ine Frau«
P(F)= Y P(A;nF)= Z P(A) Py (F) =% 95 + 2 12 =2a = 2927,

i=1 i=1

142/32. P(A) = %; PB)=1%; P(C)=
D = »Schalter defekt« E:= »Schalter wird als defekt erkannt«
Ei(D) = lioi PHUJ]' == 'ilni P.{'ED) = 1Ll}0
P,(E) = 0,95 = Py(E) = 0,05
P(D) = P(A)- P,(D)+ P(B)- Py(D) + P(C)* Pe(D) = 55 + 5o + b0 = %00
PDNE)= P(D): P,(E) = P(D) Po(E) = 550 " 26 = 13000"
P(DnE)=P(D)-By(E) =232 -1 =233
P(E) = = P(DnE)+ -'u(DF‘f- > l?H(JE? &t :rc-;?: == }i%%]

anﬁlL) 41 0
P(E) 11221 00

Ps(D) =
142/33. Gegeben: P(R) = 0,2 < P(R) =08
P(G) = 0,6 = P(G) =04,
Pr(G) = 0,1.
Daraus erhilt man
P(GN R) = Pz(G)- P(R) = 0,1-0,2 = 0,02.
a) P(RnG) = Wahrschcinlichkeit. daB eine Tulpe rote Farbe und glatte Blatter
haben wird =
= P(G) — P(Gn R) = 0,6 — 0,02 = 0,58.
P.(R) = Wahrscheinlichkeit, daB eine Tulpe rot wird, falls sie glatte Blitter haben

wird =
PRG035 29 . s
= o= R U g g
P(G) 0% 3D St
Py (G) = Wahrscheinlichkeit, daB eine rote Tulpe glatte Blitter haben wird =
PIGARY 058 20/ asze
o == 3p-— Feadion

P(R) ~ 08
P:(R) = Wahrscheinlichkeit, daB} eine spitzblittrige Tulpe rot wird =
_P(RnG) _ P(R)—P(R0G) _ 08-058 11 _ 550
P(G) P(G) 0.4 9]
b) Py.c(RwG) = Wahrscheinlichkeit, daP} eine Tulpe rot oder glattblattrig wird,
falls sie rot und glattblittrig wird =
P(RUG )N (RNG)) _ f’iRﬁ(;} £
P(RNG) (RNG)
da (RUG)N(RNG) = LR N(RAG)]U[GA(RNG)] =
= [RnG]u [Rr\.{;] =
= RnG.

Py .z(Ru G) = Wahrscheinlichkeit, daf§ eine Tulpe gelb oder glattblittrig wird,
falls sie rot und spitzblittrig wird =
= Pr.g(RnG) =0 [nach Aufgabe 139/6. b)]
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Oder: 14
(R k,'(_;'].-’\t_R!’“-Gh - [_R V(R 1(:]] [(fl" (R G }|
[Rr*RJ“GFk,ﬂGrG iR =
=0~ G)u(@nR) =
=Dud =
={. also
P(0)

ARUGH= - =10
FracRUG) = 525

Prg(RUG) = Wahrscheinlichkeit, daB eine Tulpe rot oder glattblittrig wird,
falls sie rot und spitzblittrig wird =

P(RNG)
~ PRG)
da (RUG)N(RNG)=[RN(RNG)]U[GA(RNG)] =
= (Rr (:]' D= Rn (:
¢) Pr (RN G) = Wahrscheinlichkeit dafiir, daB} eine Tulpe rot und glattblittrig
wird, falls man weil3, daB sie rot oder glattblittrig sein wird =
P(RNG)n(RUG)) _ P(RNG) _

P(RuUG) ~ P(RUG)
Y P(Rn fJ"_] =%
P(R) + P(G) — P(RNG) A
S L e e ;
08+4+06—058 082 41 '/ P
Py (R n G) = Wahrscheinlichkeit, daf} eine Tulpe nicht rot, aber ULiHhLL[l[IE
wird, falls man weiB, daB sie rot oder spitzblittrig wird =
= P g(RUG) =0 [Aufgabe 139/6. b)]
Pr.5(RNG) = Wahrscheinlichkeit dafiir. daBl eine Tulpe rot und glattblittrig
wird, falls man weiB, daB sie rot oder spitzblittrig wird =
_ P((RNG)N(RUG))
P(RuUG %
_ PI(RnGnR)L HRNGn (:j]
P{RI’“ G)
i P{Rf‘\(}} f,
1 —P(RNG)
he 0,58 29 59,99,
| —0.02 49 FEASRE
Losung mittels Vierfeldertafel : R R i

G !n_o“ 0,58 | 0.6
[T |
G |018 022 04

02 08




rig

143/34. a)

Start

NEIN

P(»JA«) = ap + (1 — p)(1 —a) = :

!
H

- m ;
<= 2ap—a = — 1t
n
: m-—n-+np
LT e L
n
~m—=n(l —p)

n(2p —1)

pei=

b) Sehen wir von Schaltjahren ab, so ist die Wahrscheinlichkeit, am 7. eines Monats
geboren zu sein, 3.

Damit

Start

Aufgaben zu 9.4.

143/35. Lésung mit einem Baumdiagramm:

P(»JA«) =
=pa+(1—p)ic = j::

2 =
e O L ,1" l P

[6sung mit einer Vierfeldertafel:

5 G G
04__{G) - |
/;VW & M| 024|036 06
0..6/*4’““‘“‘3;3 G . R
~ M| 002|038 04
Start ; L :
R 5 N TA
005 (G 026 074
MFE ~ :
by ST e N e O
= P=(M) = = ~ s b
0,95 4G) e =omg I A
'”(lﬁ] = U"JS = l? = 5'-‘4”41'
- 0,74 37
Losung mit der Bayes-Formel:
)= DO 04035 5
? P(M)- Pg(G) + P(M) - By (G) 04-095+0,6-0,6
i - 0,12 1
3136, a) P(F) = 2o === 3339
WAL= gee s e
; 0.48 3
b) Bg(F) = =— =—= 1"
) LpF) 06d A —w
& PD) = %16 _ L _ 550

RN
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B B
I
1 2 1
D 1% | 3
[
1 2 1
f | 10 5 ‘ 2
| |
A E
‘; an 20 O
19 4
60 60

143/38.

143/39.

Start

£ .
BTN
: -\lf/;[-\'l @ [
2NN

I
b

SEnBY)

143/40. e
P(F)

P,(BY) =

o P[B}’_}_- Py (F) .
P(F) ¥

0,198 - 0,085

0 ~ 14,0%.

a) Fy(F) =

b) Fy(F) =

¢) P5(D) =

0,03

) 0,006

0,001

O

|

+
b

5 [y

17

ST

= % o -.‘{I-(]U'es ]4.
= %T 8855
= f’]’ 2 19 55/
: 0,03 -
P (4) = . =—— =8 7
o) = 22 =30 5 81,1 14
B = »Die gezogene Kugel ist blau
R, G analog.
2
3) B2 = =4~ 571%
iz
b) Pr(2) = 3L = 48 ~ 31.3%
105 |
1 "
©) Fe(2) =—5+ = 55 = 30,9%
210
1




143/41. N 40%, N 60%

| ' [ i N := »Freund ist langnasig«
K|[10%| 0 |10%|10% | 30% K := »Freund ist kurzbeinig«
= - L = »Freund ist Liigner«

Kll{}"‘-;, 1092 | 10% 1305 | 707,

™, ? e
N 0%
\\\ L //
S ;T P

Offensichtlich ist P(L) = 307;.

) PEI=30% | pyy i DVEN)=40% | et
PKoL) =10% | = "8 =3 P(NAL) = 10% | = B =3
g BEAR)=20% 1 » =y
P(KNnNANL)= 10% J = Py gll) =3
143/42. R R
' | i
% ‘ 10% | 50% | 607 R :=»Raucher«
| M := »Mann«
M | 20% | 20% | 40%
309 70%
a) 20%,
PR M) - 200 S
by 1) P,(M) = g s Ao
IRk P(R) 30 = 3
P(Rn M) 10 1
P e g e e e e P R e
) Fa(M) P(R) 309, 3
P(Rn M) 10% 1
3 !J {{ == - A —— Ll S
e P(M) 60%, 6
¢) Es sei x der Anteil der weiblichen Raucher, der sich das Rauchen abgewohnen soll,
damit
By(R) > Fz(R), d.h.,
i>2(1-x)
= 4+>1—x
< x> % =665%
Anders:  vorher: Pg(R) =3
nachher: Fgz(R) <%
| APz(R) Ll :
also: s = 26 _2
i ‘ ;?\._I ‘-R]-.u_-—"n': .]'{ >

144/43, F F
vl se2 | 100 ' D := »Der Schiiler ist durchgefallen«
: & i M := »Wegen Mathematik durchgefallen«
F = »Wegen einer Fremdsprache durchgefallen«




= = IT b] Pn{;‘llf.-"'\ ji — 2 (‘) JD”{ 14 i) J,]' == flj ]4F

a) Py(MnF) =3

144/44, p{_f\;} = 12%

0 / - i 1 8 el
| v PeDa)= " = 12 5%

Pe(9b) = 75 = 584%

Pr(9c) = 2 = 294°

0 A0

144/45. G := »In der gezogenen Schublade liegt eine Goldmiinze«
GG = »Die gezogene Schublade gehért zum Gold-Gold-K asten
S, GS, SS analog.

(GG)—E) *
! O = S |
S 2G) j’
e e )
55— 1
f—Jf;(G(f} e f’“.‘_‘-”F(;JI-'j i '”[[.’I("}_ . e k2 |5 = -{
Pec(G) P(GG) + Pe(G)-P(GS) 1-3+4-F° %
RGeS —m i) - o Gk iy,
Fes(G): P(GS) + P (G)-P(GG)  1-1 % S S
144/46. (B)
/ 0.2 _—B) 0,06
- \-—"'J 2
03 _..f-@ﬁhx iy
© \B) 0,24
Start ;:: P5(0) = 3(1}(; = iﬁ.:

0.9~(B) 0,63




144/47. a) Thc := »Patient an Tbc erkrankt«.
D The = »Diagnose lautet: Tbe-krank«.
D The := »Diagnose lautet: Nicht Tbe-krank«.
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art = Py, (D The) = 109
Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art = Pps (D The) = 17,

b)
0,9 — f_JTm ) 0,0045
,f’f}
09@’3’/@ e T
= 0.1 —~(DThc) 0,0005
095~ = ,,.,,..f\ DThe) 0,00995
0,99~ DThe) 098505
Pp i (The) = t;ngT”EJ;w = 'ﬁfk% =311

ey 0,98505 0,
l,‘) .I")”-'jﬂ.ljri}{] = {} OR555 — ‘_}9‘[')3 ‘o

d)

00045

0.9 _— D}'bc '
Q}:J/ The </

o

0.0 —(DThc) 0.00005

'\‘ -
{Et_)/l,,a\um- ) 0,009995
0,95~ DThc) 0,989505

Start

oy 0,00045 420
Ppric(Tbe) = o5T032s = 43 /6

0,989505 GOE0)
Ppre:(lbe) = ¢ 288232 — 99995%

144/48. a) K := »Patientin ist an Brustkrebs er krankt«
DK := »Sonographie-Diagnose lautet: Br ustkrebs«
DK := »Sonographie-Diagnose lautet: kein Brustkrebs«
SSJ_}"." = Py(DK)

83.0% = PEIDR )
b) DK DK DK DK
K ‘ 1003 7 | 1180 K|474| 84| 558
| |
52 . | .
K | 159 | 779 | 938 K| 75|368 | 443
L | |
1162 956 2118 549 452 100,1




) DK DK

T | 1
K | 00425 | 0.0075 | 005
| |
Ix (i | | ;) - a0 50 4
K | 01615 | 0.7885 | 095 Ppx(K) = 7640 = 20.8%

Ju “‘\} = “.;'.":‘;"1' — UE‘)QU
0204 0,796 pk(K) = 7551

145/49. A := »wAlarm« {ii
F := wFeuer« :

CENRR0 D8 Sy e
a) (F)—=—(4) 0.00095

3. =10/

PA() a8 =

s 001 e
b) (F)——4) 0,00999
e D05 ke
o) —(4) 0,095

"it{‘”} = lgﬂq-i- = 91,3%

0

Start

Q0=
.J —-k Ij 0.009
145/50. G := »Morgen ist das Wetter gut.«

S = »Morgen ist das Wetter schlecht.«

G := »Fiir morgen wird gutes Wetter anges sagt.«

W := »Fiir morgen wird wechselhaftes Wetter angesagt.«

§ = »Fiir morgen wird schlechtes Wetter angesagt.«
P.(G) =0,7; B(G) =0,1;
P.(W) = 0.2; P (W) = 0,3;
Pi(8) =0,1; P(S) = 0.6;

:”t(r] =0,8-0,7+0,2-0,1 = 0,58
PS) =02-06+08- 01 =10.20;

P5(S) = fhathl 3

0.6 i],_!ﬂJ o7 1

Pa(G) = 28,

145/51. G := »Theodor wihlt Goldtruhe.«
I := »Dorothea 6ffnet Todestruhe.«

S @@

Start

e

P.fll(“} = ‘-; = |

3.

'
]

Theodor irrt sich!




e

PL(G) =

1
P

£ e

Start

Theodor hat recht!

Cady—

3
* i . 2 :
145/52. P, icniig angekreuzta (PEUL vorbereitet«) = % . Dieser Ausdruck wichst mono-
r g 4 / P+[]—f3‘}‘;_.‘
ton mit n; Grenzwert fiir n— oo gleich 1.

145/53. a) F:= »f weille Kugeln werden gezogen«.
.r’h.g\) / .'\] B
(\ f _(_n —f
2N AN =

("n'] + .s']\‘]

Start

P 4

(7))

o
(I \;-l ) (_»ﬂ _&'_] Jr)

) "".J;'1:.+ .5']\j
Fr-" = = ( n - / \ o

FvN s TS, )
{_ 1_;‘I )f n \iﬂ [ .1,"'& ) ( n ] .‘J
Wit S1) 2k 11 .»a{
£ ( I n ) ’ ( n ]

; (“J,I (”s_f) (’;H'z: h’:)

e ey N S
(-\]-L}r'l)(‘.”.\_]j;) (‘-11 2 § \_‘.J i (..\1.1!.”) (l-.” \L.f) (1 1 B ‘-1)

P(2) = 1 = Pe(1).
RG] 70 - 21 - 38760

by P.l) = __ MBINE S — S 2 =
el A+ (D) (F) ~ 70-21-38760 + 5105 5005

P:(2) =

o |
wn




146/54. a) U, := »Die Urne enthilt i weiBe Kugeln«
W = »Es werden m weile Kugeln gezogen« _ _ ;
Mit p:= <4 erhilt man nach Satz 107.1 FE-[_[H-"} = (M)EM(1 —5)° = )",

o

= t"‘ 1 1 1ym
T o L 67 P + - (%)
G)———() =0 1
& PW) =z (1 +@)"+@)
T 3 A T 7a) ik (;]Hr
/i_“\ll_ {%)m I,zi—:,\ 1
G S
Bofliy =20
G T
1 1 yrrt
A “(3) 1
TR s LS e o :
L ]j ﬁ[] i ['_IJ.}"['F[_%}HI] :-':""—5-2"' L ]
1 p
) ) it f%}"- 2'”
.r" t{ ]_ T ik P e = -
W 2 IL{I ;"t_'li'}"l +'."‘I;:]”IJ nm 1 2", _}_ ]
3, L. 1 m
Py (Us) = 5 - v e
T I+ Er @) T4
b) Pp(U3)=1; Pp(U)=0 fir i=0,1,2. I
146/55. U, := »Die Urne enthilt i weille Kugeln«.
a) W:= {www}. Mit Satz 107.1 erhilt man:
0
3@y

Start

—
=

et
[
RN )

et
|
F-'l'
Allgemein gilt P(U,nW) = STER Damit erhdlt man nach Satz 134.1:
1
;3
. g _1’| 3 3
P“.-[i-,-i = = : = !




|Ji‘.‘|

also Py (Up) = 0; Py (Uj) = 1% Py (U,) = 8% P (U3) = 277%;
Pu'“---;} = f"il'.',,i
R S e P ) g
|\’\-/, \\_j \\b} 0
: o E 3"
\,\' }— 1\ :/ (:/ 5 ; 43
2 Z 2 .
4 L. B TP e 22
@—) B =0
3
% et esmia B B
i N ey 5.43
S0 Tl
e & s
O T Ty L (4 = i) ; P o o i) i [4=1)
PLL i "“h:\’;} £3 5.42 P:\'--ﬁ: ( U i) _113 = ﬁ_‘; £ : 20
]')5“.'.-:5.‘[-{"'0} = U ‘!)5.\‘\':-65 [! I] - _.?lﬁ = 4:}(/}11* “.,-. {{ ZI, ".ﬁ —— 4[}0'\ ;
Pos(Us) = 55 = 15%; Fus(Us) =0

146/56. Losung analog zu Aufgabe 55.

Beim 2. Schritt sind die a-priori-Wahrscheinlichkeiten

Wahrscheinlichkeiten F,,(U;)

Fall 55. a) U,
P(U)) ‘ L
P (U | 0
'F’\-.v\ [I- ]' {]
P ) | o

Fall 55. b) | Us
P(U))

Py o
Pan(U) |0

J!‘T—E\\.-ﬂ'_r.;[[:."] U
146/57. a) Schritt |
Fall 55. a) i W
WW
WWW |
Fall 55.b) | w '
WS
WSS |

ZUu erselzen, usw.

| [_ | | I. 2 L' 3 |
TR | =] e
5 5 5
1 2 3
| 10 10 10
| 1 4 [ 9
| 30 30 | a0
3= B 27
100 100 100
{ 1 t 2 | I i
1 1 4
5 5 5
! ‘ | 3
10 10 | 10
3 iy el
10 10 10
it o 3
20 | 20 20

Mischungsverhiltnisse

(100%, 75%}
fuurq 75%)
(1009

£100%, 75%}

{]” 75° 2\ oder
{2?“, , 50%}
(259, 5074}

5

durch die a-posteriori-

=

tatsiachliche Sicherheit

70%,
83.3%
64/
_'I.r[-‘}‘].(.‘
709

35%
o




b) Schritt Mischungsverhiltnisse | tatsichliche Sicherheit

Fall55.2) | w | [100%,75%, 50%) 90°/
L ww 1100%, 75%. 50°/1 96,7%

WWW 1100%;, 75%} il

Fall55.b) | w |  {100%,75%, 50%) 902/
ws | {75%.50°, 259 100%,

WSS {25%.,50%} 859

146/358. a) Zugfolge: www

P el I e 1 o W O
Ug——(w)—* W) J W) 0
1

= W) i =
2 1 0
e 5 4y 4 i ULl b7 o 8 | B
Start _].—1 L‘__;; \\i/ W } w) 0

s il e ] e L
T i) 2y i 4
&’_&Q—_‘\\'__, {“}f \\f o 20

B ermeat () = Pt (U ) = Pa(Us) =0
P, {L':J] ==

1

fwww) 5
2] T 4

}!w'\uw;{{-'dh it

Zugfolge: wss

R ol e
_9' _.\“' \5 S ‘\ :) U
=N e ey o] ) j = i
e \?‘:/’ _\_b_/;"" s x] 20
2 2
ST Ty 4 : NG 2 S5
e () ——=() (s
= 3 \ 1 0
- 4 3 B ;’_.“\_I
@O eOLE o

Piw.-:c: ( I’:'UJ = JU““.{[;J = P.w.c,c: [ L-Inl] =0
P:u-:-\:-ﬁ'{":l ] 5
P’.\\-‘u»‘.;-[ {3] e

Lhlba Lnfla




b) Zugfolge: www

REL IR 1 U,
oy ¥ < (0 3 e ST R
P (U)) 0 ]|[J | 'LG ‘ 1'}0 %
Fowi(UY) | 0 0 &% | % | 1o
B (U5 AR R R Lenil s

Zugfolge: wss
I_ Uo Ui l U, _- U | f—'r.L_

) | [
P(U,) L = T 2
P (U ‘ 0 | 6 ‘ '1'20 1) '.40
Byl 0w A 0o | o
Aufgaben zu 10.1.
156/1. a) P(4) = 18 P(AnB) = %5 + P(4): P(B)
P(B) = 35 = P(BNnC)= = + P(B)- P(C)
P(C)= %% P(CnA) = 55 £+ P(C): P(4).

Es liegt jedesmals Abhingigkeit vor.

b) P(4) = 1 \ P(AnB) = L = P(A)- P(B)
P(B)=1% = P(BAC)= 1 = P(B)- P(C)
PlE)y=73 [ P(CrA) =5 = P(C): P(4)-
4 und B sowie B und C sind stochastisch unabhiingig. A4 und C dagegen abhingig.

156/2. | S S | S S
v {471 151 | 622 v [a712 ] 15.1% | 622%
7| 148 230 | 378 7 | 148% | 23.0% | 37.8%
| 619 381 | 1000 61,9% 38,1%

PV nS) = 41,17, ” o stochastisch abhingi
P(Y)- P(S) = 0.622- 0,619 ~ 0.385 E, — J und S stochastisch abhéngig

Man wird daher auch fiir die Realitit mit groBer Sicherheit auf eine Abhiingigkeit
der Augenfarben schlieBen. Und da P(V'nS) > P(V)- P (S), spricht dies fiir eine Uber-
einstimmung der Augenfarben von Vater und Sohn.

156/3. a) Wir numerieren die Kugeln jeder Urne. wobei die weien Kugeln die niedrigsten
Nummern erhalten. Dann ist ein moglicher Ergebnisraum

Q=1{@b)|1<as8r1=b=s10}, |2] = 80
W, = {(a|b)|l <a<3A12b=10}, W] =30

79




b)

W, = {(a|b)|l=a=8A1=bg2}, W, | = 16 4

WinW, ={alb)|1=as3aAl1=2bg2), |W,nW;| =6

“H_l_} *;ﬁf L P(W,): PW,) = 55
PW2) =35 ) - = W, und W, sind stochastisch

o3 . T
PW,nW,) =5 =35 I unabhingig.

Wir numerieren die 18 Kugeln der Urne so, daB die weiBen Kugeln die Nummern
I bis 5 tragen. Dann gilt mit

Q = {(x|y)|1 Sx, y <18}, ] = 18 = 324
Wy={xI1=x=5A1=y=<18}, |W;|=5-18

Wy ={xINI1=Sx=18A1Zy<5), |W,| =185

Wy W, = {(x|y)|1 = x, y= 5}, [WynW,| = 25 k

P(W;) = %)
"ptw ) = R! = W, und W, sind stochastisch
P(W _u ) =25 unabhingig.

157/4. Die Kugeln seien numeriert, und zwar schwarz mit 1 bis 10, rot mit 11 bis 13 und
griin mit 14 und 15.

a)

b)

Q ist die Menge aller Quintupel aus {1, wdke [ Q=152 I
A ist die Menge aller Quintupel aus Q. die an da,] . Stelle die Zahlen 1 bis 10 auf-
weisen; also |A4| = 10 15*

B ist die Menge aller Quintupel aus @, die an der 5. Stelle die Zahlen 1 bis 13 aul-
weisen; also |B| = 15%- 13.

A~ B ist die Menge aller Quintupel aus ©, die an der 1. Stelle die 'z’dhh,n | bis 10

und an der 5. Stelle die Zahlen 1 bis 13 aufweisen: also [AoB|=10-15*-13.

Da ein Laplace-Experiment vorliegt, erhilt man P(A4 n B) = L ~ 13 = P(A)- P(B).

d.h. stochastische Unabhingigkeit von 4 und B. 152 :
€2 ist die Menge aller 5-Permutationen aus S 15}, also |Q| = 43

A 1st die '\1@!1;4, aller 5-Permutationen aus £, du an der 1. Stelle eine der Zahlen i
von 1 bis 10 aufweisen; die restlichen 4 Stellen sind eine der maoglichen 4-Permuta-
tionen aus noch iibrigen 14 Zahlen. Somit ist 4| = 10 1%

101
B ist die Menge aller 5-Permutationen aus @, die an du 5. Stelle eine der Zahlen

von | b]f» 13 duf\umn die ersten 4 Stellen erhiilt man wie bei 4. Damit ist 1
|B| = 18- 13.

A ™ B besteht dann aus all den 5-Permutationen aus Q. die an der 1. Stelle eine

der Zahlen von [ bis 10 und an der 5. Stelle eine der Zahlen von 1 bis 13 aufweisen,
ausgenommen diejenige, die schon an der 1. Stelle steht: ferner gilt, daB die 3 mitt-
leren Stellen eine der mnﬂluhcn -Permutationen aus den noch iibri igen 13 Zahlen

sind. Damit erhilt man |4nB| = 10-12- 13,
Da alle 5-Permutationen L[Cth“dll[%Lhr.,IH]I.Lf sind, gewinnt man

P(4) =134 — 2 ) i3
2 B) = %
e - _}_” i 4 und B sind stochastiscl
P I.“-BJ ;—;-.- 131 4 [ = A unc : sind stochastiscn
i abhingig.




157/5. ey I Ir rg er gg
' 4 2 2
:”I'l': (.'J:] | & & % %
IPB(Q)| = 2* = 16. In P(Q) gibt es die folgenden 6 zweielementigen Ereignisse:

R. = »1. Kugel rot«, R, = »1. Kugel griin«
1 = 1 f=1 =
R, = »2. Kugel rot«, R, = »2. Kugel griin«

A = »gleichfarbige Kugeln«,
4 = »verschiedenfarbige Kugeln«.
2Im
E R, B4 RnaR RioA Ryeid
PEWIRH . Ak Bt o8
Unabhiingig: R, und R,, R, und R,, R; und R,, R, und R,.
Alle anderen Paare sind abhéngig.
157/6. a) P(»Durch 2 teilbar«) = 3 P l)uuh 3 teilbar«) = %
P(»Durch 2 und 3 teilbar«) = ¢. Unabhiingigkeit!
(Beruht darauf, daf3 2 und 3 teilerfremd sind.)
b) Teilbarkeit durch 10 = Teilbarkeit durch 5 — Abhéngigkeit!
c) Teilbar durL} 2 3 6 5 10
Wahrscheinlichkeit | 4 L e i e
nd Gleiche Resultate wie in a) und b)!
. 157/7. a) P(Verdienst = 3000 Dollar) = 556 = 5.0%
u- b) P(10 bis 20 Zigaretten taglich) = 14,37
n ¢) P(Verdienst = 3000 Dollar und 10 bis 2[} Zigaretten tiglich geraucht) =
& 375 - 27,6% |
: = - =1 20
10 7460
d) Abhingigkeit, da 5,0% - 14,3% #+ 1,39%, oder einfacher wegen 27,6 & 14,3.
B, . ., e Ll
157/8. P(T gesund) = 5, P(D gesund) = E P(Beide gesund) = = = 5 * 5, also Abhéngig-
keit wegen Satz 151.1.
“: 157/9. Kundenanruf und Anwesenheit im Biiro haben keinen erkennbaren Einflull aufeinan-
: der.
'—*n P(Kunde verirgert) = P(Kunde ruft an) - P(Angestellter nicht mehr da) = 0,033.
E"[ [~ ~ . + ‘ —
157/10. F :— »Herr A besitzt eine Fahrkarte«, P(F) = '[J 97
e K := »Herr A wird kontrolliert«, P(K) =45
mn,
lt- S o sl
G K | 0,048 | 0,002 | 0,050

g | 0922 | 0028 | 0950
0,970 0,030
F und K sind abhingig wegen 0,05 0,97 = - (0.0485 == 0.048.

Da es sich aber bei den !dhlcnmmn im (numh, um relative Haufigkeiten handelt,
14Bt die geringe Abweichung eher Unabhingigkeit vermuten.
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157/11.

158/12.

158/13.

158/14.

158/15.

Sechsfeldertafel:

_ a) Anteil der Damen insgesamt: +.
G, G, G Dies stimmt nur mit dem Anteil in G, iiber
D ] [ | | il | 13 ein. Daher D und G; unabhingig fiir i = |

= =1 abhiingig fiir i = 2 und 3.
| 6 | 00 [ 43 | 39 RSO | :
- s | b) Die Ereignisse schlieBen einander aus, dahe
8 24 20 Abhingigkeit.

¢) Bei G, LGy Abhingigkeit, vgl. a); in G, UG, ist der Damenanteil gleich %, daher
hier Unabhingigkeit.

Es bedeute 1:= Schalter 1 oben, 2 := Schalter 2 oben. P(1)=P@2)=3.
a) P(Lichtbrennt)= P(1n2)+ P(1n2) = =17

J 1
B =Lt
b) P(1Licht brennt) = P(1n2) = 1. Unabhiingigkeit!

Ergebnistabelle:

i Augenzahl beim 2. Wurf
u 2 3 4 5 6

B L6 209 w52 D 133 d4d 95
£.2(172 246 179 149 203 170 112
= 53166 238 173 144 196 164 | 108
NE4ML5 165 1200 100 1306 114 (el
RSO0 6D 435 1IR3 {53 101
< 6/167 240 174 145 198 165 109

92, 1325 Shy R0 oSt ger g

a) Gesamtzahl von Einsen usw. beim 1. Wurf: Rechter Rand der Tabelle.
Gesamtzahl von Einsen usw. beim 2. Wurf: Unterer Rand der Tabelle.
b) »Idealwerte«: Feld der Tabelle.

25y 92:95
Beispiel: Doppel-Eins: ——— = 14.6.
600
9 9
7 | 10,92% | 12%
7| ] 80,08, | 88%
9”“’;? c) I ']’(ll
a) Pkw Lkw b) Pkw Lkw
l 2 ! 5 |4 1 B -p) | % |
22 | 6 | =70 3 22 |3(1—p) | 0P
3 3 lssipls & ob
& 7 P )
S el S ol
e ”( T |u) 10

= plp—1)=0
= p=0vp=1

d. h. keine Lkw oder nur Lkw.




158/16. P,(A) = P(A)
P(An B)

< — = P(A)
bet- P(B)

P(An B)

= < P(AnB) = P(4) P(B) < —p—— = P(B)

| < P,(B) = P(B) '

[Hils

: 158/17. a) Der Satz ist falsch, wie die Ergebnisse von 156/1. b) zeigen.
aher

by @:=112,3.. ... 36y
A := »ndouze premier«

B = {1}

C:= >>p11it'<<.

P(4) = & ‘ P(AnB) =4 + P(4) P(B)
P(B) = i P(Bi€) =0+ P(B)-F(C)
P(C)= % l P(CnA) = = P(C): P(A4).

A und B bzw. B und C sind abhingig. 4 und C jedoch unabhingig.

15018, ) i PacBis | 0B by i B B
Al o4 ‘ 0,1 |05 r‘ 0,12 ‘ 0,08 | 0.2
'il 04 i 5 70ue H0iS a ‘ 048 | 0,32 | 08

AL 02 06 04

Mit x:= P(A4A n B):
012 =(x+012)- (1 —x—0,32)
<« x =008 vx=048

159/19. B B
A | ab | Gi—b) |a
A |l ab | l—-a(l-=->b|1—a
- b Tai =5 ]
a) P(AnB)=(1—a)(1—b) b) P(A4uB) — P(AnB)=a+b—2ab
¢) PAuB)=a+b—ab d) P(AnB)=1—ab

159/20. a) 1)

(x + n)

#”.L +n—1

Oder:

o= P(x) wird (x+1) A (x+1) wird (x +2) A ... A (x+n—1) wird (x +n)) =

= P(»(x) wird (x + 1)«)- P(»(x + 1) wird (x +2)¢) ... - P(»(x +n — 1) wird (x + 1)) =
_P_\--n_\"-‘lI"‘-p.\""rl-l'
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ly = polo |
f_j : {J.l_!_] _____ = =P PPl = L= Po " lp
le=Pe1li-; [
3] ‘ll.t o Rl P.\-f.\: {
flz_ﬂ\ lf\ = 'rr.\."u e i'f)_ri =1 f}\"{\ - "ll\-rn = n.lr)_\'-'lll.l.
'III.\"' ] —= p.\: tn—1 "Jx +n 1 J
=1 .
b) 1) g, == f,{‘- . also
do = 190940552400 _ 2680, — 2609,
g, = tﬁ;"%r—: 1[‘;.&_@:&! o 'f_'.]‘_:‘:-"tlltl Al [}‘155{;c.’

Die Wahrscheinlichkeit, im 1. Lebensjahr zu sterben, ist fast 17mal so grof
wie diejenige, im 2. Lebensjahr zu sterben!

/I
2) Py =i also
£
95541 ¢ 76087
P20 = 55732 = 99,87 Pso = Tre75 = 98,0%
91749 Ly el 0,
Pao = g7080 ~ 99,67, Pso = 33167 ~ 87,77,

3) P(»(20) wird (40)« A »(20) wird (50)«) =
= 1 — P(»(20) wird (40)« A »(20) wird [5(}]&] =

= 1 — P(»(20) wird (40)« v »(20) wird (50)«) =
= 1= [P(»20) wird (40)«) + P (»(20) wird (50)«) —
— P(»(20) wird (40)« A »20) wird (50)«)] =

=1-—(1 :,_I;):I_,] Sl e
,‘(I.I'r';l:l-_ ;lll'rj_‘_.'| =

"ll-i{'r k' .'Ill_."s(:- Wale "!-UJ "Ir:?_[_)

"r_?t'l "Illu “'2{] -

— D22089-—-87781 _
== 95732 -
4308 .,

= g5737 &

- 4 o/
~ 4.5%

¢) Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeiten fiir Frauen mit einem Strich. also p

bzw. g’
' _ 100000-98016 _ _1984 s
1) g5 = 100000 = Tooooo ~ 1.99%
o ORDIG-BFRRR . D@ A
q YE016 — OE016 ~ 0,13 /0

Die Wahrscheinlichkeit, im 1. Jahr zu sterben. ist rund 15.2mal so grof3 wie
die Wahrscheinlichkeit, im 2. Jahr zu sterben.

s e e L) QQ o/ ; 36044 :

2} P AR AL = ) -}‘ 2 0 J”i.\[l = ':"g"*;u';’; ~ {)L)*() U'n
d = S5516] Oc 0/ ; 38 07¢ z :

Pao = 55331 ~ 99.8% Pgo = d2046 = 90,69




F)j= .‘||Pr.‘-.u 7 _H'-JH'.:H =

95161 —-92683 _
= 97059 =

2,6%

14

d) Die Indizes m bzw. w bezeichnen den Mann bzw. die Frau. Es bedeuten
M :=»(35),, — (55),«
F =»(25),, — (45),.«
1) PIMAF) =
=soPas " P as =

B3 789 94308 2 s V, /
— $3789 . 34308 — 89.86% - 97.47%, ~ 87.6%

2) S F Oder:
M [87,59% | 227% | 8986y PMnF)=1- P(MF) =
7 | 9.88% | 0.26% ‘ =1 -P(MUF) =
M | 9.88% | 0.26% | 10,147 |~ P(M)— P(F)+ P(M F) =
9747% 2,537 == 20P35 _znfjrj_s T 30Pas J_upf-:; ==

~ 0,26%

3) P(»Genau 1 Partner am Leben«) =

= P(MnF)u(MnF)) =

—PMnF)+ PIMAF)— P(MAFAMnF) =

= P35 " (1= P%) + (1= P35 - 0P 0=

— 0,8986 - (1 — 0,9747) + (1 — 0,8986) - 09747 ~

= 12200

Oder aus 4-Felder-Tafel: 2,27% + 9.88% = 12,157,
4) P(Mn F) = 9,88%
5) P(MnF)=227%
6) P(»Hochstens 1 Partner lebt noch«) =
| — P(»Beide leben noch«) =
1 — 87,59% =
12,41%.

nhal

160/21. Vorbemerkung: Aus der Giiltigkeit der Ungleichungen folgt sofort, daB keine der
Wahrscheinlichkeiten P(K) und P(L) null sein kann.
Grund: KnlLcK = P(KnlL)< P(K)
AKnLclL = P(KnL)= P(L)
Wiren P(K) oder P(L) null, so hitten wir 0 <0 bzw. 0 > 0.

P(KnlL)

) PKNL)<P(K) P) = —55a= < P(L) < P()<P(L) (a)
P(KAL)<P(K) P(L) = P‘ﬁ‘_[g}!‘] < P(K) < P, (K)<P(K) (b

(a) besagt: Der Anteil der Linkshinder unter den Knaben ist kleiner als der An-
teil der Linkshiinder in der Gesamtpopulation.

(h) besagt: Der Anteil der Knaben unter den Linkshindern ist kleiner als der An-
teil der Knaben in der Gesamtpopulation.

Wiirde man die Wahrscheinlichkeiten als Flacheninhalte in einem Quadrat der
Seitenldnge 1 deuten, so erhielte man folgende Darstellungsmaoglichkeiten:




(a) (h)

=

Al
A
Al

2) P(KNnL)> P(K)- P(L). Man ersetze in 1) »kleiner« durch »gréBer«.

160/22. P(L~D)> P(L)- P(D).
Bei Auffassung als Inklusion (L < D) sogar die Gleichung P(L n D) = P(L).

160/23.2) P(QnA) = P(4); P(Q)- P(4) = P(A4)
b) POnA)=0: P P(4)=0,

160/24. a) A und B unvereinbar = P(4 B) = 0.
Stochastische Abhiingigkeit von 4 und B bedeutet P(A)- P(B) & P(4 n B). Soll
aus der Unvereinbarkeit die stochastische Abhingigkeit folgen, so mub
P(A4)- P(B) £+ 0 sein.d.h., der Satz ist richtig unter der Zusatzvoraussetzung, dal
weder P(4) noch P(B) gleich null sind.

b) »Wenn A und B abhiingig sind, dann sind sie unvereinbar«.

Gegenbeispiel: Q@ = {a, b, ¢} mit gleichméBiger Wahrscheinlichkeitsverteilung,
A= 1al, B=1a.b}.
A und B sind abhidngig: P(AnB) =13, P(4)- P(B) = 3.
A und B sind vereinbar;: A~ B = Waj.

160/25. P(4) - P(A) = P(AnA) = P(4) = 0 oder 1. L

160/26. Es bedeute | »siegt {iber«.

16

PO =z-3+41=% PAUIID=4%4-1=%  PaIIV)=4%

Wiirfel I ist scheinbar der beste. Wiirfel IV scheinbar der schlechteste.




161,27.

161/28. a) AnB = {1,4}; P(4) = |_;3| = ]_fj Pt
e e R
|£2| :

c)

PAIIV)=4-2=4%

| Dorothea =
2. Spieler wihlt
| I 1 I “l_‘\-"
Sl ==
I1
8 \
le.r

Theodor
1.Spielerwahlt
e

b \SiLn Wb

L L]
ol e
Lt

Der Spieler mit Wiirfel I verliert ofters
gegen den Spieler mit Wiirfel IV. Im
Vorteil ist derjenige, der wahlen laBt,
wie die folgende Tabelle der Gewinn-
chancen des 2. Spielers zeigt.

Man erhalt I|IT|III|IV|L

Die Wiirfel sind nicht transitiv, weil
z.B. aus I|1I A IT|III nicht I|III folgt.
Es gilt die zyklische Rangfolge
[|IT I IV 1.

Analog zum Vorgehen in a) erhilt man die folgende Tabelle der Gewinnchancen

des 2. Spielers.

‘ Wahl
des 2. Spielers
[ H A IV
= | o]
o 1 e
L 7
=g I 5 1
S IS 1
= _ 1 z 3 3
> 7 1 4 2
] IV | 3 9 3
=
Wahl
‘ des 2. Spielers
R R R,
w 2 = §
— 4 5
8.5 R, | Bt
—_ .0 5 4
"ﬁ-:; u,E“ R, 9 9
s 4 5
[ R.\ 9 ] =

P(An B) = P(A)- P(B), also sind 4 und B unabhingi

Es gilt die zyklische Rangfolge
[|11 1LV

[i]=]
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b) P(C)=05=+5 = |C|=6
P(AnC) = P(4)-P(C) =05-05=025=7 = |AnC| =3
( mufB also 3

3 Elemente mit 4 gemeinsam haben und 3 weitere aus 4: das ergibt
(3) - (8) = 400 Moglichkeiten.
Ein Beispiel ist etwa C = {1,2,3,7.8,9}.

¢) P(D):P(E) =5 +4 =P(DnE); kef0,1,...,9)
161/29. a) Q, = {uv|u,ve {s,w}} @ | WW. WS SW §s
8] = {ss, SW} P, ({w}) | 5 4 T 4
i el - : ! = .
S 1SS, WS} P_;_[:{-'JH %:;. 2 73 é
P,(S7) = 3
P, [.-ﬂ] =3

P51 sty = P ({ss}) =1 = P, (S1) - P,(S1).
S} und S} sind stochastisch unabhingig.
PSH=3=1

Py {S%] = é = ;IJ-

P,(STnS3) = § = P,(S3): P(SY)

87 und 5% sind stochastisch unabhingig.

b)

Start

(= iXuv|x e {Adler, Zahl} nu,ve fs, w}]

PS)=3-3+d-d=2+1=45
PE)=2%3+3-53+4-41+4-4:4=3
POinS) =234 +3-4- 4 =1 & P8} P(S;) = 25

Sy und S, sind stochastisch abhangig.




(bt

¢)

Start

Q. = {xuyv|x,ye{A,Z} AU, VE {5, W}]
'y el e :

P‘\‘S‘:):— i e e

ebenso P(S,) = 5;

P, nS)=4-34 4+ 3-5-5+3:

= &5 = P(S))" P(S2)-

Jetzt sind S, und S, stochastisch unabhingig.

d)

=

W

b (]
) on
&“\]

Lalf=
7
=

(=

Lafta L

w
N

= ) w

(5]

i
1
2 F;\\
e
=
W)
] =
Q, = Q,, aber
v 1 1 5
PS)=%31+33=1
- el !
PS)=4-d+d-dd+idd+d
=3l
= &

o o1 1 1 1 1 1 13 D s
P(§;nS;) = -2kt 23 d=B FiT

S, und S, sind stochastisch abhingig.

ot
B
|

e) Winkel von Sektor 1 = 2mp, pe[0; 1];

Winkel von Sektor 2 = 2xn(1 — p)
Baum wie bei Aufgabe b) mit A = Sektor

a

PS)=p4+-p3="5F
PS)=p 3 t+p%3+0-p %3
T U
=

-1, P({A}) = p,

+(1-p)

Laiba

P({Z}) =1—p.




P(SinS))=p-3-5+(1-p)-3-3 = 161

Ly N2
5 5 . - = . L=
S; und S, sind stochastisch unabhiingig < ( > / )
\ )

_4+5p
; =36
<> 4+4p+p* =44 5p
<> ;}2 —p =1

< pp—-1)=0

< p=0vp=1

Sy und S, sind nur dann stochastisch unabhiingig, wenn nie aus Urne 1 oder
immer aus Urne 1 gezogen wird.
zu a) Fir Q, siehe a).

zu b) Q. = {xuv|x e {Adler, Zahl} A u,ve {s, \\fj ;
W | Ass Asw Aws Aww Zss Zsw Zws Zww
Bl s D s ) ;
Pfo}) | 4+ & 6 15 5 & :

Fo}) [4p 4p 4p 4p 4(1-p) 30-p) 3(-p) #1-p

zuc) Q = {xuyv|x,ye {A,Z} nu,ve s, Wi 162
() | P.({w}) | P ({w}) @) | P.({w}) P(lw})
AsAs e 1 p? ZsAs s | Llp(1-p) 162
AsAw | T3 [ %p° ZsAw T Lp(l=p
AsZs ‘ + | sp(l —p) VAV = 3(1 —p)
AsZw | = ‘ $p(1 —p) Zsiw 5 3(1 —p)
AwAs i AP ZwAs 5 ip(l=p)
AwAw | i a0 ZwWAW i ip(l—p)
AwZs ‘ 24 +p(1 —p) ZWZs e 4(1 —p)
AWZW 12 3p(1 —p) ZwZw 1 | $(1=pP
zud) Q,=Q, zue) Q. = 0, wenn man A als »Sektor 1« interpretiert.
Py siehe unter b) F, siche unter b)

Aufgaben zu 10.2.

B B

0,084 | 0.336 |
RS e \
0,036 0,144 .
0,024 0,096
A ! = J;/
0,056 0,224




161/31. a) B B b) B B

: .
L | ! 008 | 002 |
1 1 s 0,08 | 0,02

Gt = - C

——— e
£ 30 } 1‘:| / 0.3 08 | /
i . _ v ] /

2ol 0.3 0,08 ‘

15 5 3
i s | |

P(AnC)=0,1

]
-
=
—
=
"/"'

2

P[\."f (T Ji'l)] == ]|2 = ;“’t(i = ij}lqll : ]1_'? o ‘l_‘*

e R e s e 0,08

JF{H (} 20 ! {” 60 - 20 3 =t P{H] — - _f}:";
= 8 le— ll: : 5} = _IL 0,1

= P(B) =0,2;

2 0.1
P(Bn(C)=0,1 = P(()= —il)o
0,2

0,08
— P(ArmB)=—7—= 0,16
0,5
PA 0,16
= P(A4) =- =
) 0,8

162/32. Der Staatsanwalt nimmt der Einfachheit halber an, daBl die 3 Merkmale unabhingig

sind. was sicherlich fiir Jeans und Lederjacke nicht gilt.
162/33. a) F F F F
= igma lea E=arY } - 2 fesasd = e ‘
E | | 6 | ‘ in% F ‘ {2 !
: | - I o S _ | i SR
E | | o1 | 189 | B 42 | 378 |
e 500 : S R e

S S i S S 5
Sei e:= P(E), f== P(F) und s := P(S), dann gilt:

I efs = 0,012
I (1—-e{1l—f)1—s =0378
[II (1 —e)(l —f)s =0,042

IV e>f

\' [ efs =0012

el =""-h (11 : T11)
< S
1 I (1 —e)(1—f)s=0042
IV e>f
i s =01
) Ml fF=07-—¢ (11, I in III)
l [ e2—-07e+012=0<e=04ve=03
IV e>f [Durch diese Forderung wird die Losung eindeutig. |
= 35=01; e=04; f=04
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Die vollstindige 8-Felder-Tafel lautet: 16
F30 F70

|
E ! 19.8 | 12 | 2.8 | 25,2 | 40

Gl | = 16:
| 16 .8 | 42 | 378 | 60
o) | S| |
S S S
10
b) 1) 200 2) 126 3) 15 4) 185 5) 135 16
©) F F F F
E| 54| 6 ‘ 14126 [ 200 E| | b | | 45|
| T EEEN (N NS 2 : LI
E| 81 ‘ Ssluet s |aind Eldr |35 | 25| 0 ‘%
— — 1 311 e I =
S S S S S S
absolute Haufigkeiten Wahrscheinlichkeiten
Wir priifen P(EnFnS) = 55 ~ 0,03
. 6
P(E)-P(F)-P(8) = 333 43 &% = HHIP ~ 0,05
3
Verlust der stochastischen Unabhiingigkeit!
162/34. Mit der Unabhiingigkeitsannahme erhilt man:
a) 1) P(»Mindestens einer trifft«) =
= 1 — P(»Keiner trifft«) =
=1~ F5- 5 f5- 75 =832%
2) P(»Der Hase wird genau CiIlI]'ld[ getroffen«) =
S L T B PN i 5 8:7-6
= 70" "1000° + 10 "1000" + 16" Fo05" + 15 o =
4 )+?’J—'—I]"Ua [(wbﬂ
_____ = 30 40/
10 L
b) Anzahl der Treffer 0 | 2 3 4
Wahrscheinlichkeit 0,168 0,394 0,320 0,106 0,012

162/35. P(R) = P(G) = P(B) = 4
P(RNG) = P(RNB) = P(GNB) =
Paarweise Umihh;ingigkeil evident.
P(RNGNB) =
P(R)- P(B)- P(G

1_.-8‘—I

ﬁ}f = R. G, B sind stochastisch abhingig.

162/36. P(4) = P(B) = P(C) =1 | : Ee . =
' P(ANB) = : . P(A: “-;”}p j‘_)(BI(-\ C) = ;{-J{/ = Paarweise Unabhiingigkeit

P{'-lr\H"“(:.'}Z_L 7 : i

P(A)- P(B)- P(C) = = Abhingigkeit

. Es bedeutet 1 Tretlcr. 0 FehlschuB3. Zuerst schieBt Anton.
P(»Anton gewinnt«) = P({1100, 1101, 1110, 1000, 0100 =
= 0,36 - (0.09 + l]' 21 +0,21) +0.24- 0,09 - 2 = 0.2268




163/38.

163/39.

163/40.

a) keV(2,3,4,5,6)=60: An jedem 60.Tag kommen alle zusammen, also
scheinlichkeit 5.

b) Wahrscheinlichkeit =4-3-4:% ¢ =70.

Auch E,, ..., E, sind unabhingig.
CSEIARCL & TR L5
P(E;n...0E)=(1—-%)(1- 3)___(1— | = :
: n+1, n+1
Anwendung auf Aufgabe 163/38b:
P(Keiner der Freunde besucht die Wirtschaft) = 535 = &

B B
-' ) |
A % W ¥y I z ‘ o P(A4) = a
f_ L i P(B) = b
A| B ‘ u ‘ ysfaisd P(C)=c
I

Es mogen die folgenden 4 Gleichungen gelten:

x = P(An BN C) = P(4): P(B)- P(C) = ab(1 —c)
y = P(AnBnC) = P(4)" P{fE'} - P(C) = abe

2 = P(An BN C) = P(A)- P(B): P(C) = a(l —b)c
P(A)- P(B)- P(C) = (1 - a)be

u=PAnBNC)

Dann gilt auch
PANBnC)=a=a—(x+y+2) =
— g —ab(l —¢)—abec —a(l —b)c =
=a[l —b+bec—bc—c+ hel'=
al[l—b—c+ Dol =
—a(l =1 —-c) =
= P(A)- P(B)- P(C);

PAnBnC)=pf=b—x+y+u=
= b —ab(l —c¢)—abc—(1 —a)be =
— b[1 —a+ac—ac—c+ac] =
=b[l —a—c+ac] =
=b(l=a)ll —¢)=
= P(A)- P(B)- P(C);

PAABNC)=y=c—(y+z+u) =
—c—abe—a(l —be—(1 —a)be =
—c[l —ab—a+ab—b+ ab) =
=c[l—a-b+ab] =
=c(l—a)(l -b) =
= P(A): P(B): P(O);

P[Erwﬂ-ﬁ.(_'] =f=1—-a-f-u—y=
—{—ag-b{l - -0—{1=abe—(1=a)(l —b)c =
= (1 —a)f1l —b(1 —¢)—bec—(l —bic] =
— (1 —a)[l—b+bc—bc—c+bc]=
=(1l—-a)l-b—-c+ be) =
=(1—-a)(l =0)1—-¢)=
— P(A)- P(B)- P(C).

Wahr-




163/41. Zur Ubersicht diene die 8-Felder-Tafel mit den Michtigkeiten der Schnitt-E reignisse:

163/42. 1.

163/43. a)

Wegen |4| = |B| =|C| = 8 miiite bei Unabhangigkei

2 | [ in jedem Feld 2 stehen. Also sind die 3 Ereignisse abhin-
{ | gig.

Es gelten von den 8 Gleichungen der Definition 153!
2 I ‘/
e e

diejenigen vier, in denen B vorkommt.
Aus Definition 153.1 und Satz 155.1 erhalten wir sofort die ersten 3 Gleichungen
Die 4. Gleichung ist eine der 8 Gleichungen von Definition 153.1. Somit folgt aus
Definition 153.1 die Definition von 42.
Die ersten 3 Gleichungen dieser Definition bedeuten die paarweise Unabhiingig-
keit von A, B und C. Mit Hilfe von Satz 151.1 und dem 3. Axiom von K olmaogoroy
erhalten wir die 8 Gleichungen von Definition 153.1, z. B.
PANB)= P(AnBnC)+ P(AnBnC):
P(A)- P(B) = P(A): P(B)- P(C)+ P(AnBnC):
< P(AnBnC) = P(4)- P(B)[1 — P(C)];
<> P(AnBnC) = P(A)- P(B): P(C).
Damit gewinnt man
PBNC)=P(ANnBNC)+ P(AnBNC):
< P(AnBNC) = P[b"r P(C)[1 — P(A)];
< P(AnBnC) = P(A)- P(B)- P(C).
Usw.

I
+d

v

S —

P.(A) = "0{"?_':‘-5] _P(AnBn (}_P{LNB \C) v
Sl T P(B) =
ol P(A B’_ C)-P(Bn () 4 P(AnBA (-1' . P(Bn©)

P(BnC)- P(B) " P(BnNQC) P(B)
= Py c(A): B(C)+ By z(A)- P (D).
Analog
F(d) = B c(A): B(C) + By,.z(A): P5(C).
Die stochastische Unabhingigkeit von B und C bedeutet
Fy(C) = P(C) = P(C) und P,(C) = P (C) = P(C).
Damit wird
PB[/“ = ]!s clAd)- P(C) + Py e(Ad): P[(_hl
F(4) = 5nc(A): P(C) + By, ¢(A)- P(C).
Ist nun
Py.clA) = Py -(4) und
Fpne(d) 2 By p(4),
so gilt .:mh
P(C): Fy,.c(4) = P(C): P clA) und
P(C)- B, gld) 2 P(C): Py r(A).
Die Addition der beiden Seiten ergibt
Pp(A) = Py(A), q.¢.d.
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163/44.

163/45.

163/46.

b) Aufgabe 140/18. a):

}::-Pib?}- P(C) < 0.945

P(BNC) = 45485303 > 0,953
Aufgabe 140/18.b):

P(B) = %% )
Pl i3 [ EBERIEr S 18

P(BnC)=43 =%

Wir zeigen: Sind n E reignisse stochastisch h unabhingig, dann sind auch irgendwelche
n — 1 dieser Ereignisse stochastisch unabhingig. Als diese n — 1 Ereignisse wihlen

wir dle Ereignisse A, Az, ..-» A 1. A 15000+ A
Nun gilt nach Definition 156.1 z.B.

PUAA Ay Ay O ANA 0 0A) = P(Ay) P(4g) .. P4 P(A4,);
und

P(A;nAs0r... 0A;_ 0 dindig 0.0 A)= P(4,) P(43)-... P(A):... = P{A):
Addition der beiden Gleichungen liefert nach dem 3. Axiom von Kolmogorow:
PlA 0o A i A D iy Ay =

—(P(4,) + P(A)) - [P(Ay) ... P(A;— 1) P(Ais 1) o P(4,)]:

n

w Pld;ocnndi g di ot 0 d) = 1 P4y

k=1
k=t
Analog gewinnt man die noch fehlenden 27 I _ | Gleichungen. bei denen irgend-
welche A4, (k #+ i) einen Querstrich tragen.
'—Kim sind die Ereignisse Ay, Ay, ..., A;-1. Ais 1--s, A, stochastisch unabhingig fir

=2
T\un kann man so schrittweise weiter verfahren bis zur paarweisen [ Unabhingigkeit.

a) Man erhilt () +G) +... + Q) = 2" —n — 1 Gleichungen.

Man beachte Aufgabe 115/42. a): ">_ = 2",
ﬂ-
b) Mit Hilfe von Satz 156.1 folgt d1uu, Definition unmittelbar aus Definition 156.1
Umgekehrt gewinnt man wie in Aufgabe 42. die 2" Gleichungen von l‘Jc.hnilmn
156.1 aus den 2" —n — 1 Gleichungen dieser Definition unter Verwendung des

3. Axioms von Kolmogorow.

Die stochastische Unabhingigkeit von A, ..., 4s bedeutet, daf 32 Gleichungen der
Form

P~ Tyl Ay ds) = P(2,)- P(Hy)- P(As)- P(As) ) P(As)

gelten, wobei kein 4;, einige A; oder alle 4, Querstriche tragen. Wegen A; = A; er-

halt man dasselbe (_.iemhun”ab\ stem. wenn man die Ereignisse A,, Az, A3, A, und
A auf stochastische Unabh Angigkeit untersucht.




Aufgaben

185/1. &

185/2. a)

186/3. a)

b)

186/4.

186/5.

zu 11.1.
3 _FE 2 3 b) x ‘ il e _Oaia G
W (x) He s s s W | ¥E & A4S
X =035 EX = -8 ~ 817
- | X o) - VE e o 3 ]
X | 1 2 X3 b) £X = 125x, {33:4_'04_ IR
7 () 125 75 15 1 216
W(x) 216 216 216 Ti6 < 5y = —198
= 125 -
= — 20 + x4 e
X = 216 =0 ey =20 Somit Auszahlung beim Verlust =

Somit Auszahlung bei 666 =

Mégliche Ergebnisse sind die Paare (Voraussage | eingetroffenes Geschlecht). Mit
Knabe und m := Médchen ist also Q = {kk, km, mk, mm}.

ko=
X := Einkommen pro Vorhersage.

kk km
X (w) a 0 0 d

w | mk

21 DM. =

'|]_;_q I.:) r\-’I = {}.Ijh DI\A.

mimn

EX =a-3-0514+a-3-(1-0,514) = L1a.

Im Monat kann der Hellseher also 50 - @ DM als Einkommen erwarten.

Der Hellseher sagt z.B. mit einem Gliicksrad mit 2 Sektoren das Geschlecht

voraus. Der Sektor »Knabe« habe die Wahrscheinlichkeit p. Dann ist

¢6X =a-p-0514+a(l — p)(1 — 0,514) = a(0,486 + 0,028 p).

Also wichst £X echt monoton mit p. Der Hellseher erzielt maximales Einkom-

men, wenn er stets »Knabe« vorhersagt.

Q = {Es
Q| = 11
b [ 3 - 5
Wy(b) | 5 v BT
g I 2 4] 4
W(s) e A
i 0 i 2
k | 2 3 6
Wk (k) o S R
¢) EB=5; &S=4%; K =3; &I

X =101+3-035+4-048+6-0,07 = 3.49

6 9 11
1 1 1
13 13 13
1o
1.2

=75

Mittlerer Wert der jeweiligen ZufallsgroBe bei vielen Versuchen.

s, gibt, drei, Arten, von, Liigen, gewohnliche, infame, und, die. Statistik|

I8




d) a) Q = {there, are, three, kinds, of, lies, damned, and, statistics]

Q=9
by b 2T B 5 6l
Wy(b) | T & 5 I 5 Ti
5 | 1 2 3
Ws(s) | o Gl s ol
{ | 0 1 2
Wi li) | 1{‘_1 '14_1 E}f
PN VT S RN Y L. i
lit i’VR U" ) | ill _lii 1_)'1 '|i1' ':'s1' '1'51
¢) 8B=3t: &S=18. gI=&; 6K=1%%
186/6. a) W(4) =015 b)-
3
¢) P(X £3)= ) W(x) =085
x=0
2
PX=3)=1— 3 W(x) =025
x=0
i P(X =3)=W(3) =010
) d) P(1<X <3)=W(Q)+W@3) = 03+0,1 = 040.
e) 2 Stunden
9.3 — 0,375,
o 03 | 0.t 4 OIS (,6875.
g) £X = 1,75. Im Mittel ist das Gerit 12 Stunden téglich in Betrieb.
o | 1887, A s P s
~I . = ‘-l = =T b} fqlg — -.-:_!-'%..
Wes) | 5 15
187/8. a) (6] ‘ 23 A L) ) 8 9 10 11 12
e B T BT, 1 L <t e S A S5
b) g ' 4 e e
= | e - i c)
we | & B O %
d) £G = — 15
187/9. a) =z ‘ = gmea g T Res 0 D
e | A K & ok B o B B 75
b) §Z=p=06
2= fir x€{0,...,4)
¢) P(Z=6+x)= 25
0 fiir x ¢ {0,...,4}

97




187/10. E sei der gesamte Finsatz,

187/11.

188/12.

98

d) PiZ =a+x)=P(Z = a—x)

Mit x;:=z, —a erhilt man
EZ =Y z,W(z) =
i=1
L8 !
= Z (x; +a)W(z,) = 1
i=1
= L ;Wiz)+a E Wiz, =
L=l i=1
n_ ; i
= l ,'L‘EPL/:_-;_,-JTH'[.

Ist P(Z =2z) = P(Z =a+ x;)
P(Z =a—x;) = p; + 0. Es gibt also zu

so gilt nach Voraussetzung auch
jedem x; einen Wert (—x; ;), der mit der-

=: p. %0,

‘:tht,l'] Wabhrscheinlichkeit angenommen wird. DE{,‘\L Paare Li]ﬂllﬂlk,lk!l sich in der

n
ersten Summe. Also gilt 3 x,P(Z =z) =

0 und damit £Z = q, g.e.d.

i=1

A die ZufallsgroBe »Auszahlung, die ich erhalte«.

a [SEREL B0
o | & B %
EA=3E=41F

[ch erhalte also im Mitte] 4

33 des Einsatzes, mein Gegenspieler 33. Das Spiel ist fair,

wenn unsere Einsétze sich wie 13: 11 verhalten.
a) Q= {6,16,26,...,56,116,..., 556, 1116..... 55 56, 1111, 55551,

(2] =14+5+25+ 125+ 625 = 781.
b) £, := {6]

E, := {16, 26, ..., 56}

f‘_*llﬁ,. , 556}

g =21116,.. . 5556, 1111 5555}
c) z 1 | 2 | A 4

Wiz) % | =% 2;]_5 5 | 1110‘;‘ T Jh?jqﬁc =i "'UT
d) 6Z =¢-1+ % 2 53+ qu‘\ta[:} 4= Jfgﬁg 3,106.
a) @ = {00,11,010, 101, 01 [, 100}

a Il 2 3
i A =25

Wa | 1 3

b) 2 = 1000, 111, 0010, 1101. 0100. 1011, 1000, 0111, 00111. 11000, 01011, 10100,
01101, 10010, 10011, 01100, 10101, 01010, JIU(}I. 00110}
a ‘ 3 i | 5 _ e
= EA=% =4}

Wi(a) i 3 3
c), @ n n+ 1 n+k 2n —1

W(a) 2:(h) 2@t 2 i 1€ s e[ e
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188/13. a)

b)

K==l
g4 =0E"""Y @+l

k=0
n—1
=R FEY(E)"
k=0
4 28
Wy(x) = L.—".}.{{_ij-' x) .
(5)
Angenihert erhilt man
X 0 j 2 3 4
Wylx) | 0,295 0.4503 0.2149 0.0374 0,0019
8 24
) = D)
( 3_]
Niherungsweise gilt
y 0 1 2 3 4 5 6 7 8

J0) | 00699 02632 03583 0,2263 00707 0.0108 0,0007 0.000018 0,0000001
1) X = 04503 - 1 +0,2149 - 2 + 0,0374 - 3 + 0,0019 - 4 = 0,9999.
Rechnung mit den exakten Werten ergibt:
eX = [ 28) -1+ B2+ 4)(28) - 3 4 1-1 13}.4]:[3“1] -
—[4 (@) +3:C)+3-EF)+EN: ) =
(B +2-C)+ {"}] (2) =
= [4- ([\ﬁqr} it [_"(?}}] - (° qz 2
4

31y . (32 4-31181241 _
1)) (32) = S3HEE = 1.

'-.-_; 321
2) Mit den Niherungswerten er hialt man £Y = 1,9998.
Exakt ergibt sich fiir den Zihler:

B

¥ Q)2) e

x=0
— 8(24) + 56(2%) + 168(% + 280(%") + 280( 28 + 168(%)) 4 ﬁmﬂ*nx{lﬁ =
— 8[(35) + 6(3) + 15(%) + 20(%) + 15( 25+ 6(3)+(H) ] =
= 8[(3") + 5(%) + th’:‘J +10CH +53)+ ()] =
= 8[(&) +4(F) + 6(3) +4C) + (5] =
= 8[(3") + s{ﬁi+1[~* F(30)] =
= 8[(})+2C) +(5)] =
= %[[:{]] {100-']
=8 “1']\]' 311
Damit erhilt man &Y =2- it{z,q:‘} =2
Hinweis: Hinter der umfangreichen Berechnung des Zihlers von &Y verbirgt sich
die Formel

Fm— 19
Zi n— I. {'"T| .
F! L
Beweis: ”} r"} = E r'm L"u_ {rl'i'kll'l{ =
k= l‘l' k=0
n
== =1 m =
=l s ll\—| M(n—1)- {I.—]N ‘er 1y—{k I_\] —
k=1
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=N Z k 1”«&1 ) - ]?):

=1 = 1)—(k
k=1
n—1 ; o
Sniy e pety g (*)
k=0
Nunist (x+p)" (x+ )" ' =(x+p)"*t""!; 18
m =1 mtn—1 i I
e Z {r‘rlg}.‘_ "‘1.-'”_ V. Z (" 5 I}.'L'“ -1’_..':- i B Z [rrr :J J]_\.,-. -1_,r:1 tn—1—24
v=0 u=0 A=0
<" rrZI [rri (n- -(-Jr'x mEA—l=—v=k' mi ] {rrrifi I]xﬁ. 1,rrr--n-|-'i_
v=0 u=0 ; A=0 : I ‘li
Das Glied mit 4 = » — 1 erhalten wir, wenn
u+v=n-—1
< v=n—1—pu.
n=:1
Das ergibt links den Koeffizienten ) (,_7-,)(";'), rechts hingegen ("' "),
=0
| "
was gleich dem links erhaltenen Wert sein muB.
Vergleich mit (*) liefert die Behauptung.
188/14. a) k=1: «x P Rl ST | k=3 X | 6 T 8-
- -- i —— —— T —
G = S AL e 0 |+ 4 % 4
k=72 X A T ORI S k=4 X | 10
W) | & 4 4 3 4 o) | 1
b) x [ 2 3 4 5 6 7 8
”’/( ) :I]t’: % ﬁlﬁ -L, % ‘Ii ﬁ
c) zua) k=1 SA=20S k=3 X = 7.5
k=232 EX =35 k=4 EX =1
zub) £X =5
188/15. x |0 100 n
W) | 05 p 05—p
= 100p + n(0,5 — p) > 50
= n > 100.
188/16. 2% -5 + A% - 10 + 51630 = 355 — 2.57.

188/17. X sei die ZufallsgroBe »Auszahlung«.
EX =352+ %3+ 4—-F-4+& 5-% 5+4-6-24-6+

36

2 2 - 2
+36 7T —% T+ 8- % 8+2&-9-2%-94+310+2-11+
SR G

Gewinn = Auszahlung — Einsatz = 0.
Das Spiel ist fair.

188/18. a) «x (=g 3
AT i1 ——pl Sy {(:’ /‘!' = 1
X [T] i" {‘. (]J

100




- — - ]
Wy (x) ﬁ 2_H4' '1{_4 z']4
188/19. a) x —10 0 10 90
Wx(x) | :-'g 11’_30 5 _.'I:%U
¢) X =113
188/20. a) g —10 10 2 = e
£ | =2 —  s--if
W (2) % 5

Theodor ist im Vorteil und gewinnt im Mittel I+ DM.
b) Die Einsitze von Theodor und Dorothea miissen sich verhalten wie 291 =204,

189/21. a) x (1 A% Te 60 ,
' S A EX =114
AR R S
by x —15 0 60 ; o
- == — — = = mit p = 7?[
Wy (x) (1 =p* 2p(li=p) P 5
X =0< 3Pp*+2p—-1=0 < p=1%
i 2m
also a=—.
3
487 ol o35 2
c) (S:[’{]: 4'}:{3 iy TE—C‘.'— 15
d) Da a+— &,(X) in [0; 2] echt monoton wichst, ist
min &,(X) = &o(X) = —15 und

max &,(X) = &.(X) = 60.

189/22. a) s: _IO | —l_lﬂ _ o= l—‘l . 027
wig) 3 7
b) 1) Anzahl der Spiele Jisssl 2 3 4 5 6 E _7" =
Aufzuwendender Betrag | 10 30 70 150 310 630 1270

Sie kann maximal 6mal spielen.

2 X | IU —630 Qs f
S - &G =10—-640-(39)° = —1,74
W | 1-69° GI°
3) n Spiele: g 10 — 102 =1)
Rl =
W(g) L =3 (3"
&G, =10—-10-2"-(37)" = 10[1 - 3%"]
Im &G, = —0. Ruin!

189/23. Der Einsatz, den Theodor leisten muB. ist der Erwartungswert von Dorotheas Aus-
zahlung 4.
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102

=+
S
—
—
-2
o

b)

W(a) : 4+ 1 2 L0, osas
10
= N R0 T 010 2
i=1
A=) 22.277= &
=1
Essei2"= K <2"*!
1.Fall: K=2"
a 2 4 i, 2
Hf[.({) | 2 I 2-.‘ 2 (n—1) i ? i

é”/—l:E; o nm O (BT B R S

2. l"ﬂll: 2”{ K <= 2” + 1

a 2 4 an K

4
W (a) gE et =2t o 2=
=n+1
L : h 5
A=Y 227 1 K. 2=
1= i=n+1

=n+K-2
K=32=2=8A=6
K=124=2"=#£ A =11
K= t{}_‘_‘ = ’J.' < K < 3 =SFA=19+10°-2"=19 + 1.91 = 20.91
K=10e=2"<K<22=8A=29+ 10° - 2% =204 186 = 30.86

(38) = 3535316142212 174320
Wabhrscheinlichkeitsverteilung
der ZufallsgroBe Gewinn

I

Erwartungswert
des Gewinns

-] 5]
3
7.2 ?Ju e
1= 025
I
—1 I]
297 19
316 | 316 ST gie.
316 ~ -0,22
I
—1 0 41
3481 | 579 57
Ton | T - 1144 2
D% 4108 - ot~ —028
IV
= (g 3 111
1
T .. .
|
l 2035 | 336300 | 68400 | 4845
1581580 | N N N JJ'.;'!;;'J"']'”%E;%% x .27




=~ 0,979160

| ~0,018302

o
~—

~
—~—

-1 1 19 479
21716012 | 2017800 | 290700 15504
4040016 N N
VI

— 1 0 3 87 1499
251944750 | 390108 8575650 | 930240 | 38760
300500 200 N N N | N
VIl

—1 i 23 . 359 4999
2981075300 | 165795900 27442080 | 2325600 | 77 520
3176716400 | N ] N |
VIII

- l 3 | 39 I45‘9 18999
28383607900 | 530546880 l’shl’ul}‘\ 200 | L 200 | 125970
JRO87 537150 N N

| 0.002366 | 0,000160 | 0,000004

= 24(?&}%1}1{% ~ —0,28
— Sooeesa00 ~ —0,29

S er A T 0,30
— $EELAAS ~ —0,30

¢) Wahrscheinlichkeiten wie in 24. b) VIII (gendherte Werte)
CASINO || ' l rwartungswert
AT =t | 8 | o[EieTiuTee | 0,30
B | —1 | 43 | 69 | 1999 | 24999 | —0.32
cC | -1 it 74 | 1489 15999 | -0,37
DI —1| 7 | 83 | 1639 | 17849 | —0.32
E [ =1 7 79 | 1799 24999 0,28
. 52 —k . -k 7
19125. a) P(S = K) = 22—~ £5 =3 ) X k=17
25. 4) PE =M= 7oz b £S= 3 565 2
191/26. = 0 1 2 3 !
1= : : - £Z = 2,1
Wiz) 1600 o 569 500
191/27. :

Die Wahrscheinlichkeit, das Gift zu
enthalten. ist fiir jedes FaB gleich 4.

[n unserem Fall gilt: X (w;) = 3

8
= X =) X(w): P({m;}) = 3.

i=1
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11
EX = Z X(w):Plo}) =6-4-7:+5-3 -y =3 =3,54...

i=1
¢) Wir zerlegen n in der Form
n=2%+r mit 0=Zr<2k

Nach k Schritten enthalten noch r Kreise je 2 Elemente. In 27 Fillen miissen also
k + 1 Tests gemacht werden.

X =(n —-EF']'-I-";I? + 1!"{.5(--}-1}-% = 1-[?7-J'{+2-r']_-k-+-2£—

n ' no
s

n

191/28. H = 21b4 + 151648 + & 1b16 + 41b8+ 11bd = 22 _ 3

16

Ib5 ~ 2,149.
H ist der mittlere Informationsgehalt pro Zeichen der Nachrichtenquelle.

191/29. a) |Q| = 6° = 46656. Mit Hilfe der Tabelle von Seite 105 erhilt man

g —1 0 [ 3 AT . 4 80

2
4400 435 30 30 5 5 .4

6°-Wi(g) | 15625 2612

wh|

&G = 675 (—15625 + 4400 + 870 + 90 + 120 + 55 4 220 + 89) =
= 85 = —020964... ~ —0,21[Pf].

b) Bernoulli verstand die Aufgabe so, daB der Spieler jeweils einen weiteren Pfennig
emsetzt, wenn er O wirft. Der Spielablauf sieht also folgendermaBen aus:

o =N
0 0
——”l\/\/) q /// '\O mit p
= = o~ und g =
0 D \,\(_]_fx D {] =l ]

FERe

5%6 _ 15625
o= [H} — 46656
__ 31031
c)l}_‘}_[‘l_ 46656
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[ = 46656

Anzahl | Zugehorige | Anzahl _ Geldpreise

der Augen ; Wiirfelkombinationen der Fille | in Pfennigen
0 e e o ! 15625 0
1 S e P T 3125 i
2 e e e 3125 1
3 3, T Rt o 3750 1
4 4, gl LT R 3750 i
5 s, 14, e i - e 4375 1
6 6. et 24, F2E el 4500 ]
7 TR T )T e 2000 1
8 s 26, Gt e D | 1500 i
9 36 . 45 126, 135 234 1625 2
10 46 136, 145, 235, 1234 | 1025 2
11 56. 146, 236, 245, 1235 1025 2
12 | 156, 246, 345 1236, 1245 | 425 | 2
13 ' 256, 346, 1246, 1345 ..o | 300 2
14 356 1256, 1346, 2345 .... 200 3
15 | 456 1356 2346 123450l 180 | 3
16 {455 0356, 19346 o cviina s 55 3
17 ARE- 19986 Bt Lok 30 | 4
18 | 1456, 12456 ..... e 30 5
19 | 13456 = o SR ST 5 12
20 G I s 5 I 5
21 [ 03488 oo R T Ereom | 90

; Summe: -:‘lfwﬁﬁﬁ

Als vergroberter Ergebnisraum bietet sich an
Q' = {0, 00, 000, 0000, 00000, 00000}

Jedem o) (i = 1....,6) wird 1m Mittel auf lange Sicht ein Gewinn g; zugeordnet,
den man folgendermafen errechnet:

Augensumme 1.8 0913 1416 479 18 {1 20 21
' Z = 31031 -2;:=
. Auszahlung . 1 2 3 4 5 12 45 ._‘}(]I | — 31031 .R‘:"t’.:',
Anzahl der Fiille 76125 4400 435 30 30 5 3 1
0 0 i 2 S e S 8 e 1 5844
00 = 0 { e b R TR ) —25187
000 =5 — 1 0 I G 0 LR —56218
0000 =3 =) —1 0 { 8 41 86 87249
00000 4 3 =7, =] 0 7 dg 85 —118280

Im Fall wj = 00000 ist der Gewinn g = 0.

Damit ergibt sich als Erwartungswert fiir das gesamte Ser-Spiel:

8G = q-g, 4+ pqg, + 02q8s +p a8 +pags+ 0 0=

5,12 56218 5y18 . 87249 5,24  118280) |
3)12. 36218 _ (3)'° - 39537 — (6) 31031 ) 1

3_1_0.15{534-4 _(53(;,__2;1._'3 : 2

31031 5 % Tl

+@)P°-0=
— 00081 [ Pf]-




192/30. a)

b)

W)=+ (=)
|

i

k{_}J q \E}/]

i P
};4((_}/ p \U

Q" := {0, 00, 000!

S

Sowohl im Fall 0 wie auch im Fall 00 kann der Spieler den Gewinn

L2021 43520 30K 2 30010 -5 43 - 588 25127
31031 31031

erwarten. Der Erwartungswert seines Gewinns betrigt also

EG=qg+pg-g+p*-0=

= —(1+ 43580) 3483 - 1447 = —0.71892... [P(].
EL[\J = | ~y ]
02 fiir ge{1,2 10}
l 0 sonst

~
: LE = 1 143
&G = E e =T

&% 100

@i— |

fiir.gcil. 2,..., 10}

0 sonst

3 45

192/31. a) 1) 1. Miglichkeit :

106

. : .r'g‘\ n
PG <g)= ( '1_ , also

PG=g) =PG<g-PGsg-1)=

s (_f.‘g.-\_)n = (Ig o -| \)n 2 grr TEL l}-’r = |]H
\ e T -

2. Miglichkeit :
Abzihlen der giinstigen Fille:
Imal wird g gezogen, sonst lauter kleinere Zahlen. Dafiir gibtes (,",)(g—1)"*
Moglichkeiten.
2mal wird g gezogen, sonst lauter kleinere Zahlen. Dafiir gibtes (,”,)(g — 1)
Méglichkeiten.
n mal wird g gezogen. Dafiir gibt es (§)(g — 1)° Méglichkeiten. Also gibt es
nsgesamt an giinstigen Fiéllen [Aufgabe 115/41. ]
Gaale =1 R0 e — 1) 2 . e 1)0=
=1 e Gl b P | R s D [ D P e S
+@)g —1)°-1"—M(g - 1)"=
=g —-D+1)"—Qg-1)" =
=gh—(g-1)".




Damit

e e e
T i o n T
06= 3 g 8= - LY [gnti-gle=1=
g=1 - T :_r_"l
l & F_ony
=— YU[e¥ T (g1 "] =
= g1
] = n-t nt i ] ‘ C \
= 2 3 et Sl e e e (E=d)f=
X g=1 T =11
1l
—r—— Y (g-1".
L IE.:_I
R AT SR
n=1 &G= :I_-(T'— Lj { 2-)=§[r—l}:
e s M o= hor=lp v 31 =1
=2 G ==(7 )-— —— :
S - 2 ( §] / 67
: € 4 wtin=1) 3tk 2r
w=-3: oG = ,.-L“ (‘1"’— hq_ 1__} j_ 2 :‘_47 |
t : k1
).l xrde=—r
0 k+1
o e 1)k ist eine Untersumme far | x*dx. Mit k = n erhiilt man
=1 0
&G = il
1 _IL ]
:r I kann als Naherungswert fiir £G genommen werden.
f .
I nt £G
) n+1 ;
1 50 50,5
2 200 — 66,6... 67,165
3 75 75,4975
10 1000 — 90,90... exakter Wert mit PERM berechnet: 91.40
100 10000 — 99,0099 ... exakter Wert mit PERM berechnet: 99,428
b) 1) Induktionsbeweis
nsS=0 (=i}  richtig!
s §—1 : - 5 o
Iy IE e = O (k5 = (15 + (5D = (&317)-
=0 s=0

2):

Bestimmung von P(G =
1. Moglichkeit:

P(G<g) = ["_}1 . also

PG = .Q.j = P{(i ) P{(J’

o —
o
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2. Miglichkeit :
G = g, wenn die restlichen n— 1 gezogenen Kugeln Nummern tragen, die
hochstens so groB wie g — 1 sind. also

PG = )= G=D0)C0 . ez}
‘ ) 0

p—

&G =

,_._.
Sal—
-
5[‘\./4
1

g (&= Hlagen E T ) e Bl U
(n—r Ll = E_u—lj.f[[;:—[j—(n ]}j!

g! T i 4
() Z'] (n)_

() /& nlg=n! (),

g=1

4

|
I':
M-

W
o

R (i) = {du (i:\) =0 fir g< ,-J’
n! g=n \") - o

N

[I
[

= X’ (n—!—.x'\‘
E,:j 5=0 \ n )

i et r—nAl = 2) n . &G

@ ( et ) Nl

Lo [r+] 2 202 — 673...

e (__u + I) = 3. | 2 _17575

_ nle+1) 10 1910 — 91 87 ...
n+l 100 100

192/32. Berechnung von M,:

108

A(0) bedeute das Alter, in dem ein beliebig ausgewiihltes Neugeborenes stirbt. Fiir
die Wahrscheinlichkeitsverteilung von A4(0) gilt

a | 3 I 3 | 3 e | x4+ 4 | | 100 + 4
— — 'i — 1 — =% i — - S + == | - — — + ————
ww)‘ lo — 1 ‘_ﬂ_ﬁ L—h “_! ﬂfﬁ*t| __‘ l100
lo lo . ly lo . ' ly
100.5
My=£A4(0) = Z aW(a) =
a=0.5
100 III| & ",
= Z |x + —;'} i e .{9‘ +1 —
x=0 ‘lrf]
, 100 100 | 100
=T [_2 )..; ul.\ it 'JI.\.'-i' 1) + Z "‘-{f.\' = "f.\'-l-]” =i [ng "rtl ¥ Z ‘!\J =
II'IU x=0 x=0 'Ir(l x=1]
: I H‘.l\f?
==y L.
[ iis

Berechnung von M, :
A(x) sei das Alter, in dem ein x-jahriger stirbt. W (q) ist dann die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, daB jemand mit ¥ Jahren stirbt, falls er x Jahre alt geworden ist; also

H"{uJ — ;." _{t" 1 3 Ir-‘ = !JJ' ___{l-":'_|_
_ 100.5 _ 100 i
& A(x) = Z aWia) = Z (p+4)- 2—"p+1 _
a=x+0.5 ¥y=x E 3 "Ir.'\
e
) + X s .I'll




1ie

Somit ist die mittlere Lebenserwartung M, eines x-jahrigen

1 &
M}:ﬁﬂﬂ—x:%wf Do wls

x y=x+1

Sie gibt die Anzahl der Jahre an, die im Durchschnitt ein x-jihriger noch zu leben hat.

e ¢ At TR Ean
a) 80jihriger Mann: Mgy = 3 + = Y L =3+ e =536
BO y=81
80jihrige Frau: Mgy = 3 + 31182 = 6,15

Die mittlere Lebenserwartung der 80jahrigen Frauen ist groBer als die der 80jéh-
rigen Méanner.

100 (6691654 fiir Knabe
b) Man bildet auf Vorrat Y I = j 6691654 fir Knaben

3 |7 333560 fiir Méadchen.

]U‘qU 100

Durch einfache Subtraktion erhilt man die Summen » /. und Y I,. Damit
2 3

| Knaben Miédchen

M, 67.41 73,83

M, 68,20 74,32

M, 67.31 73.42

Interessanterweise hat ein Einjihriges eine groBere mittlere Lebenserwartung als
ein Neugeborenes. Darin driickt sich die hohe Siuglingssterblichkeit aus.

Auch hier haben Frauen die groBere mittlere Lebenserwartung (Kriege, Berufs-
unfille, Verkehrsunfille).

Aufgaben zu 11.2.

192/33.

192/34.

0 — = e —1
125 =
216 —l=x< 1
F)=1{ 29 fir 1=sx< 2
215 o) . .
316 22x< 3
| 3I<x< 4o
a) 0 — o <x<2
s 2sx<3 0 ~—0<x <1
i3 J=x<4 & =2
F 5 o 4<x<5 Fi(x) = 19 fir 2=<x<3
) = S fir R : ‘ 5
2() i S=x<6 3 3<x<4
H G=x<9 | 4<x< +o0
12 9<x <1l
| 11 =x <+ 0 e ]
3 === 2
0 —o0 < x <0 - bl fisr D= x =3
7 = x pi=nr g S 3I<x < ¢
F.(%) FER 0=x<l 13 IJ=x<b
(x) = =% hir
3 12 h<x<2 13 E=xe]
1 2= x < FicC 1 1<x< 4+

b) {42 =5: KE@2=1; F(42) =1; F42) =13
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192/35. a) 0 -0 <x< —4 b) 0 —0<Xx <1
x g : =< x<<2
Fx)=4 # fir —-1<x<1 Fx)=4 & fir 2sx<3
it L= x <5 716 S=x <
1 e e | 4 < x< +u
193/36. 0 —8 =x<=)
0.2 0=x<1
R O e =3
4000 0,75 Ul 2= xe3
0.85 3<x<4
1 4=2x < 4o
193/37. =x 0 2 3
Wiz lie | 0,17 0,06 0,35 0,42
193/38. F(x;) = ) Wix;) 1
Xj < X; - D Bln) — Pl ) = W(x.)
Fx;_1)= 3 Wi(x) S
X=X~
193/39. a) P(X <a) = Fla)
PX>a)=1-F(a
P(X <a) = F(a)— W (a)
PXZa)=1-— F(a) + Wia)
b) Pla< X =b) = F(b)— Fla)
Pla= X <b)= F(b)— F(a)+ Wi(a)
Pla=s X <b)= F(b)— F(a)+ W(a) — W(b)
Pla< X < b) = F(b)— F(a) — W(b)
¢) P(X =x)= F(x)
P(X>x)=1-F(x)
PAX =x)= Flx. )
PX=2x)=1-F(x;_,)
Plx; <X =x) = H\”— F(x))
Px, = X =x)= F(x)— F(x;_{)
Plx:=X =x)= M\k L]| — F(x;_ )
Plx; < X <x) = F(x,_;) = F(x,)
193/40. a) 0 o) e e ]
! l<x<?2
_ 2 22 x <3
E@) =35 fanie =
) I=x<4
12 4<x<S5
1 S52x< +uo
b) 0 o0 <%= 1 1 —wm<x=1
3 l<x=x2 5 l <x <2
o 2=x<=3 1 v
-\1.-3= -I.- r-. T o [ . 1r 5 o=
g(x 7 ur i h(x) i Fiir S
B - e e
1 S<x< 4o 0 S<x< +uo
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L D e

.

| —0 < X <
3 I =wci= 2
|i_ f 2 = 3
.{\I.\'} =& = Li'| =
: & 3 =x<4
! A < e
16 4 =X <23
0 S=x< 4+

¢) g(x) = F(x) —Wi(x)
hix) =1—g(x) =1+ W(x)— F(x)
k(x) = 1 — F(x)

193/41. a) Mediane sind alle Zahlen € [1;2].
Erstes Quartil = 1
Drittes Quartil ist jede Zahl € [2; 3].
Quantil der Ordnung 909, = 4
by FQ)=z2p i
APXZ=Z2)=h@Q=321-p

Aufgaben zu 11.3.

194/42. a IO T =7 P L =
| SA =435
TREEET B o
£ B i o 8 10 12
o2l 2 B =T
T e e i
e 13 :
R il i =3
W(e) A S G S B
d | 6.25 2250025 gD =3
W (d) : 3 3
= 5 z 3 4 5 6 & :
Z € € = € L € 27 eile L|_:: 106.1
Ffa 1 1 1 ! 1 1 6(e— 1)
H{:] 6 L] [ [ 6 [
194/43. « | —2 —1 0 -1 2
| A4 =10
W (a) T i 3 i T
b [ 0 1 2 :
5 _ B ==
i R B R T

111




S0 =1
W(c) g2 g
d —8 ] 0 ] ;
= ED =1
Wid) 16 al, B 16
e 0 1 1
. st Kp, - cigE.
v | + & 4
I 0
A
wise |

Aufgaben zu 11.4.
194/44. a) VarX = £(X — 3,57 =
L (255 + 1,52 +052+05241524+25%) =

(6,25 + 2,25 4+ 0,25) =

{Ls

3 =

L L

4 .

/105 ~ 171

b) VarX = (1 —3,49)%-0,1 + (3 — 3.49)2-0,35 + (4 —3.49)% - 0,48 + (6 — 3.49)%2- 0,07 =
= 1,2699.
o=1,127

==

|
R

|
=)

194/45. VarX = 33; ¢ = 11/210 = 2415

5 1
194/46. a) e ey Fre S eries b
25W(2) S N e R e TN S R
z = e e e e e e

(z—p)
BSe—w W | 16 18 12 4 0. 4 1218 16
VarZ =482 =4; =2 b) -

2

195/47. Aufgabe 26. a):

I: &(Zp) = 3; Var(Z,) = 4; g=2

II: &Z,)=4%; Var(Z,) = 32: o=4]219
i 2= 32 Var(Zoy) =10 g =0

IV: &(Zn)=12: Var(Zy)=%; o=%]/2~19
Aufgabe 26. ¢):

[: &@)=%; Var(Z) =13, o=4]/134 39
II:  &(Z,) = 4&; Var(Z,) = 13Z; c=4% |][}7 3.4
[II: &(Zy) =4; Var(Zg)= 2: g=1%]/2 ~048
IV: &(Zw) =% Var(Zy) = 1&; c=%)/3~23




29
1.6

19548 R 1- é I:.S']} = 5: \,"“[-[_S‘J ) = -’-_‘f} =
R,: &(S5,) =3; Var(S,) = §;

&

o

R.: 883 =3, Var(S;) = 6; o= 24
195/49. Var X = 0,6774 oy = 0,8231

VarY = 1,16 oy = 1,077
195/50. Var X = 13,19 g = 3,63
195/51. Var X = 45,83 g =677

195/52. ] I 2 3 4 5 6

216 W (n) o 61 37 19 7 1
N6 m—2) . < |=225 -9 342 7 o1 423 639 855

2167 - Win) (1— E(N))? | 4606875 4941 4327668 3399651 2858247 731025

E(N)=3e =20

15928407 . .

VarN = 5163 ~ 1.58: o(N) =426
195/53. a ; I 2
W (a) | 0,65 035 = &(A) =135
a—&(A4) 5 =035 0.65
(@a—&A))? Wi | 0079625 0,14785 = Var(4) = 0,2275; o(4) = 0.48

195/54. a) s [ 2 3 4 5
(o N
15(s — £(S)) | —16 -1 14 29 44
153 - W(s)- (s —&(S))* | 1280 4 588 1682 1936
-"- 72 -
Var(S) = J?,J,.[} =422 = 16 oS = 1,28
53 .
L A =
b) Ppenia sente (?Berta siegt beim 2. Zug«) = 25> = 5
' 3
4 32 L.
P, porta sieare PBeTta siegt beim 5. Zug«) = =—- = =5l
) 3
W) | &2 0+ Var(S) =328 o8 =12
195/55. X 0 l
Wix) | q p
xW(x) 0 P - £X =p
(x—pPW(x | pq (1—p)?p = VarX =pg(p+1-p)=pgq

113




=Y (i—-t@+1)P-L=
i=1

L

= \;»_ (> —iln+ 1)+ £ (n+1)*) =

n
i=1

===

. ["n_{n +1)@2n+1) n(n +

6

n\

s I}"' 1- An+2—-6n—-6+3n+3) =

pei—1
12

195/57. a)
b) £X, =&6X, = 3,5
VarX, = VarX, = 1,25

195/58. £ X, = £ Xz = 044
g, = 0,78 oz = 0,80
Firma A stellt die besseren Geriite her.

195/59. Zum Vergleich berechnen wir die Standardabweichungen der beiden ZufallsgréfBen

X, :=»Note eines aus Klasse i beliebig ausgewihlten Schiilers«:

Var X, =(1 —3)*- 5 2—3)F 5+ (3 —3)* gﬁu + (4 —3)* YRR
F(5—3)2FH+(6—3)7 %=
=320 +2+04+54+84+9) =
=2
a(X,) =1,4832
Var X, =(1 -4 56+ 2-49> H+C3-49> B+ (@ -4> 134
+(5—-4 - F+(06-4)> L& =
=759+ 8+ 13+0+8+24) =
=1,55;
ol(X,) =1,2450.
Schiller A: ——— - ¢(X,) ¥ 0,6742 0/(X,)
/2.2
Schiiler B: : o(X;) ® 0.8032-0(X,)
[A1:55
B hat das relativ bessere Ergebnis erzielt, obwohl A die bessere Note erhalten hatte.

195/60. Algebra: 23284, — 1,034 g,
Geometrie: “#& g, = 11110,
Er hat in Geometrie besser abgeschnitten.
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Aufgaben zu 11.5.
196/61. a) g | =% 1
W) | 05 '05= =0 VarG=1
b) P(G-0|z=1)= ) Wig)=1
PIG-0|=1) <1 =]1

a=2: PlG=-0|=2)=0

a=1i: PIG-0|=H=1
=23 =4 P(IG—-0|=2) =%

P(IG -0
196/62. §X = 24: VarX =3. (Siehe Lehrbuch Seite 180.)

a) P(IX -2 z)=PX=1)=%
P(X —23| 2 3

1
b) P(X -2 z3)/5) =PX =1) = &
P(X —25| =3)/5) =1
¢) P(X =241 =3)=0
P(X — 24| 23) =
50en d) P(|1X -23|=210)=0
P(X —24| =10) = o25 = 189

196/63. u=7; VarX =5%; o=%]/210 = 2415

[+

P(X-7|<2)=%21-3%3=— % trivial!

P(X-7<o)=%21-1=0 trivial!

P(X —7|<20)=4321-%=1%

P(X-7|<30)=121-%4=3

: : 3 - ; Var X - :

196/64. Es soll P(|X — p| <a) = p sein; das ist sicher der Fall, wenn 1 — P i = p gilt;

"I\."'-‘ r X

daraus folgt: a = / T
o —p

a) az |/ =2 ¢) a =1/ o%s = /40 = 2)/10%~ 6,32

b) a = lu“l =1/20 = 2)/5 ® 447 d)az] 'U-_z,_;; = ]/200 = 10]/2 = 14,14

196/65. a) Die Ungleichung ist offensichtlich falsch fiir konstante ZufallsgréBen, weil dann
sowohl P(|X — u|> @) als auch VarX null sind.
Sei also X nicht konstant. Dann ist Var X > 0.
1. Fall: Es gibt mindestens ein x;, so daB |x; — pu|> a ist. Dann gilt:

VarX = : 2_ {\'I. e .“]2 l—;,-i_\-!_) 1 E ['\-.-' x J“}.? l“'i"-[.\'r-_} >
It %=l =a
atte. = E (x, — W*Wix;) >

\r'l
]
i

atW(x) =

— & E HJ{\I} =

=a’P(|X — u| > a).




196/66.

196/67.

196/68.
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2. Fall: Es gibt kein x;, fiir das | x; — p| > a erfiillt wire. Dannist P(| X — u| >a) =0
und damit VarX > a®- P(|X — u| > a) eo ipso erfiillt.

b) P(X —p|Sa)=1—P(X —p|>a)>1 “"’;)‘ :
i

EX =0

e l g 4

Mdlﬁ’:'l—JJZ'jgz-k! o

Nun ist einerseits
P(IX—-0|2t0)=P(X|=t)=P(X =tvX =<
=P(X =2+ P(X = —1) =
] ] 1

e TR T
Andererseits gilt

Var X 1 1

= :

; a (Lesd)e =

Somit ist das wahre Risiko gleich dem Tschebyschow-Risiko.
n :

EY =3 yWiy)=

=1

i<k =k

= Y wW+ Y wWi) =
20+k- Y W)=
= k- !’t}"-;;-i-:j.

Fiir P(¥Y = k) erhiilt man:

EY = 3 »WO)+ Y yW(y) =

y: =k ¥ =k

=20+ > yW)>
¥i =k
yi=>k

= P = ).

Also P(¥Y> k) < ﬁ.f" _

Y:= (X — &X)? ist eine nicht negative ZufallsgroBe. Mit X =: u und k =:a?, a >0,
erhalten wir aus Aufgabe 67:

‘r)“X = IH): > u_’] < & “J\, : _“]H_J
; a*
~VarX

= AL g

< P(|lX —u|l=za 3
&




=

Aufgaben zu 12.1.

213/1. x I
Wi(x) |

232, ©
X () |
Yw) |

213/4.

0 |

G2 i

—
=
O OO OO

L
n

2
i

0,72

8
AAZ
2
1
o
2 -1
B ]
L 0
0 0
0 0
3 1
8 8
I
1
6
1
lqi-:\h
1
1
[
|
0
7“1;}1
|
0.1
0.15
0.4
0,65
1
0,2
0,20

b2

¥ ' 0
Wi (y) 0.2
AZA AT T EAA
2 i 2
i 2
Wy (1)
4
]
1
, B
1
| B
! 0
Wi (y) .".T??ﬂ
2 3
..15_ el e
216 216
™ 2 0
B A J \
0 AT
| (
3
0
3':{
Wi (y)
0.2
0.35
0.45
1
2 3 4
05 015 005
2 Bis
008 0 O

0,5

2
0,3
A7 LZA
1 1
2 3
1
81
21¢
1 2
20 i
216 216
216 216
b) P(X =3
c) PH’ = 2 }
d) P(X =

ZZZ

L

1) = 0,88

}’g
0,08

e -) = 0.,07.
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213/6.

213/7.

214/8.

214/9.

Aufgaben zu 12.2.

Der Doppelwurf ist ein Laplace-Experiment mit 36 Ergebnissen.
Also gilt:

P, =jaXo =k == fiir alle j und k.

Andererseits ist

|

PX, =) PX;=k=2%-1=% fiir alle j und k.

= L S

0,04 0,16
0,06 0,24
0.1 0.4

L) D e

a) W ,(1:2) = 1 — (0,04 + 0,1 + 0,06 + 0,16 + 0,4) = 0,24.
b) x D pra=tels iy | 2

W) | 02 08 W) | 02 05 03

¢) Die MAL-Tabelle und die UND-Tabelle stimmen iiberein. X und ¥ sind also
unabhéngig.

@) . (90

(%) -

b) Fiir 17980 W, ; gilt folgende Tabelle

a) W, sla,b)=PA=arB=b=

b 0 ] ) 3 4 ‘ 17980 - W, (a)
[ .
0 910 2240 1680 . 448 35 5313
1 2240 3840 1792, 224 0 8096
2 1680 1792 392 0 0 | 3864
3 448 224 0 0 0 672
4 35 0 0 0 0 33
Gerundet erhilt man daraus fiir W, ,
N 0 1 2 3 4 W, (a)
(2 BEES '
0 | 00506 01246 00934 0,0249 00,0019 0.2954
| 0,1246 02136 0,0997 0.0125 0 0.4504
2 0,0934 0,0997 00218 0 0 0.2149
3 0,0249  0,0125 0 0 0 0.0374
4 0.0019 0 0 0 0 0,0019

¢) Siehe b).
d) P(4=4)-PB=4)> U}

B By 1 = A und B sind stochastisch abhingig.

214/10. P(X = x; na = a) = P(X = x))

PIX=x) Pa=a)=PX =x)-1=PX =x)

214/11. 1) Nach Aufgabe 10 liegt Unabhingigkeit vor, wenn X = const.
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2) Sei nun X = const. Dann nimmt X mindestens zwei Werte x; # x; mit von null
verschiedenen Wahrscheinlichkeiten an, so dal3 gilt:
PX=x;AnX=x)=0
P(X =x)-P(X =x)+0

Es liegt in diesem Fall also Abhingigkeit vor. Somit ist X = const.

Aufgaben zu 12.3.

214/12. a) x | 0 | DL ea ¥y 0 1 3
i =
we)s e ;) | % % 1
!
b = 0 1 3] 3
.1I 2
0 ﬁ in TJE ]]U
1 s K 1 = i 1
16 16 16 16
o) 1. 3 1 A
I 16 16 16 16
3 1'|rs l_lh I={: ﬁ
Iso ¢) ld 0 | 2 3 4 ) 6
Wila) | ﬁ i2{| ]_)'h 1_1;} Tlﬁ |ZT> 1 ]'f:
d) b | 0 i 2 3 4 6 9
— i : ——- —
We(b) | 16 16 16 16 18 i iie
e) ¢ 0 1 2 5
Wele) 16 |¢ 51 IT;’)
DifXi=8r =215 g) VarX = VarY = | 25
&4 =3 Var » 2.5
&b =205 VarB = 71875
S = 2135 VarC = 0.859375
214/13. a) «x 5 G, S ¥y (1 3
Wx(x) S Wy () 2 s
~ X z ¢) a | 2 3 4 5
e AT [ B R
! s 7 2 ) 4 2 7
) ~J W, (a) T2 1% & iv )
0 0 &% & B d b R A [
R OF RS R P I i
9 i I : ; _] lz Wy(b) | o oA o g%
A 12 12 ( 12 : j L 3
3 7 17 1z O 8 LG8 = it
Wele) | |zi = 13
f X =6Y=15 g) VarX = Var Y =125
EA =73 Vard = 3
&B = 12 VarB = 42 ~ 48
&C =24 VarC =3
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214/15.

214/14.

a) Weiy@) = 3 Wiylx,p)
b) Wysy(@= 3 Wy(x) Wy(p)

¢) Wiiy(2) =0,05+045=0.,5
d) W, 5(2) = 0,0934 + 0,2136 + 0,0934 = 0,4004.

W, .+ g(2) 1st die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A und B zusammen genau 2 Ober
haben.

PX+a=x;+anY+b=y +b)=
=PX=x;AY=y)= '

=P(X =x) P(¥Y=y) =
=P(X+a=x;+a) P(Y+b=y;+Db).

214/16. a) ) | 4 9
W (y) T T TS
s | 4 9
o

-1 | ¥ o0 0
1 | & 0 0

- [ 5
2 0 RS 0
3 0 0 T

214/17.

€) P(X=—1AX2%2=1)=42
P(X = —1): P(X% = 1) = 433 - 392 + 122

X und X? sind abhiingig.

1) X* konstant = X, X? unabhingig. (Siche Aufgabe 214/10.)
2) X? nicht konstant = Es gibt x; + x; mit x2 # x2
Dafiir gilt: Wy y(x;, x?) = 0 : "
und H':;_-[.\',}' H’_;;.:[-\'__,'ZJ = p.- P(X? = _\-;?] =p;-PX =x vX = —X;) =
=P [PX=x)+P(X = —x)—P(X =x;n X = —x)] 2
2 P> ' |

> 0.

Begriindung:
Fir x; 0 gilt
Pl = ~x)—PX =x4n X = X)=P(X = —x5) —0.=0.

Fiir x; = 0 gilt

PX=0-PX=0AX=0)=0.

Aufgaben zu 12.4.1.

215/18.

120

X, = Augenzahl des i-ten Wiirfels
({J{Xl a5 1{1 + X'l_'] — 16 A‘1 + ('S ‘}(2 b | (rr‘ .}l-j == .1" = 3.5 e I(].S




215/19.

ber 215/20.

215/21.

215/22.

215/23.

X, := »Anzahl der Adler bei der i-ten Miinze« besitzt die Verteilung
X | 0 1 3 &
- ol 6Z-6(Y X)= ¥ 6X,=4
We(x) | 3 3. also £X=1. ]
a:= 167 Y =X —a
y — 2 —3 -2 0 1 2 3 6
Wiy) s T fooods e Ant s

s

a) X,:= Anzahl der DM, die der i-te Angestellte erhilt
X ; 0 100

Hht\’} | |L-E5LJ(> ﬁ = & !\nl =
30 30
A=Y X;, also &4= ) &X,=30.

i=1 i=1

Die Annahme ist nicht realistisch, weil erfahrungsgemial Zahlen um die Mitte
des Bereichs [1; 100] lieber geraten werden.

b) x ‘ 0 50 ey X | 0 m
. G0 e 1 - I N=1 - m
Wy, (x) ‘ 1060 Too = 6X;=3 Wx (x) | "5 N = 6X; = N
H_l_EJ ] 3 T : nm
4= Y &X,=50. 4= ) EXi=—
i=1 i=1 LY

X, := Anzahl der Treffer beim i-ten Zug. .

Es gibt 13! Permutationen der 13 Karten. Bei 12! dieser Anordnungen liegt die i-te

Karte an i-ter Stelle. . :

Also gilt P(X; = 1) = 43} = 5. Somit besitzt X; die Wahrscheinlichkeitsverteilung
X | 0 1

H{"‘-i{'\-] }3 |l_= = r": "\‘l-i = J__*
| 13 - |

Fiir Z = »Anzahl der Treffer bei 13 Ziigen« gilt §Z=6&() X)=13-75=1.
i=1

X, :== Nr. der Kugel aus Urne {

Aufgaben zu 12.4.2. und 12.4.3.

215/24.

i) 0 I 2 3 - L =D
Wia) | X -'i+h* & 45" ¢ S

b) A und B sind gleichverteilt.

c) F [0 1 BT w1 &L = & jx__ 1,69
Wil '12'1' |_;{1 Tifw |;f§ 1J{'| ke = ii:('; A0




215/25.

215/26.

djt = B0 4 i X =3=15
= T e VarX = 2 = 0,75
wx) | & S & A : ;
EX = &Y =

VarX = Var¥ = 13~ 2,92
a) & A mY'“} .,A’—-—?-_h*"-

Vard = Var(X +3) = VarX = 33 ~ 292
b) 6B=83X)=3&X = 10,5

VarB = Var(3X) = 9VarX = 133 = 26,25
¢) FC=E(X+2Y) =X +26Y = 10,5

VarC = Var(X +2Y) = VarX +4VarY = 132 =~ 14,58
d d | 2 3 4 5 6 :
= : gD = 18l ~ 447
@ | % % & 4+ = B Vedeumaiw
c}le' 0 1 2 3 4 3 §E =38 ~ 194
. O N
W) | £ X T 5 = % Vark=331 ~ 205

) EG[X+ Y] =L(@X +EY) =35
Var(3 [X + Y]) = $ (Var X + VarY) = 33 ~ 1,46

_1|'_

i . 2
a) Fir die Anzahl 4 der rosafarbenen Perlen gilt: 18 o

{u Hnij—hu-] 5

-

Wia) = das ergibt

5 ’ B 2
(D) g 3 s (1)
; 3 8 (W
a - 1 7 3 4 15 16
48 ‘ | O
845-Wi(a) | 1820 2240 720 64 1 2
&) is (1)
A =%=08; ; 3 (D)
L , 19 e =
Var ,-1 j—g ~ 0,54 ; 2 18
2&% @ J_Et} o
. - . 16 -
&(Wert) = £(A4- 12 DM) = 9 @
= 12DM - A4 = 12 W
oo
3
Var(Wert) = Var(4 - 12 DM) = T 2 18~(w)
) Vv 20 8
= 144 (DM)* - Var 4 = Y I :
i :
= _?ﬁ H!_:4 “']]\,” 20 % 0 o
~ 77,61 [I_)Mj". (W) | W)
B\ 4 02
20
16
Baum zu b) 20 @

[ =]




216/27.

b)

I1.

7] ' 0 I 2 3 4
W (a) [3-3 2 1T LE ;a ]'|'2-£11331?2ﬁ_=. i T ¢ }“ﬁ 5 T545
gerundet | 41,09, 44.3% 13,59 1,275 0.0%
Mit den gerundeten Werten ergibt sich
FA4 =075 & (Wert) = 8,99 DM
VarA ~ 0,53; Var(Wert) &~ 76,10 (DM)?
Direkte Losung. Unter Verwendung der Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Augensumme X aus Aufgabe 191/29. erhilt man
X 6% Wix) x-6%- W(x)
0 15625 0
I 3125 3125
2 3125 6250
3 3750 11250
4 3750 15000
5 4375 21875
6 4500 27000
gl 2000 14000
8 1 500 [ 12000
9 1625 [ 14625
10 ¥025 » || 10250
11 1025 ; 11275
12 425 5100
13 A 300 3900
14 E 200 2800
15 - 180 2700
16 55 880
17 30 510
18 30 540
19 5 95
20 5 100
21 1 21
163296 also X = 67 °-163296 = 3,5.

Losung mit Hilfe der Sitze aus 12.4.1. Wiirfel Nr. i besitzt i Augen.

X, := »wAugenzahl des i-ten Wiirfels« ist verteilt nach

%X 0 I

Wy, (x) | il #(X)=1%"i
6 & 6 e s
exX=6() X)= ) €X;= ) ¢:i=%21=35

i=1 i=1 i=1

Berechnung der Varianz von X:
o 72 2 X \2 Ak i e S A ]
VarX; = &(X;) — (£ X)) = 21" — gl ETILE
Wegen der stochastischen Unabhingigkeit der X; gilt:

3] 4] 6
f y i T B 5 ,6:7:13 435 y
VarX = Var [ L XJ-‘] - :)_ {\-‘lil.\l.-} = l i —_1-'}, ” ""—f;—' = x5 ~ 12,64.

i=1 =1 e
Vergleicht man die Zufallsgrofien »Augenzahl« bei einem einzigen L-Wiirfel mit
der ZufallsgroBe »Augensumme« bei den 6 blinden Wiirfeln, so ergibt sich: Beide
ZufallsgroBen haben denselben Erwartungswert 3,5, die Augensumme streut aber
mehr (¢ ~ 3.56) als die Augenzahl (¢ ~ 1.71). (Siehe Aufgabe 194/44. a).)

o
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216/28. Var(aX + b) = Var(aX) = ¢*Var X

216/29. (X +Y) = |/Var(X + ¥) =
=]/VarX 4 VarY =
=}e*(X)+a*(Y) £ /o’ (X) + 26(X)a(Y) + a*(Y) =
=/ [e(X) + a(¥)]?=
= g(X)+ ag(¥)

[st mindestens eine der ZufallsgréBen konstant, so gilt das Gleichheitszeichen.

216/30. a) R, := Reparaturkosten in DM/Jahr des Teils i

£y L0 o [t 800
W) | 08 02 W) | 098 002
&R, = 14 &Ry = 16
VarR, = 784 VarRy = 12544
o(R,) = 28 o(Ry) = 112

sl | x

0 | 0,784 0,196

800 | 0016 0.004

r ? 0 70 800 870
W) | 0784 0196 0016 0.004

&R =T70-0,196 + 800-0,016 + 870 - 0,004 = 30
Var(R) = 70% - 0,196 + 800% - 0,016 + 8702 - 0,004 — 30> = 13328
ag(R) = 115,45

II. Verwendung der Ergebnisse von a)
ER)=ERL+Ry) =8R, +ERy =14+ 16 = 30
Var(R) = Var(R, + Rg) = VarR, + VarR, = 12544 + 784 = 13328
o(R) = |/13328 =~ 11545

216/31. [Ab 2. Auflage:] Mit Y= X —a (vgl. 215/20), Satz 208.1 und Satz 207.2:
VarX = Var(X —a) = VarY = §(Y3) — (& ¥Y)2 =
=& (16 1+9-2+4-3+1 144 1+9-3436:1)— 2=

216/32. Umkehrung: VarX = 0 = X = const.

Beweis: VarX = z = Ju}‘j’ If‘["{,\'l.} = ().
i=1

Alle Summanden sind nicht negativ, also muB jeder null sein; d. h., x; = p fiir alle 1.

216/33. a) X =y =22
m=2, weil P(X=<2)=06205 und P(X <2)=04<05
b) fla)=&(X —a)® = £(X?) —2au+ a?

f'@=-2u+2a) : ; _ =i} .
(@) = 2> 0 ( = fiir @ = p liegt ein Minimum von { vor.
d) = 2> :




gla)=&(| X —al)=
=0,1-|a]+03-|1—a]|+02-|2-a|]|+0,1-|3—-a|+03-|4—a|=

22 —a a=0

22 —08a l<a=1

1,6 —0.2a e l<a=zx2

= 0.8 +02a falls 2<a=3

0,2+ 044a J<a=s4
—22+a 4d<a

G, ist echt monoton fallend in ]—o0; 2] und echt monoton steigend in [2; + o [:
Also ist bei 2 das Minimum von g.

1634, X — 5 X

i=1
Die n Briefe kénnen auf n! Arten gesteckt werden. Dafiir, daB Briel Nr. i richtig
steckt, gibt es (n — 1)! Arten. Also ist

[ | ‘
.Ihl_)."r- — ]] — 1 [f! 1 ” N & jJ-j ; und df.‘l]'l'lil })l:}{; = UJ =5 .-'3 Ii} | S Oras [‘O]gl:
H:
PY =
n M
. + n : n . ) = I
Damit gilt: &£X =& = £X. — 5y
imit g1 e (|Za i) e; i ,-_Z; =
VarX = £(X?) - (6 X)* = 6(X?) - L.
Nun ist
(r}{.h-z] — (‘} ( Z .X'I:}_:' =
i=1
=&() X7+ ) XiX)=
i=1 it
= Y £XH+ Y (X X))
i=1 it]
Die ZufallsgroBen X; und X; bzw. X, und X; sind stochastisch abhéngig, also kann

der Produktsatz iiber & nicht angewendet werden. Nun ist zunéchst

i_ F.HHS A_" X Damit &X7 = 5.
0 falls X; = 0.

(

Fir X,-X gilt

L J
o l falls die Briefe i und j richtig stecken
i [0 sonst.
5
POGX, =1) = (n—2)! _ 1 by
n! nin—1)
Damit wird
e = | 1 | 1
(?z‘[':? —,—‘} I-_H‘--'--H[H—]' =2
5 i=sn  Fpmp=1) n ) nln—1)

und schlieflich VarX =2 -1 = 1.




Aufgaben zu 12.5.

> . i
216/35.3) §X =1; VarX =; o6(X) = l_l : ~ 0.316.
/1
= : =7 3
b) X =5; VarX =%: o(X) = —— = 0,949

P
S’
1558
b
Il
o
==
ot

i 3 o
= T':";_ﬁ-' o(X)=13=03

217/36. o(X) < a

= = O
|_'n
S i ety e 4
e ({_r) : u spielt keine Rolle!
102 FONE R
: S > = ) n = = 100
a) n 2 ( z ) 4 b) n = [ i ,) 100 ¢) n= (#) LOC
217/37. 2) 1) 85, =€(Y X)= Y ¢X,= ¥ u=nyu
i=1 F=:1 i=1
VarsS, = Var( E X)= ) VarX,= 2 62 = ng”
i=1 i=1 i=1
2
PllS — @8, ma ===
a”
no’

= 'D{!‘Q"” e ”.“| :=> ”J S 2

) &X = 1]

2
2 =P gl = b= O
VarX = ; ‘ \ #l20) = nh?
Oder aus 1):
o a. _ no® . : e
11 e, EREEETS B oty T | — = =
Al n M=) S 7 ALl nb?
b) P(X —pl<a)=1-P(X —py|za)z1- ",
na
P(X —pu|l<ta)=1- Ia =05
ne

3

=< n=10-1"°

2

¢) P(|X —pu|l<2) =90% ist sicher erfiillt fiir n =210-%) %=

ol S BT 120
mwmﬁuﬂ:ﬁx=”-l;m-~Tﬁz¢5
24 12 4 92 192 g. =10
Var(X,) — 0%+ 1+ 2°+...+9 Ly s 9-10-19 81
10 6-10 o
o =0(X)=1)/33 287
h} f-‘: I-S-" — (‘r ‘ i Y]J = M:* .“ — .’.LSH
i=1
n=10 = &S,, =45 n=100 = &£S,4, = 450
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c)

€)

Var(S,) = Var(} X)) = E VarX;, = na’ = ¥n
o(S,) =|/n-o=1 I-"F._‘wu

6(Sy0) = |/10+ 4 /33 = £1/330 ~ 9,08
(Sy00) = J/100-5]/33 = 5]/33 ~ 28,72

EX =6GS)=%6S,=n 5 p=p
ol ) =29
L- H
- /33 :
n=10 = &X =45: glX)=—- = 0,908
21/10
= . /33
n=100 = X =4.5; glX) = —— = (). 287
21/100
ko | - :' ‘_/ q_" = \‘f-il x i r.;:
P(3 = X S6)i= .Pll X - Dl =la =1 — 15 = 1 — = Q}

D)n=10 = PBZX<6)>1—13tis = :l. > 63,3%
<

(3 X
) n=100 = PR3 X 26)>1— 15555 = %8¢ > 96,3%

I‘-ul

PA<X<7)=P4<X<5=P|X-45/<05>1- :
s IE2l |

0.
)n=10: P@4sX
) n=100;: P4=X
Unter Verwendung des Verschiebungssatzes kann man eine andere Abschitzung
erhalten:
PA<X T =P(-L5= X —55=<135)=

nach Aufgabe 196/67, da (X “-.5}3 eine nicht-negative Zufallsgréfe 1st. Nun 1st
nach dem Verschiebungssatz 207/1
E([X —55]%) = VarX + (£(X) — 5, T

= Var¥ + (45-55°=% + 1.

Damit erhilt man

PASX<TN>1-3E+H)=5-—5
1) n=10: P@<X<7)>45>188Y%, also genauer als oben.
2) n=100: P4=<X<7)> 261 > wl_h"_'n. also ungenauer als oben.
P(|X —p|>2)=0.1
Das ist sicher erfiillt, wenn \"r‘m:g."\' < 0,1
2
as S ”JF‘
<0, nz=
e dn 5 S 4

e n =33 = 20,625
Man mufl mindestens 21mal werfen.

b




217/39. G;;:= Gewinn des Spielers beim j-ten Spiel mit Urne Nr. i (i = 1,2)

Urne 1: g -1 9 Urne 2: g 1 999 .
W, (&) 0,9 0,1 We, (2) 0,999 0,001
i L] |
&Gy =0 &Gy =0
VarG;; = 9 VarG,; = 999

P(|G;—0]|<1) =90% ist sicher erfiillt, wenn
— "'1 (_ \fL u I.'.' - e . ; =
BE <=1 ;‘ i =i “f’w >90% <> n =10 VarG,
J A

Umel: n=9 Umne 2: »n =9990
217/40. a) 2000 - (0,1 -30 DM -+ 0,05 - 50 DM) = 2000 5,5 DM = 11000 DM.
b) 1) Mit A := »A fallt aus« erhiilt man wegen der Unabhingigkeit von 4 und B:
B B
A 10,005/0,095( 0.1

A 0,045/0.855| 0.9 Daraus erhilt man die Wahrscheinlichkeitsver-

. teilung fiir R:= Reparaturkosten eines Gerits in
0,05 095 DM /Jahr:
r 0 30 50 30 R =55
Wi (r) 0855 0,095 0045 0005  YarR=19975

2) R,:= Reparaturkosten des Geriits Nr. i in DM /Jahr.
Die R; sind Kopien von R.

.?tErtJ
2000 V.‘.H'[ l RI]
P(| ¥ R;,—11000|> 1000) < =1 =
= 10002
_ 2000-199,75
10° 3
= 39,95%
<

Lo i
i=1

P(R—-55|<4)>p; pe{0,9;095;099!
Das ist sicher erfiillt. wenn

I — -VHER 2D <> n= et )

L AR — 16(1 — p)
p=90% n> -[\:‘f"u’i =12484..., alson>125
p=95% nz- ;}1(];:; =2496..., also n =250
B=—00° == ];i:}‘;l = 12484 ..., also n = 1249
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Aufgaben zu 13.

223/1. a) w = 0100001111
1) P({w})=0,175"-(1-0,175)’=6,3- 107
2) Plla))= (- @y’ 52-107

b) w,o = 00000 00001 weo = 01010 00110
30 = 0010100000 W = 01000 00000
wae = 11000 00000 wgo = 10000 01000
wso = 0010000010 wog = 00000 01100

@100 = 00001 01110
¢) o= 0100101111
1) P({w}) = 0,501%(1 — 0,501)* ~ 9.80-10~*

1h 1 4 E 1
2) PH::JH=(‘) [ ) =g el 107

> ;
3 2 2 2
d) » = 1000000000
1) P({w}) = 0,299 - (1 —0,299)° ~ 1,22 {02
l 1 fz- Q . 1
ver- 2) P({w}) = {;) : (:1) ~ 8,67 - 10
g 1n

223/2. a) Ziehen mit Zuriicklegen:

w P({wj)
000 B
001 &
010 84
011 o
Start
100 rir
101 3
110 &
111 =

Man erkennt: P({w}) = p*¢> ¥, wenn k die Anzahl der Treffer ist. P erfiillt also
die Bedingung von Definition 221.1.
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Ziehen ohne Zuriicklegen: (7 P({w})
p 000 1
001 3
010 4
® ® 100 %

b)

223/3. a)

b)

130

P({w}) = 7 sowohl bei 0 wie bei 1 Treffer. Also ist P keine Wahrscheinlichkeits-
verteilung einer Bernoulli-K ette.

P(A;nA4;) = P({100} ~ {010}) = P(() = 0

P(d,)-P(d;) = %% =1¢ +0.

Bernoulli-Kette der Lange n; Treffer beim i-ten Versuch ist das Auftreten einer
geraden Augensumme.
p = P(»Augensumme ist gerade«) =

{1+

W
o=

FS+S54+3+1)=7%.

3
Hit

P(»Bei n Wirfen fallt immer eine gerade Augensumme«) =
= P({1,1,...,1}) = @™

Die Einsatze missen sich also verhalten wie

31;; 5(' = 11.-.

e

)= (2" — 1).

Cardanos Ergebnis ist richtig fiir n = 2, falsch fiir alle héheren Werte von ».

Fir n =20 behauptet Cardano iibrigens, daB sich die FEinsiitze nicht wie
75 : : -

1:(20* — 1), sondern wie 1:(20° — 1) verhalten miiBten!

-

Der Parameter der Bernoulli-Kette ist £. Somit miissen sich die Einsitze verhal-
ten wie

)" (1 —&") = a™: (b
3 L-Whirfel:

=216
a=1+@3):5+(3) 5 =91

a".

Die Einsitze verhalten sich wie

91°:(216* — 91%) = 753571 :(10077 696 — 153578 =
753571:9324125 = 1:124 =
= L 2

Erstaunlicherweise korrigiert Cardano seine fritheren falschen Ergebnisse nicht!
Man kann jedoch sagen. daB Cardano schlieBlich zur Erkenntnis gelangte, dall
die Wahrscheinlichkeit von genau n Treffern bei einer Bernoulli-Kette der Linge
n mit dem Parameter p den Wert p" hat.




223/4. a) Treffer beim i-ten Versuch = Richtiges Urteil des Experten Nr.i. n =5, p = 0.8.
b) 1) P(1. und 3. Urteil richtig, die {ibrigen falsch) = 0,8 - 0,2% = 0,00512
2) P(Alle Urteile richtig) = 0,8 = 0,32768
3) P(Alle Urteile falsch) = 0.2° = 0.00032
4) P(»Mindestens 1 richtiges Urteil«) = 1 —0,2° = 0,99968
¢) n Experten befragt:
P(»Mindestens 1 richtiges Urteil«) = 1 —0,2"> 0,99 < n > 2.86...
Man mull mindestens 3 Experten befragen.

[ o )
b
fad
N
N

. Z:= Anzahl der ausgewidhlten Minner.
a) P(Z=0)=04=0,01024 b) P(Z=z1)=1— P(Z =0) =098976
¢) P(Z=1)=5:0,6-0,4*=0,0768 d) P(Z=35)=0,6>=0,07776

1

223/6. n Personen gewithlt: P(Z=1)=1—04"2 0,999 < n=733...
alts- Man mul} mindestens 8 Personen wiéhlen.

224/7. Sicherheit = P(Alle Bausteine in Ordnung) = p'® =09 < p=0,9%"' = 0,9895

224/8. P(Geriit fallt aus) = 1 — P(Alle Baugruppen in Ordnung) =
iner — 1 — (1 —0,0026)"* = 0,033.

224/9. n Teile: P(»Mindestens 1 defektes Teil«) = 1 — P(»Alle Teile brauchbar«) =
=1—095"=10,5
e nlg0,95 <1g0,5 <> n=13,5...

Man mul} mindestens 14 Teile nehmen.

224/10. Treffer beim i-ten Versuch = Unfall bei der i-ten Uberquerung im Jahr.
n=2-365= 730,
p = 0,0005.
P(1 Jahr lang unverletzt) = (1 — 0,0005)"*° ~ 0,694.

24/11.a) n = 1; pn omion  _ 1

14 Millionen

ws Nur 0 oder 1 Sechser moglich. Also
hal- P(»Mindestens 1 Sechser») = P(»Genau 1 Sechser«) = (1)p' ¢° = #5 = 0.07143.
- i = 100000 =l
h) = IU" '” ™~ 14 Millionen 140~
Bis zu 10 Sechser méglich. Also
P(»Mindestens 1 Sechser«) = 1 — P(»Kein Sechser«) ~ 1 — (133)'° = 0.06918.
5 ] 6. =
L} L |U 3P 14 Millionen
Bis zu 1 Million Sechser moglich. Also
. C 1 I Million - -
P(»Mindestens 1 Sechser«) & | — (1 = Fiionen) = 0,069891.
Methode a) ist am vorteilhaftesten. Allerdings hat sie den »Nachteil«, dall man bei ihr
nicht mehrere Sechser erzielen kann. :
: (Zusatzbemerkung: Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Sechser ist bei allen drei
ht: Methoden gleich groB, nimlich 10°p =~ 0,071.)
dal
nge 224/12. Bernoulli-Kette mit n = 4 und Parameter p. Treffer beim i-ten Versuch = Abschaltung

des Kraftwerks Nr. i
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a) P(»Zusammenbruch«) = P(»4 Abschaltungen«) + P(»3 Abschaltungen«) +
+ P(»genau die beiden Dampfkraftwerke schalten ab«) =
=p* +4p3(1 —p) +p*(1 — p)* = p*(1 +2p—2p?).
Z 3 el
o —8p° +6p°+2p=—8p(p — 1)(p+ 2)
dp
Ly e e o
Fir 0 <p<1 ist 4 0, also ist P in [0; 1] echt monoton steigend.
dp
b) P(»Zusammenbruch«) = P(»3 oder 4 Abschaltungen«) = p* +4p*(1 —p) =
=p* (4 — 3p).
dp a2 = = = als 42 P i 0. s} ,
a 12p*(1—p)>0 fir O0<p<1, also ist in [0;1] echt monoton
steigend.
& P(»Zusammenbruch«)
-
| /
/////
//
//
0.5 == f
=l AE
(12a) //
=
// (12b)
L e
//
"
- |
O ——=—" - >
0 0,5 1,0

224/13. Bernoulli-Kette mit n > k, n= 5; Parameter p; Treffer beim i-ten Versuch = Auto
Nr.iist ein LKW,

-

a)
b)
c)
d)

e)

P(Erst kK PKW, dann LKW) = (1 —p)* - p

P(Erst kK PKW) = (1 —p)*

P(Nicht zuerst k PKW) =1— (1 — p)

Mogliche Anordnungen: LLLPP, LLLPL, PLLLP, PPLLL, LPLLL.
Wahrscheinlichkeit : A—-p+2*U—p=p*U—p3—p).

Mogliche Anordnungen: (Baum!)
LLPPP EVELP LLPLL
PLLPP LLPPL
PPLLP PLLPL
PPPLL LPLLP
LPPLL
PLPLL

Wahrscheinlichkeit :
4(1 =p)yp*+6(1—p)2p? +p*—=p)=p*(1—p) (4 —2p—p?)




Lon

uto

a)
b)
c)
d)
e)

a)
b)
c)
d)
e)

224/14. Wahrscheinlichkeiten gemall Aufgabe 13 Beobachtete relative Haufigkeiten

Auswertung von Tabelle 1

s =0,125 ieo = 0,0875 bzw. f” =156

2=10.25 s = 0,2000 5 = 0.2625

£ =0,875 142 ~ 0,888 56 =09

33 ~ 0,156 {56 = 12 oo ~ 0,144

Ll ~ 0,345 22~ 0,39 25 2 0,36
Auswertung von ']'ztbt:llr: 10.1

£% ~ 0,116 2% = 0,161

22 =0,694 108 ~ 0,692

2L 2 0,422 | 413~ 0,471

83 20,0109 | 325 = 0,00083

633 ~ 0,084 A3- ~ 0,054

Die Beobachtung stimmt nicht immer gut mit der Theorie tiberein. Grolie relative
Abweichungen zeigen sich vor allem bei sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten. Dies ist
theoretisch erklarbar.

.a)

b)

o)

d

S’

Fiir Kind Nr. 1 und 2 ist die Wahrscheinlichkeit, einen groBien Apfel zu erhalten, je
gleich 4. Kind 3 erhilt einen groBen Apfel bei den Wurfergebnissen (1 bedeute
»Adler«) 0000, 0001, 0010, 0011, 0110, 0111, 1010, 1011.
Wahrscheinlichkeit gleich % = 3.
Kind 4 erhilt einen groBen Apfel bei den vier Ergebnissen, die mit 00 beginnen,
sowie bei 0100, 0101, 1000, 1001.
Wahrscheinlichkeit ebenfalls gleich 4. Das Verfahren ist gerecht.
Nein. P(Kind Nr. 1 und 2 erhalten einen groBen Apfel) = §:
P(Kind Nr.1 und 3 erhalten einen groBen Apfel) = P({1010; 1011}) =
Ja. — Beweis: Es bedeute 4, = »Kind Nr. i erhdlt einen grofen Apfel«. P(4,) = ...
= P(4,) = &, denn es sind n groBe Apfel vorhanden. Nun sei k-mal geworfen
mmim (n < k < 2n), und es sei dabei Z-mal »Adler« gefallen. Fir Z = n mul alle
grofBen Apf fel schon vergeben, fiir k — Z = n sind nur noch grole f\pici da. Daher
P(A,+,) = P(»[Nur noch groBe Apfel da] oder [Beide Sorten da und Kind wirft
.*'\(He['J«'] =

=Pk—Z=n+3Pk—Z<nund Z<n)=

= P(Z gf\ —n) éf’{k —n<Z<n) =

= P(Z<k-n+3[P(Z<n—-PZ<k—n)]=

=1P(Z=<k—n)+3P(Z<n).
Beim Werfen einer symmetrischen Miinze ist eine gewisse Anzahl von Adlern genau
so wahrscheinlich wie die gleiche Anzahl von Nicht-Adlern. Wir konnen daher in
der ersten Klammer des zuletzt erhaltenen Ausdrucks statt Z auch k —Z schreiben :

P(A;,,) =3Pk—Z<k—n+3P(Z<n)=
=3P(Zzn)+iP(Z<n) =13, g.e.d.
Ungerechtes Verfahren! — Wahrscheinlichkeit, einen grofien Apfel zu erhalten:

Kind Nr. 1: 1,
Kind Nr.2: - P(Kind Nr. 1 wirft keinen Adler) =
Kind Nr. 3: P(Kind Nr. 1 und 2 werfen keinen Adlu} =1,




b)

¢)

225/16. a) P(»Mindestens 3 direkt aufeinanderfolgende 1-Waérter«) =

= P({11100, 01110,00111, 11110, 11101, 10111, 01111, 11111}) =
=3-04%-0,6%+4-04%0,6+04° =
= 0,1408.
P(»Mindestens ein i-Wort«) = 95%
<= | — P(»Kein i-Wort«) = 0,95
< 1 —0,6"=0,95
= 0,6"<0.05
e it }ﬂﬁ
o= fl =
= IU{ 6

<> n=35.86..

Man muB mindcalcns 6 1-Worter ausdrucken lassen.
X | 3 4 5 6

Wix) 0064 01152 0.13824 0.68256

NR: P(X =3)='P({111}) =04°
P(X = 4) = P({011 1 1011, 1101}) = 3:04°-0,6

P(X = 5) = P({00111,01011, 01101, 10011, 10101, 11001}) = 6-0,4

&X = 543936
Var X = 30.,44736 — 29,5866372096 = 0,8607227904

225/17. a) P({11111,01111, 11110, 00000, 10000, 00001}) =

225/18.

= ()76 =
sl
= i
=875
b) P({11111,01111,11110,11100, 11101,01110, 00111, 10111, 00000, 10000, 00001,
00011, 00010, 10001, 11000, 01000}) =
=163 =
S i
= %0 Yo
»X = 2« = {110110, 110011, 01101 1}
»X = l« = {110000, 000011, 110100, ..., 110101, 011010, 011001, 101100, 101101
001101, 100110, t}IU'I] 100011, ..., 101011}
Alle anderen Ergebnisse gehoren zu »X = 0«
: 75
PIX=2)=3-3*R@) ==
L [E}} lﬁ] {']h

PX=1)=5@"@*+12:3P-@*+3- @@ =
5T 150 L3R 52 4700
[.]J.'J {‘j“
P(X =)= 55!
6°
2 1-4700+2-75 850
X = :r S UR 0.10
6 6°
g2 75 5000
X~ = s i
¢ 6!: {:}u 61’1

VarX = £ X° —(&X)° 200 751300 ~ 0,096

== Z1T76 ﬁ’\%t e

A t}_(}i




225/19. a) (3)° = 0,5787
b) 45mal erscheint keine Sechs in den ersten 3 Wiirfen:
relative Haufigkeit $2 = 0,5625; gute Ubereinstimmung!

225/20. a) P(k Nieten, dann 1 Treffer) = ¢*p.
Wertetabelle fiir p = 0,25:
_ k | 0 1 i AR St | Tt 150 M ST R TS 1)
¢p=0,... | 250 188 141 105 079 059 044 033 025 019 014

b) P(Kein Treffer vor dem k-ten Wurf) = ¢* !

225/21. a) «x 1 2 3 i n 0

W (x) P ap 4¢p g 'p ' ¢
EX =p+2qp+3¢°p+ ... +ig" 'p+...+nq""'p=

=l 2g+3¢F .5 Tl . Ang =)

In der Klammer steht die Ableitung einer endlichen geometrischen Reihe

Es gilt:
o d- ) n
EX =p- g+g +...+4")=
dg
4 a=gt_ d-giUnli=g)
d¢g 1—gq (1-g)7° |
Sty l :f'[l +np) _
P
1= g"(1+ np)
= 5 ’

. £ y i e n A I
b) Iim £X = lim el B m;") = —,
n—*a n—o \ )l':F ) I'r}

da lim ng" = 0.
n=tao

Begriindung: Es sei 2> 0 und n = 2. Dann gilt

\ 2
nin—1) 32 nn — 1) R n e
| - 5 ) /

(1+h)">1+nh+

Da 0 < g < 1, kann man mit s > 0 schreiben

q— :

i TR

Damit gilt

0<ng" < i < _,” = 4ﬁ S—
(1+ h)° n- o nh*

; ist die mittlere Anzahl von Versuchen bis zum ersten Treffer bei unbegrenzter

Versuchszahl.

_faynid 4 d p
¢) x = 1—@UTSH _6_ @G+ n)
G
Im £X =6
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€)

226/22. a)

b)

¢)

4 i [ 4 3 8 4 11
o 2 10 3 11 8 11 2
7 13 2 10 7 13 4 -4
2 3 4 | | 3 9 8
4 1 2 8 5 12 2 3
1 3 3 6 3 7 2 3
15 4 3 7 4 | 0 8
6 3 10 2 3 | 5 6
7 9 5 13 1 11 2 4
4 I 3 6 1 . - I
Schitzwert fiir £ X = 45 = 4,9375.

Mit ¢) errechnet sich £ X = 6 —(2)'°(6 + 15) ~ 4,6370.
X = Anzahl der Intervalle At = 1, die vergehen, bis das betreffende Atom zer-
fallt.

i ."'\. :'\l'; e ’:

k [ N 7

Also Iim £X = i :
e A

lim & X ist die mittlere Lebensdauer eines Atoms.

n— o
k 1 2 3 o i

PIX =k P pqg pag* rq'

X = Nummer des ersten Adlers beim Werfen einer L-Miinze

hy04s(x) := relative Hiufigkeit, daB Adler zum ersten Mal beim x-ten Wurf er-
scheint.

P(X = x) = 27* Gerundet auf 0,1%,, ergibt sich in %:
X 1 2 3 4 5 6 7 8 g
W(x) | 5000 2500 1250 625 3,13 157 078 039 020
haoas(x) | 5181 2412 1133 669 273 142 122 039 0%
: S i
(‘3.-\_?"?:’}" I — P ""ﬁIIU._,Z-—.
- I—g* p* p
VarX = £(X*) — (6 X)? =
'J"' ] L= ] J. % - l
= > #pgi - 5=p) (=
=1 P i=1 dg I
di et 1 d ; & 1
= n — Y“"___ — = E iat 1 = L
£ dg [e?} 7) p? f dg \9 L i) p?
et e L
dg (1—-¢)* p*
_—_ __i +.q ]_ =
=g "p=
<ol + 4 l_ =
= p?
S
p’




d) £X =6; VarX = [-ff}-,- =30: a=& 548.
6
FaBt man die 80 Halbzeilen als Anfinge von unendlich langen Bernoulli-Ketten
auf, so erhiilt man eine Kette, bei der keine 6 vor dem 16. Wurf erschien. Nimmt
man an, daB sie beim 16. Wurf gefallen wiire, so erhilt man als Schitzwert fiir & X
den Wert %5 ~ 5,51.

€) k P(X =k
== I 0.167
2 2 0.139
3 0,116
01— 4 0,096
e 1 5 0.080
ZET- ] 0,067
0.05.] 7 0,056
: \ | S 0.047
5 4 0,039
| _ | ! I I L1 _ 10 0.032
1 S ﬂl " Ik T 0,027
a - ag 12 0,022
13 0.019
il % 4000 0,016
f) /fz,\l—l. 15 | 0.013
Nach Satz 204.1:
gL =dX=-1=8X -I=1—]-—E".
p P
Nach Satz 208.1: VarZ = Var(X — 1) = VarX = ,rii
=
226/23. a) Q = {1, 01, 001, 0001,.... }
X | 2 3 !
9 = - :
020 W (x) P g k@)
0,29 b) eXx = Y i@ '=

s
=i
3

=4,
Mit dem Verfahren von Aufgabe 22 erhilt man

VarX = & X2 — 2 }1"]3 2

= Z fj %‘;_'I'L _,i_l oL
rl'-'l | " i 4"
28— 16 =

1 B

= 5
226/24. P (»Augensumme = 6«) = P (»Augensumme = 8«) = 35
P (»Augensumme = T«) = %.

[
tad
|




Fir die Zufallsgrofien A4, B, C gilt allgemein, wenn das Auftreten der jeweiligen
Augensumme der Treffer ist:

o 1 2 3 k
W(x) -;; T q;"" 'p
Damit erhilt man unter Verwendung der Bezichung aus Aufgabe 22:
EX = ;.i g 2ip=2p ;.-}—:: kg1 = [I-i}_q}: 2 ;}_
Also
EA=EC=2=12:
B =6.

Fiir die ZufallsgroBie D gilt:

Bis zur ersten 7 wartet man im Mittel 6 Spiele. Dann beginnt eine neue Serie. Im Mittel
erscheint in dieser Serie nach weiteren 6 Spielen die zweite 7. Also &(D) = 12.

Fiir die ZufallsgroBe E gilt:

3 )
P(»Augensumme = 6 oder 8«) = §2.

Bis 6 oder 8 erscheint, wartet man im Mittel 3¢ Spiele (sieche oben). AnschlieBend
wartet man auf die fehlende Zahl, d. h. auf die 8. falls die 6 schon erschienen war bzw.
umgekehrt, noch weitere 22 Spiele (sieche oben).

Das ergibt

E(E) =38 4+ 38 _ 108

Kombinatorische Losung:

Fiir die ZufallsgroBe D gilt:

Beim k ten Wurf (k = 2) fillt zum zweitenmal die 7. Das k-Tupel enthilt also 2 Einsen
und hat damit die Wahrscheinlichkeit ¢*~2p®. Die erste Eins kann an jeder der k — |
vorhergehenden Stellen auftauchen. Somit gilt:

P(»7 zum zweitenmal beim k-ten Wurf«) = (* ;1) g* =2 p2.

2D = Tk — 1)t 2t =

-
k=2
2 dl F k 5 d) = k {.12 ]
= p> = ¢ ) 3 a4 = p =
{ dg? kzj (R dg* k’j,f dg® 1—-g¢q
2
=i =
- (1—g)°
pi
S

Also 6D = 12,

Reichlich kompliziert ist die Berechnung von &E.

Wir benétigen fiir k =2 die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

»Beim k-ten Wurf erscheint zum erstenmal die 8 und vorher fillt mindestens einmal
die 6 ODER umgekehrt«.

Die Wahrscheinlichkeit dieses Oder-Ereignisses ist die Summe der Wahrscheinlich-
keiten der beiden Teilereignisse, da diese unvereinbar sind. AuBerdem sind diese bei-
den Wahrscheinlichkeiten gleich groB, da die Augensumme 6 und Augensumme 8
die gleiche Wahrscheinlichkeit 5% haben.




Ien

nd

W,

Es bedeuten 6, := »Beim i-ten Wurf ergibt sich die Augensumme 6« und 8 := »Beim

i-ten Wurf ergibt sich nicht die Augensumme 8«. Damit berechnen wir mit Hilfe der

Formel von Sylvester fiir k =2

P(»Bei den ersten k — 1 Wiirfen fillt mindestens einmal die 6, aber nie die 8«) =
k—1 k=1

P((J)6)n ([ 8)) =

=il j=1

k

k=1 1
=P([) [6;n N &=
i=1 1

k=1 " k=1 4
= :5_ .Pth‘-f"\ I'F\l ?*J}— Z JF)(G‘.-"-\=(1‘,:(\I '(\: HJ]+

i=1 J*i i,n=1 j¥i.n
i<n
ie==1 L.
~ - ' ! b 7P .
T E P‘ﬁ M ﬁn A hm 2 [ ] H.IJ — Tl “R i P[ﬁ; il ﬁl M...MN (}h —1):
i,mm=1 jEin.m :
i<n<m
6,0 () 8; besitzt nach der 1. Pfadregel die Wahrscheinlichkeit = (3D)* 2. Es gibt
jei
(*7") solcher Ereignisse. Analog hat das Ereignis 6,16, @ gj die Wahrschein-

j*=in
lichkeit (3%)*- (38)* . Es gibt (*3!) solcher Ereignisse. Usw.

Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit des betrachteten Ereignisses der Wert

C1)Ge)Ee) 2 — (2166 G "+1*;;]=r.-ﬁ-,-l"[;—i;l-}*"*——...+t—11*

H ifl}”[-’i(.\ : _ |[ ﬂ \(‘}CI'}.U : E “ :,(}H‘[J) 2 + R

(=1 o) 13h°] =

_r3dzk—1 31 5 yk—1
ek e s — g —
313vk—1 (26vk — 1
I [.'nf'_\} tlf;} .
ke 26"
b

Damit gewinnen wir nun die Wahrscheinlichkeitsfunktion der ZufallsgroBe E. Es
gilt namlich

P(»Bei den ersten k — 1 Wiirfen
erstenmal die 8 ODER umgekehr[«} =

S _apk=tl s T 100, 31 = 0ee
3 gt 36 36 36k 1

Den Erwartungswert von E erhalten wir folgendermaflien:

‘7 ka2 [Eh — @] =

S k@ - 3 K@y

k=2 k=2

-ten Wurf zum

Ll
| =
RS

Es handelt sich darum, Summen der Bauart E kx*"! mit |x] <1 zu berechnen,
k=2
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227/25.

227/26.

140

Yr‘ I L ped f;— d ky _ ‘.1 : xk d ) 2 E—20 d. 2 L o e
= : e d_\'“ ~ dx k‘i:*_, dx L ,\}‘j‘l\ J dx L |—U\-|
e oo l i L,
Fdx —x
(2 —_.\'}___\
(1 —x)

e 10T2-3D-8% Q—-393]|_ o5
i 36| (1-—32)? (1 — 3%)?
a) (L-@8-L1=09- (3- . _ 0,0581

b) P(»Zweite Sechs frithestens beim 10. Wurf«) =
= P(»Keine oder eine Scclw bei den ersten 9 Wiirfen«) =
@@)°@)° + D@ @°

<9 <8

£ 9. f-q- = 00,5427

T e

¢) P(»Zweite Sechs spdtestens bum 10. Wmfu}
= 1 — P(»Zweite Sechs spitestens beim 10. Wurf) =
= 1 — P(»Keine oder genau eine Sechs bei den ersten 10 Wiirfen«) =

_-‘5‘][} 5% .
St (.[f}) et s

d) zu b): 47mal keine 2 Sechsen in den ersten 9 Wiirfen; Haufigkeit 0,5875.
zu ¢): 42mal 2 oder mehr Sechsen in den ersten 10 Wiirfen; Haufigkeit 0,525.
a) In den ersten k — 1 Versuchen miissen m — | Treffer auftreten; also
Plx. l—[,,,_.}p S
:'”‘ = ] :I?HI(!h f?n’

h) ‘Ym o :r-| ; }-3 A }'m | )
¢) £X, =& Z Yi+m)= Y &Y, +m.
i=1 i=1

Die ¥; sind gleichverteilt und gleich der ZufallsgroBe Z aus Aufgabe 226/22. f).
1.)umil uhdli man

EX,=mEZ+m=m ( U l) =
V; P

Wegen der paarweisen Unabhiingigkeit der Y, gilt:

p?
7 o o q}'cz
d) Ilulr};z—;(}z[g‘_ll]‘”-'qk _:U[\_]J --(k - ;\::}:
6]
k GRees i S Sl FERp e Suty AUGCT G g dp g

100-P(X;=K) | 28 46 58 64 67 67 65 62 58 54 49 45




X, =5=12
&
. g 005
dl .-‘(_a — ‘_1 = {}{
al(X5) =
0,01
. 5 ‘U I_l i
U — I
e) 6 4 6 7
15 4 8 14
7 10 7 8
21 13 6 | 26
15 8 2a =i
2 13 ST A
15 16 18 9
ST g s W 8
10 13 R D 11
14 2k | 15 10 Schitzwert fiir £ X, = %% = 10.7

f) P(X, = k)= P(»Hochstens m — 1 Treffer bei den ersten k — 1 Versuchen«) =
m=1

k= 1y pi ok

= .E”i )p'g

Je==cf

Aufgaben zu 14.1.

261/1. B(6;49;3)=(5)5 - 7°-127%=10,2872
261/2. B(4;0,05;0) = 0,95* = 0,81451

262/3. B(3;48;2) =3 819 smeans

373
262/4. B(10; 3; 3) = () @)’ - B)" = +¥'es5 ~ 0,26012

262/5. a) B(7:0,02; 1) = 7-0,02-0,98° = 0,12402;
b) 1 — F/o,(0)=1—098" = 0,13187

262/6. a) 1) P(Genau 3 \.a-'ampcn;._-(?;)-*’ =33 = 021875

32
2) P(Mindestens 3 Wappen) = 1 — [(5) +(3) + ( a2 == 085547
3) P(Hochstens 3 Wappen) = I(“) -(8) 4 (B) +(3)]-27° = %5 = 0,36328
b) P(4) =(3) 27" =736
P(B)=2-(3)27% = 34,
P(C)=2-(8) 2% =3%. B ist am wahrscheinlichsten.
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262/7.

262/8.

262/9.

262/10.

262/11.

262/12.

142

P(X =k =B(4;1; k) s 4
Die Zahlenwerte der Aufgabe beziehen sich auf das '™ Bl4: % k)
Problem von de Méré, siche Aufgabe 120/65. 5
a) Bei ungeradem n gibt es kein Unentschieden.
b) X := Anzahl der von B gewonnenen Partien.
P(X=22)=1-—F,(1) = 035200 f
P(X z4) = 1— F;4(3) = 0,28979 ;
P(X =28)=1—F3(7) = 021310 |
¢) P(X =23 < 1 A nungerade
S |. 5 fl[;J-4|Irr;;_ll = _]1- : D : -;_ __é_. 3 l‘:. K
== el )= g Zu 262/7.
Aus den Stochastik-Tabellen liest man ab: n,;, = 5. ;
X := Anzahl der weiblichen !-'m'kcl im Wurf
a) P(X =8) = () 27'° = 1535 = 0,04395
P(X <8)=1-—[{ q]--l}'ri}]-l" 10— 11.__._,. = 0,98926
P(X 28) = [('¢) + () +(18)] - 27'° = 1355 = 0,05469
b) P(»Jedes Geschlecht kommt vor«) = 1 — P(»Alle Ferkel haben gleiches Geschlecht
=1-2-2"19 = 1322 — 0,99805
c) P[»\dindu;uw i weibliche A Mindestens j minnliche Ferkel«) =
—P[ff: X=10—-j)=
= [ rfr] i !rljf};j . S0 .f]] $=10 .. Py
il 2|2 2|5 5|5 0j0 48
p,; exakt | 1034 1024 1054 )
gerundet | 097852 061230 0,24609 | 0
Zum letzten Beispiel: i+ j = 12 bedeutet das unmogliche Ereignis!
a) P(Genau k& Midchen) = (H} 27%; Maximum bei k =4
b) P(Genau 4 Midchen) = % = 0,27344
¢) P(Genau k Midchen) = (§) - 0,486" - 0,514% % =:p

k

k 0 1 2 3 4 5 6 7 o

2 =0,... | 00487 03685 12196 23063 27258 20619 09748 02633 0031

Das Maximum liegt weiterhin bei k = 4,
(Anwendung von Satz 245.1:

(1

X

+1)p =9-0,486 = 4,374; die nichstkleinere ganze Zahl 4 ist Maximumstelle.)

= Anzahl der ("}L\\'Eﬂnspiclc von A.

P(X £2)=(3:03°+(:07-03*+ (3)- 0,490,027 = 0,16308

a)

Zu untersuchen: B(n;3:2) = (3)- 2" 2-37 "= Lnn - 1)@".

4

8

35

H

Lad

i |

P(»Genau 2 von n Spielen gewonnen«)

Bei 4 Spielen groBere Wahrscheinlichkeit.
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echt

262/13.

263/14.

263/15.

263/16.

263/17.

b) 0.3 L e " .
gt = L ]
0,2+ 1 T
ﬂ 1 e s
1 5 10

¢) Aus b) ersichtlich: Maximalwert bei n = 5 und 6; Werte unter 107, bei n = 1 und
n=14. (n= 13: Wahrscheinlichkeit = 0,10020)
Anwendung der Differentialrechnung: Man erhilt fiir die Maximumsstelle » die
Gleichung
2n—1+nn—1)In3=0
mit der Losung

-~

e (s Lo {14 — 548,
55 ] 115 1B [ In 1,5 ) ‘

i

B(60; %: 10) = 0,13701;
B(120; L: 20) = 0,09730: Der »Idealwert« wird mit wachsender Versuchszahl nicht
wahrscheinlicher!

Lh

a) 1 —F3 (kg—1) =0,
(&1

k, = 1 ergibt die Gewinnchance 1 —0.33490 = 0,6651.

b) Durch Probieren erreicht man als Optimum:
»Gewinn bei 0 oder 2 Sechsen«. Gewinnchance dann 0,53584.
Gleichwertig: »Gewinn bei 1 Sechs oder mehr als 2 Sechsen«.

a) 0,82-0,3*+2-08-0,2-3:0,7-0,32 +0,2%-3-0,7%-0,3 = 0,0954
b) 3-08%-0,2-0,3* +3-0,8:0,2°-2-0,7-0,3 +0.23-0.72 = 0,0788

a) 1) P(»Mindestens Imal Ziffer 3«) = 1 — 09" > 0.99 < n>437.
Man braucht mindestens 44 Ziffern.
2) 1 —09"> 0,6 < n>87 Man braucht mindestens 9 Ziffern.
Dann gilt P(»Mindestens 1mal Ziffer 3«) = 0,6126.
b) Beispiel: In jeder Spalte der ersten 20 Zeilen wird die 10. und 20. Ziffer ignoriert;
die iibrigen bilden 2 Neunergruppen. Von den insgesamt 100 Neunergruppen ent-
halten 60 die Ziffer 3: Gute Ubereinstimmung mit der Theorie!

Huygens nimmt stillschweigend an, dafi es sich um ideale W iirfel handelt.

Aufgabe X:
X := Anzahl der Sechsen bei n Wiirfen mit 1 Wiirfel
P(X =1) =05
< F"(0)= 0,5
(5]

< ()"<05

In2

= 1>

Inl2

== pn=38... =n

min




Aufgabe XI:

[2 Augen sind nur als Doppelsechs moglich.

Y := Anzahl der Doppelsechsen bei n Wiirfen mit 2 Wiirfeln
P(Y =21) =05

< F(0)<05

TS 7
3 5 =
< (3 <3
In0.5 e
<= nz= =46... = H... =75

In35 — In36

Aufgabe XII:
Z := Anzahl der Sechser beim Wurf mit n Wiirfeln
P(Zz2)=1-FE1)=05

1) Aus den Stochdstik-Tabellen: n_. = 10

min

2) rechnerisch:

fn‘;\ n En—1 e
( i ) +n-= =05
| 6 (1JJ
\ 0
Aufbereitung fiir den Taschenrechner:
{15 o
1.2 = 2‘:‘ = Hpin = 10

263/18. P(ANB) = P(4)-4 > P(4)- P(B), da
P(B) = (1]):27% = 23318 < 0,169 < 3.

Also sind 4 und B stochastisch abhiingig.

Aufgaben zu 14.2.

: T v e
263‘19. PLZ — 1] = = .1 = -‘;{JI.._-.

e isos = Taal = (,32453
263/20. a) k 0 I g |
H(8;3;4; k) # 3¢ 32 2 g
b) k [Z2510 1 2
H8;3;2;k) | 48 4 2

263/21. X = Anzahl der Minner im Komitee
IO 5
P(X = k) = Lille=s)
(¢)
k ' 1 2 3 4 5 6
5005 - W (k) 10 225 1200 2100 1260 210
X =4
VarX = &(X2)— (X)) =

84 370
p— “:'-ﬂﬂ_‘ ](.‘ =
= o001 = = -

144




2 18
263/22. P(X = k) = i.&_];i;;?__&l
k 0 1 )

4845-W(k) | 3060 1632 153

263/23. a) P(»Mindestens 2 Herzkarten«) > 0.5
o 1—F,s(1)>05
< Fj',5(1) <05
I. Art: Aus den Srochastik-Tabellen liest man ab: n,,;, = 7.
2. Art: )"(1 + 2 <0,5.
Durch Probieren findet man: n_,, = 7.
3. Art: n+2<(@)"
Man zeichnet in einem n-y-Koordinatensystem die Graphen
zu y=%n+2 und y = (3)" und stellt fest:
Aooin = s
b) P(»Mindestens 2 Herzkarten bei Entnahme von 7 Karten«) =
= 1—H(32;8;7:0)—H(32;8;7;1) =

= 3365856 ~

~ 57,73%

264/24. a) Anschaulich:
1) Es konnen nicht mehr Merkmalstriger in der Urne sein, als Kugeln in der Urne
sind.
2) Es konnen nicht mehr Kugeln entnommen werden,als Kugeln in der Urne sind.

Formal: 1) ( N i‘) ist nur sinnvoll fir N — K = 0.
=il

2) ( i ) ist nur von 0 verschieden fiir 0 n < N.
n

b) Da H auf R definiert ist, gehort 0 stets zur Wertemenge von H.
Trivialerweise sind folgende 2 Ungleichungen wahr:
O=k<Kk:
0=n—k=N-K.

Aus der 2. Ungleichung folgt: n — (N —K) =<k =n.
Dies ergibt zusammen mit der 1. Ungleichung die Behauptung.

264/25. Man erkennt die Gleichheit mit dem Ausdruck aus Definition 233.1, indem man in
beiden Ausdriicken die Binomialkoeffizienten durch Fakultaten ausdriickt.

.—‘K\.. .\ Ao f\

(-f" ) ( n—k j K!(N — K)!n!(N —n)!
/N k(K -k n—k(N—K—n+k)!N!
(_\ n )

n\ /N —n)

‘i‘)(‘l( . ;",-) s n!(N—n)!K!(N—K)!

(\ ki(n —k)(K —k)I(N—n—K+k)!N!
X




264/26. Der Beweis ergibt sich durch Multiplikation der Gleichung

n 2 /N
N;K:n;k) = :

;PT&.H[' 'K:n:k)=1 mit ( 3 )
264/27. n B(n;75:2) HHU[J' 10; n; 2)

a) 2 0,01 U U{](JUL)

b) 10 0,19371 0,20151

c) 100 0.00162 0

] i ] " 'K\ .'\". 3 K
/! ; v, — T fooie B i 3 = ':‘ ﬁl' o —

26428. £X = Y k-H(N: Kim b i i (IJH n—;\-)

146
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: i & (RE)

. ’\—I ~ K-nl(N H]’{'\—i]'
5 ) _.F.?—I 4] '\'{rr—--ljf'\f—uj‘ '
1

o

K
N-

S x

1

]

=n-

Aufgabe 21: §X =6-12 = 4
Beweis ohne Verwendung von Aufgabe 26:
Wir stellen uns vor, eine Urne mit N Kugeln enthalte K rote Kugeln.
A;:=»Treffer an der i-ten Stelle« ist das Ziehen einer roten Kugel.
K

Es gilt P(A4,) = 2

Beweis: Mogliche Ergebnisse sind alle N-Permutationen der N Kugeln. Giinstig fiir
A; sind diejenigen N-Permutationen, die an der i-ten Stelle eine rote Kugel aufweisen
le, solche Kugel kann auf K Arten ausgewihlt werden; die restlichen N — 1 Kugels
liefern, beliebig permutiert, jedesmal ein zu 4; gehorendes Ergebnis, also
KN=)l 1 K

v : e
Fld) = N = g.e.d.
Nun betrachten wir die n ZufallsgréBen X, := »Anzahl der beim i-ten Zug gezogener
roten Kugeln«.
Die X; sind gleichverteilt mit

X 0 |

I e K’
W(x) - .

haben also alle den Erwartungswert £ X, = — .




Fur die ZufallsgroBe X :=»Anzahl der gezogenen roten Kugeln« gilt X = X
Also ist nach Satz 205.1: i=1

=2 (S X) =LY BX =
X =4 [!Zi X;)= ) ¢X,=n 7

264/29. “‘“Y—fﬁ{“—ﬂ}}—rﬂx‘ 2uX + 4P =
(XX =1D)+X—=2uX +p?) =
=:5{X (X = 1))+ = 2 =
= &(X(X — 1))+ p— p.

= &

264/30. £(X(X — 1)) = Z kik—1)-H(N:K:n: k) =

k=0
("K \') (N — KO

S \k ]\ n—k )
= 3 k- AT/

k=0 N

( n )
= ]_ n T .K”\—i}tﬁ— 2)! _(’.'H\'—K\):
2—(k=2)! N =Vl )

-J:\"\ k= - 1} =
Ak

o !‘\[K __I_J n—2 ’]\ B 2\ -’II'\-' — Y — (K = 2]) o
3 : ( )( == i

5

B AR—[) (\ -3\:

A n—2,
()

Ki}\—]} no(m—1)
N-(N-=1) g

VarX = &(X(X — 1)) + X — (6 X)* = nKil K)-( a;rl

N<-(N — 1]
Aufgabe 21: VarX = g J(l “, &
o {55515
_[SL‘I'.
igeln Aufgaben zu 14.3.
264/31. a) 0,21820 b) 0.00143

c) 0,11228 d) B(10;0.2; 4) = 0,08808

e) B(10;0,6; 10) = 0,00605 f) B(100;0,99; 100) = 0,36603
ener Zu f) vgl. Niherung 0,99'°° = (1 — 35)'°° ¥ e™ ' = 0,36788

0000; 0,04438; 0,31659;

264/32. 0,99164: 0.23179: 1.00(
8855: 0.00001: 0,60858.

0l
0,00000; 0,02503; 0,58

264/33.a) 1 — 0,99990 = 0,00010 b) 1— 096786 = 0,03214
¢) 0,67780 — 0,37581 = 0,30199 d) 0,00000
e) 0,94524 f) 094524
g) 0,28617 — 0.00006 = 0,28611 h) 0,00000




264/34.

265/38.

265/39.

265/40.

148

i) 1—0,81395—(1—0,99973) = 0,18578  j) 0,94057 + 0,00000

k) 1 —0,78553 + 0,19537 = 0.40984 1) 1—0,95063 + 0,04937 = 0,09874
= 50 70 70 30

W= 50 30 30 70

e 10 10 20 20

a) {'],24(1[}9 1 )’“)" 00( }(14 17886  genau 5 rote

b) 24609 10292 17886 00004  genau 5 weille + Kugeln

c) 37695 04735 58363 99996  mehr als 5 weille [

d) 00098 02825 00080 00000 keine weille Kugel

. 0,99998:; 0,99636; 0,86264; 0,56324; 0,16792; 0,05634

36. »Zwischen« bedeutet in Strenge: »ohne die Randwerte«. Wir bringen die Resultate

auch zur andern Interpretation, bei der die Randwerte einbezogen werden.

n 5 10 20 | 50 100 | 200
ohne '
Wahrschein. Randwerte 0 | 0.2461 |0.49656 | 0,79736 | 0,94312 | 0.99432
lichkeit m_il e I = e '
Randwerten | 0,625 | 0,65625|0,73682 | 0,88100 | 0,96480 | 0,99636
n 10 50 100 ‘ 200
Intervall symmetrisch zu 5 [2; 8] [19; ~l] [-1-"' wé<| l [88; 112]
W :thHLhL]I'IllLi keit 0,97852 0, 9?3!(3 0,91138 | 0,92316
e [3; 8] [19; 30] [41;57] | [87;110]
Intervall beliebig 2:7] l"'U ~EJ (43; WJ | [90: 113]
Wahrscheinlichkeit 0,93457 ‘)0‘%0‘) 0, f)0493 \ 0,90334
a) P(»Treffer bei einem Zuge) = 1 — (Y)/(F) = =p
P(»Genau k Treffer«) = (%) -46*- 11'9°k. 5710
/N — S
( m ) = : i i
b) p=1- s :  P(»Genau k Treffer«) = (f- ) gl —p"k
_HU) \
P(»Mathematiker im Vorstand«) = 1 — (*2)/(°?) = 43282 ~ (,5985 ~ 0,6.

P(Z > 11) = 1 — F2%(10) = 0,75534.

a) Es sind mindestens 3, hochstens 5 Sitze notig. g:=1— p

% | 3 <+ B
Wix) | pPP+¢  3(%q+pgd) 3P q* + p?q?)
Probe: Summe der Terme —p —|—q 8 ?;;q{p- g ) 4+ 6p2q?
p -|er -} 1; g+ mq =
—(p+q) =

=1




b) p=g=3%: A
1 R N
I X 3 g 5 2
W (x) Jo gy &t
X =3-1+4-§+5-3=%=4 .
0y 3 : I 3 e
W e Y T S e

265/41. a) P(»Mindestens 3 Siege«) = p® + 5p*q+ 10p°¢*> = w(p) mit g = 1 — p.
Vertauscht man p in w(p) mit g, so er-
hilt man

e 4r
wig) = w(l —p) = 10p*¢> + Spg* + ¢°. L
[tate Offensichtlich gilt w(p) + w(l — p) = 1.(¥)
= wp+d—32=-w(l-(+d)+1
& = wp+P—1=—[w-p+3-1l
i) was besagt, dall der Graph von w punkt- il gﬁ_::ijt”ii@mmm
’4_-‘- symmetrisch zu (3|3) ist. '
Aus (*) erhilt man sofort w(#) = 3. Es ]
1636 ist noch zu zeigen, daf} es keinen weiteren
Wert von p gibt, fiir den w(p) = 3 wird. f
Nun ist w'(p) = Sp* + 20p3q — 5p* + o1 05 i

— +30pg* —20p g = 30p“g* =0, d.h.,
der Graph von w ist (sogar in ganz [R)
echt monoton steigend, also existiert neben p =4 keine weitere Lésung von
= w(p) = %, was auch sehr plausibel ist.
b) P(»Mindestens 6 Punkte«) =
= P(»Mindestens 3 Siege) + P(»2 Siege A 2 Unentschieden A 1 Niederlage«) +
+ P(»2 Siege a 3 Unentschieden«) + P(»1 Sieg A 4 Unentschieden«) =
= P(»Mindestens 3 Siege«) + 3)3)p*p2(1 —p—p) + Q) p*p"~ + 5pp™.
Zusatzterm gegeniiber a):
S5pp*(6p — 6p* —4pp' + p'?);
fir p =07 und p' = 0,1:
P(»Mindestens 6 Punkte«) = P(»Mindestens 3 Siege«) + Zusatzterm =
—0,837 + 0,035 = 0,872.
Die Punktwertung bringt gegeniiber a) nur eine geringe Erhdhung der Gewinn-
chance fur die Gesamtrunde.

265/42. Bernoulli-Kette: Treffer beim i-ten Versuch = Taxi Nr. i hilt sich wihrend der
ganzen (als kurz angenommenen) Beobachtungszeit am Standplatz auf. n = 10;
p=1i,

Z = Anzahl der am Standplatz wartenden Wagen.

P(Z = 4) = 0,12087 = 3 Standplitze sind ausreichend.

Z ist nach B(10; %) verteilt. Das Maximum dieser Funktion ist B(10;
wahrscheinlichste Anzahl wartender Taxen ist 2.

265/43. Bernoulli-Kette: Treffer beim i-ten Versuch = Agent Nr. i ist wiahrend der (kurzen)
Beobachtungszeit im Birohaus. n = 20; p = 0,25.
Z = Anzahl der Anwesenden.
Die Anzahl k der Schreibtische ist so groB zu machen, dal P(Z < k) = 909 gilt.
Dies ist ab k = 8 der Fall: 8 Schreibtische sind notig.

Lnf

2) = e

149




265/44. a)

b)

P(X = 6) = B(50; 1iy: 6) = 0,15410

P(X < 6) = F$2(6) = 0,77023

P(X z6)=1— FY(5) = 0,38388

Das Ereignis besteht aus all den 50-Tupeln, die genau 6 aufeinanderfolgende Einsen
enthalten. Davon gibt es 45.

Somit hat die gesuchte Wahrscheinlichkeit den Wert 0,1°- 0,9%* - 45 ~ 436 - 10",
1. Art:

Die 6 defekten Sanduhren kénnen auf (3) Arten auf die 50 Plitze verteilt wer-
den. Dafiir, daB sie eine Kette bilden, gibt es 45 Maoglichkeiten, also hat die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit den Wert

45

S kB o S g, - 6
750y — 15890700 — 1059380 ~ —R} 10 -
{ G
2. 3’\1’1:

G = »Genau 6 defekte Sanduhren in der Sendung«
A := »Die defekten Sanduhren folgen aufeinander«
P(GnAd)  0,1°-09*-45 45

P A4y = AL VA i SRR
6\4) P(G) 0152005 il

Aufgaben zu 14.5.

266/45. &£ X

n

= Y k(p*q"* =
k=0
=np Y E@p "k =
k=0
= np Z {ﬁ_}”}i--lqn 1= (e = R
k=1

=npp+q) " = np.

VarX = % (k—np)2()p g™ * =
k=10
= E Ill\.'.‘,{:j pqul- k = 2”}} Z If\‘_.}:}f']kf)'" — k i HZFL‘ L {:} qun k e
k=0 k=0 k=0
= Z .l'({:"J'J-Jr‘;?k-q""""—1-}!2-}';'“"—!—:::-;}2-| =
k=1
n="1
=np ¥ k+D(CNprg ! *—n?p? =
k=10
=np((n—1)p+1)—n?p? = npg.
266/46. X ' &X Var X | ag(X)
4 4 2 | /2 = 141
B 8 4 2
GEE 80 40 21/10 ~ 6,32
e e o8 | 2510 500
E- 55 3 3 11/5 = 0,75
F i 15)/210 =~ 0,81
G iSe0 23200 371/38 = 5,00




G nimmt beim Einsatz von § DM die Werte 0, 1, 2,...,n an.
Beim Einsatz von 1 DM nimmt »Auszahlung« die Werte 0,2.4,...,200 an, was
nicht der Wertemenge einer binomial verteilten ZufallsgréBe entspricht.

S 266/47. A: —2= .6, = — 12 /300, ® —0365 0,
=7 4 1 30
16 — 17 Sy e =
B: —— 0y = — 57 |/ 25505 = —0,626" oy
ver- 10 |/ 255
ge- Beide waren schlechter als normal: A war relativ besser.

266/48. a) np = 8,1
Anpg = 1
g=09 =p=10l
An = 81

b) g =01 = p=09; n = 81
¢) g =07 = p=103; n=27

266/49. np = 32 Anpg =256 <= g=08; p=02; n=16
a) P(X =3)=(9)-02%-08" = 0,24629
b) P(X = 5) =(}?):02°-08" = 0,12007

c) P(X =9)=(H)- U’” 0,87 = 0,00123

: : fuiiatbal
d) PR<X<8)= l ) (1 Bl

i=3
Die miihsame direkte Berechnung kann durch Verwendung der Rekursionsformel

.f\
erleichtert werden: B(n; p; k) = i ; *’ B(n;p; k—=1).
i

Mit r, = ; ;

ergibt sich

B
PR<X=8= ) B(16;75;: k) =
k=3
= B(16;%:3) (1 +r4 tl +re(l+re(l 47,1 +rg))) =
(1602083 (1 4+ 221+ - 401+ %A+ 21 +5- D)
Berechnung mit dem Taschenrechner von innen her ergibt:
P(2 < X < 8) = 0,64668.
e) P(|IX —32|<32)=P0<X<64=P1=X<6)
Da das Maximum von B(16; 0,2) bei [(n + 1)-0.2] = [3.4_] = liegt, wendet man
der Genauigkeit wc;,cn die Rck11r°.i0nsibrmel nach beiden Seiten hin an:

Pl=X=6)= Z B(16;0,2; k) =

k=1
— B(16 }[t (]-1 1)4 (1+r4t1+r5[1+r5}]]|—
Fa \Fa ;

3.4 (24 B 1
cl wadi S UGS N 1Y (1 + 5 7 Gy
B{iﬁ-—,.q} 14 15 1 ]) | (]+ |(;,1 (1 ,_4”
= 0,94520




266/51.

266/52.

267/53.

267/54.

266/50.

| Schock = 60 Stiick
a) §X =40-5 =2
o =|/40-0,05-095 = |/1,9 ~ 1,38
b) P(X =5) = 1 — Fy5s(4) = 0,04803 < 5%.

Dorothea hatte Pech, da die Wahrscheinlichkeit unter 5% liegt.

Es liegt jedesmal eine Bernoulli-Kette der Linge 2000 vor. Dabei gilt:

Treffer an der i-ten Stelle

= Wurf Nr. i enthilt | P ¢ (Treficranzali)
a) kein méinnliches Ferkel =t : 195~ 2
b) mindestens 1 ménnliches Ferkel Fa s 1998,05 ~ 1998
c) | oder 2 ménnliche Ferkel 1093 + To37 681 ~ 107
d) genau 2 mannliche Ferkel s 2825 ~ 88
e) genau 5 mannliche Ferkel Sk , 1875 ~ 492

a) X := Anzahl der Treffer ins Schwarze
P(X =z8) =1— F 3(7) = 0,67780
b) G := Gewinn in DM bei einem Schuf}
&G = —200-02 4 10008 = 40.
Bei 10 Schiissen kann er damit rechnen. 400 DM zu erhalten.
Oder:
EX =np=10-08 =8
Zu erwartende Geldsumme: 8- 100 DM — 2-200 DM = 400 DM.

X := Anzahl der Midchen
Q) £X =8-3=4
b) P(X =4) = (1)3)°® = 3% = 35 = 0,27344
c) X = 8-0,486 = 3,888
P(X = 3,888) =0

d) In Aufgabe 262/10 war nach der wahrscheinlichsten Anzahl von Midchen ge-

fragt.
. : 8—8.5 ;
l. Wettbewerb: - —— g1 = — 0,443 ¢,
25 /510
S By M i
2. Wettbewerb: o l.._'?” g; = —0,5420,
3 1/0c
s b T L By =] -
3. Wettbewerb: —— g3 = —0,62604
'.1e_| I 255 :

Der Schiitze war immer schlechter als normal und wurde von Wettbewerb zu Wett-

bewerb schlechter.

- X == Anzahl der Exschiiler, die ins Schwabinger 11 Mulino gehen

a) £X =30-4 =10
b) P(X >20) = 1 — F3°(20) = 0,00004
3

€) P(X =0) = F°(0) = 0,00001; genauer: P(X =0) = (39)E)°3)*° ~ 5.2-10

L
3

]




P(X = 30) = (30)3)*°3 1“ —3739 54910715
d) 1) F(X = 13) = .r'1m : rm“'l] =

= DUIEJ'W — UHH‘)LJ = 0,07624
2) B(30:p:13) =G9p (1 =p)20% 12

d y -
30: p: 13) = 30y 12 ot il 16111 1l _q7

5 B(30; p; 13) = (13)p"'“(1 — p)*°[13(1 — p) — 17p].

Da B(30;p:;13) =0 fiir p=0 und fir p =1, liegt das Maximum bei

13(1 —p)—17p = 0, also bei p = 13.

hl)
267/56. a) £ X = 200-0,04 = 8
VarX = 200-0, 04 0,96 = 7,68
8 a(X)=/768 = £1/3 ~ 2,77
Y =200— X
Y = £(200—-X) = 200 — 8 = 192.
VarY = Var(200 — X) =
= Var (200 +(—1)X) =
= (—1)* VarX = 7,68.
a(¥) = /7,68 ~ 2,77
Pu—c<X<u+0)=P6<X<10)=
— f'f;m l” frff?ffﬂ"d =
= (),63433
b) Die Anzahl X der defekten Werkstiicke ist B(x; 0,04)-verteilt.
959 Sicherheit: 90% Sicherheit:
P(X = 0) =095 P(X=0)=09
= (,.96™ = 0,95 = (0.96" = 0.9
2 lg 0,95 s [L 0.9
= 10,96 T 7= 120,96
== .25%, - n=<258..
ge-
Man darf hochstens 1 Werkstiick Es diirfen hochstens 2 Werkstiicke
entnehmen. entnommen werden.
267/57. a) Bei zeilenweiser Ablesung ergibt sich, in 10er-Spalten angeordnet:
i 3 0 | 3 | i | 20 )
1 1 2 2 0 1 | : 4 3 3
Sa¥ R S8 R B L G i e L e
I I el Rl e e T 3 2 3 2
g restel vy s v S 1559 G S5l S
it v 2 b il et gl Easa et 307l S
I M O M e v L B B
2 IS el S S SRS R e
3 3 3 3 2 3 2 0 i I
2 1= 2 0 2 4 1 2 3 4
a [ 0 | 2 3 4 5
6 hioo(d = a) 01, “0.27. 7703 “023 10,09 001




267/58.

267/59.

268/60.

p=EA=1-0274+2-03+3-0,23+4:0,09+5:0,01 = 1,97

b= f; = 0,197

b) Das Maximum liegt bei k = [(10 + 1)-0,197] = 2.
Ausgehend von B(10;0,197;2) = 0,30190 errechnet man mit der Rekursions

formel
I B(10;0,197: k) k j B(10; 0,197; k)
0 0.11147 5 ' 0,02496
1 027347 6 0,00510
2 0.30190 7 0,00072
3 0.19750 8 0.00006
4 0,08480 9 0.00000
a) n T PXz1)=1—(1—p)
1) 2 0.01 0,009975
2 3 0.3 0,271
3) 3 [ 0,03 0,029701
b) P(X Z1)=1—-B(n; p;0) =
o S e s T
=Sy (1 J?) i
(n\ [ u\*
L e o e b
f ( Ej ( H) &
o SR N LSSl

W

¢) P(X 2 1)~ 100 zg55 = 0,05
Der Taschenrechner liefert P(X = 1) = 0,04878.

a) np = p A np(l —p) = o?
s p=flm i gl S % falls n &0
7 U—a*

b)0=p=1

o
*::»U;:-“—-ﬂﬁ =<1 ::»IHBGI

¢) Da —* __eN, muB u— o Teiler von u* sein.

fL—a

und

52-i-;r

0=p—30<p+3c=n Beistrenger Auffassung von »zwischen« ohne

<3 [.."'n;}[] —p)=np anp+3 |__"£F-?J.I'H'i — DI =h

C = C
< 1= 2l -fr-J-} AR Z- ﬂ”

P l—p
Also n = max j 91— p) 12h5 L
Je=E L —p|
P 01 20103 04 05 06
A BT ar T G A
J:Z’T{g 82 0 W22, 14 210 14

07 QR
21 36
22 37

0.9
81

82

Y
F

2

—-Zeichen!




268/61.

ons-

268/62

268/63.

hen!

iFiirn=1 g

a} PO=Ai= 1) = l ::}J "'{;}[(:} =+ 20}] 2720 = Iﬁt;-lt-’ﬁﬁﬁ 16

Die Einsitze miissen im Verhiltnis 520676:527900 = 130169: 131975 wverteilt
sein, also ungefihr gleich.

b) Einsatz im Verhiltnis P(X € [): P(X ¢ 1)

n I'=[p—o;u+oa] Einsatz

10 [4; 6] 672:352 ~ 19:10

200 | [8; 12] 772616:275960 =~ 28: 10

40 ‘ [17;23] 804636626820 : 294875000956 ~ 27: 10
100 | [45; 55] | 0,72874:0,27126 ~ 27:10

ilt: B(1; p; 1) = p wird maximal fir p = 1.

gl
Es sei n = 2.
B(n; p; 1) = np(1 —p)" ™ '; D=0

—:— B(n: p; 1) =n(1—p)* ' —n(n—1)p(l —p)" % = 0;
ap

o —nl-p"2(p-1H=0
< p==+v(p=1,fallsn>2).

Da B(n; p: 1) in [0;1] echt monoton steigend und in [}; 1] echt monoton fallend
ist, ist (+|B(n; +; 1)) Hochpunkt.

& (Anzahl der Treffer) = n-+ = 1.

_ lyn
lim B(n; ;1) = lim (1 —3)"~ ' = lim ---—l— } =¢g !

n =+ n—+o A=+ = rr

a) Q = {00, 01,02, 10, 11, 12, 20, 21, 22, 30, 31, 32}
b) A = {10,20,21,30,31,32}, B={01,02,12}, R = {00,11,22}.

) | 00 01 02 10 11 12 200 25 220 3 “W_I 32
Plo) | & % & & & & ## & = # H

Da die Elementarereignisse verschiedene Wahrscheinlichkeiten besitzen, liegt kein
Laplace-Experiment vor.

d) P(A)=3+3+6+1 1 +24+1) 35 =3
PB)=(Q2+1+3)4 =15
PR)=(1+6+3)3 =15

Bernoulli-Kette der Linge 3. A, := Remis beim i-ten Spiel

P(»Von 3 Spielen enden genau 3 unentschieden«) =
31533 0 125 £
= (JH'TE} 113} = 4096 — 0,03052

€ x o B |

P : 3 Eoa
Wix) | i6 r5 i

=

P(»B verliert nicht) = P(X £0) = F(0) = 0,5
155




f)

g)

h)

268/64. a)

156

1. Art: Da Remisspiele nicht gezdhlt werden, gewinnt A 8 von 11 Spielen im Mittel.
Also P(»A wird Sieger«) = 7r.

2. Art: In % aller Fille tritt Remis ein; dieses Remis gewinnt A mit der Wahr-
scheinlichkeit 0,5, und in % dieser Fille gibt es wieder Remis usw., also

. L i
P(»A siegt) = 53 + 3 (%) + ;if},} Fit=y ] S 1T -
— 16

Gewinn y —15 10
P(Y = ) I-’r]. E"i]

EY =(—15) 5 + 10- & = 33 =32&. Das Spiel ist nicht fair, da £Y =+ 0.

Q' := Menge aller 5stelligen Dualzahlen: dabei bedeute 0 Remis, 1 Entscheidung.
Q'] =2° =32

5 ! 1 2 3 4 5
we | B &H G H @R @R

S =) k{6 -G ' +5: () = BYL ~ 1.4502.
k=1

Im Mittel 1st nach 1.45 Spielen die Entscheidung gefallen.

8
Unter Verwendung von » nx"~' = ToaF (siehe 226/22) erhilt man
n=1 S
o 1 =
11 GG et T o B | s 1] =~
"(’S=|{1 Z k i6) 16 1= =) _Iel_1 )
k=1 16J

Qy={—1]=1]—1, —1|—1]+1, =1[F1]=1, =1)+1]+1, +1|—=1]—1;
+1 =1 +1, +1]+1| =1, +14+1|+1)
Qp = {01010, 0]0| +1, 0] +1]0, 0] +1|+1, +1|0]0, +1|0|+1, +1]|+1]0,

+1|+1]+1)

w0, e e U e e I e o e 108 L
P.({w.}) 27 o =5 5

Wy +1|—1|—1 +1|—=1]+1 1| +1]—1 +1|+1|+1
Fi( { Wy ]I] T’.'z'.-' 2_4" 24¥ ZH“-

@s | 0[0]0  00]+1  O|+1]0 O] +1]+1
Fa({wg}) 312 3 5 313

@p | #1010 +1]0[+1 #1410 +1[4+1]+]
Pg({wg}) 54152' 5T|51' 5?153 1- 12;




thr-

b)

d)

£

S

Wy A (wa) Wy B (wg)
S =1=1 3 0]0]0 —3
—{]=1]+1 =] 0]0] + 1 —2
T e o 0] +1]0 3
Siilstil==1 = +1/0]0 9
~ESTES 1 0 +1]+1 ]
ST ] 1 +1]0] 41 o
+1|+1| =1 l +1|+1]0 — ]
] e 3 st [ 5 0
a -3 — 1 I 3 b -3 =2 —1 0

Wy, () 77 Y 2 Ws, (6) i w3 i O

0 fir xe]—oo0; —3[

L fir xe[—3:; —1[
Fix)= 1+ fir xe[—1;1]

12 fur xe[1;3]

1 fiir xe[3; +oof
P(A4;>0)=1—-—PA;£0) =

=1—-F(0) =

=1— 37 =

— 0

== ]
P(A; = B3) = P((4s = —3ABy = —3)v (43 = —D) A By = —1)).

Wegen der Unvereinbarkeit dieser beiden Ereignisse und der Unabhingigkeit
der ZufallsgroBen 45 und B, erhilt man

P(dy = B3y) = P(43 = —3)- P(B; = —=3)+ P(dy = —1)- P(By = —1) =
= gl-? 2 _q:]'?_i_ -+ jo? > ':'T': =

= 51
= 312

Ungerade Schrittzahl = Anzahl der Plus-Schritte Anzahl der Minus-Schritte,

also Ausgleich unméglich.
P(4;,=0A B,;, = 0) = P(4,,

= [GHE)" B)"]-@*" =
E(B;) = (=3)&5 + (=213

512

Allgemein ;

1) & Ay
1".,—1!1: },-I- = 4{ i :‘
\ e
Wy (x) 2 !
Sy =)t + 13 =1

= 0): P(B,, = 0) =

J cln

(2Zn =

l-n]'jﬁr 1f1|

1% +3 % =]
225 g

(—L)55% =5~

falls A in der i-ten Sekunde nach rechts geht
falls A in der i-ten Sekunde nach links geht




k
4, = ) X;, also

i=1

i k
s4,=6(Y X)= 3 &€X, =1k

i=1 i=1

2. Art: Z, = Anzahl der Schritte, die A in k Sekunden nach rechts geht.
Z, ist B(k; %)-verteilt.

Da 4, = 2Z, — k ist, erhilt man

84, =28Z,—~k=2-2k—k=1k

2) B,
B, + k hat die Wertemenge {0, 1, 2,..., k}. Ferner gilt
PB.+k=i=HE)GE*"'=Blk: 2.

Also ist By + k binomial nach B(k; §) verteilt.
& (B, + =k -;1
EB,+k) =&B)+k |

= £(B) = —3k

269/65. a) X := »Lieferung stammt vom Hindler X«; X € {A; B}.
4 :=»Die Packung enthilt genau 4 Nicht-L-Tetraeder«

e 3 S
) ”\H) 3 B(20; 754

P(4) = $ B(20; {5; 4) + £ B(20; %: 4) ~ 10,0%
P(4n4) =0 3 B(20; '_5'1'!‘}1 4)

P(4) 3B(20;75;4) + $B(20;35:4)

R 1l 0,75 - 0,08978 1/

0,75 - 0,08978 + 0,25 - 0,13042

b} 14{.«‘“ =
-~ 67.4%.

269/66. a) Da dem A noch @ und dem B noch b Partien bis zum Sieg fehlen, ist das Spiel
spatestens nach a + b — 1 weiteren Partien entschieden.
Weg nach Fermat:
Die fehlenden a + b — 1 Partien werden als (a 4+ b - 1)-Tupel aus {0; 1} darge
stellt. Dabei bedeute 1 an der k-ten Stelle, daB A die k-te Partie dieser a + b —!
Partien gewonnen hat. Sieger wird A sein, wenn er von den a + b — 1 Partien alk
bis auf hochstens b — 1 Partien gewinnt, Fermar zihlte dazu diejenigen Tupel ab
die hichstens b — 1 Nullen enthalten. Es gibt (“*2~') Tupel, die k Nullen ent:
halten. Die Wahrscheinlichkeit eines solchen Tupels ist p**b=1=kgk Somit wird
A mit der Wahrscheinlichkeit
=1

[n - i: I}f}“ i —I.qk

k=0

Sieger.

Multipliziert man den Einsatz mit dieser Wahrscheinlichkeit. so erhilt man den

Anteil von A am Einsatz.




den

Weg nach Pascal:

Pascal geht rekursiv vor, indem er den Fehlstand (a|b) auf die Fehlstinde
(@— 1|b) und (a|b— 1) zuriickfiihrt, die nach der ersten Partie der noch fehlen-
den a+ b — 1 Partien moglich sind. Das Spiel ist entschieden, wenn eine der
Fehlstandskoordinaten den Wert 0 hat. Man zeichnet nun, vom Stand (x|f)
beim Abbruch ausgehend, alle noch méglichen Verldufe in einem Koordinaten-
system. (Vergleiche auch das Schema auf Seite 238 des Lehrbuchs!)

1 : :
Gewinnpartien von B

Entscheidung nach
 Pascal
© Montmort

0 lalb-2)¢——1—

E lalb-U3——7 =) q> et
[}ﬂ e |8 _._@;J__.

-
=
J o~
)
Gewinn-
Ll T L ¢ T T L] L r} T L] 1 LI E purtien -
" a- siv——b - von A

Man erhilt das Schema des Pascal-Stifelschen Dreiecks; die Gewinnpunkte lie-
gen auf der (¢ + b — 1)-ten Zeile. Die ersten b von rechts unten nach links oben
verlaufenden Punkte sind Siegpunkte von A. Der k-te Punkt wird durch
a + b — 1 — k Schritte nach rechts (Wahrscheinlichkeit p) und k Schritte nach oben
(Wahrscheinlichkeit g) erreicht. Somit betragt die Wahrscheinlichkeit, den A‘—_l:—:n
Punkt zu erreichen, (¢*¢ Y)pe*P~! ~kgk Die Wahrscheinlichkeit fiir alle Sieg-
punkte von A hat demnach den Wert

P(»A siegt«) = hZ] (et Erlypatb=t =tk = Spae o e R L)

k=10

Alle anderen Punkte sind Siegpunkte fiir B, also

at+tb—1
s = P o SR | +h=1= K
P(»B siegt«) = L G2 ipts “q* =
k=h
et ! ; o
Bl a+ b 1 a -t - { - =
= }-. i\u :,l;.f-|--;;}p 455
k=b
a—=1 : h—1 5
= oy i a+b = =
— L l-[u.fé 1]!]1(!1 [} 1 1211"” {“1_]_]_
i=0
bk A . o im * < e T o POy O — —-l—'
Fiir gleich geschickte Spieler vereinfacht sich die Formel wegen p = g = 3 ZU
bl
= +b—1) Y radb=1
P(»A siegt«) =274 L Z g
k=0

Weg nach Montmort: . y :
A kann auf folgende b Weisen Sieger werden. (Vgl. das Schema beim Weg nach

Pascal.)
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1) A siegt nach genau a Partien. Das geht auf eine Weise mit der Wahrscheinlich-
keit p°.

2) A siegt nach genau a + 1 Partien. B gewinnt eine dieser a@ + 1 Partien. aber
nicht die letzte. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist (**171)p%q.

k+41) A siegt nach genau a+ k Partien. B gewinnt k der g + k Partien. aber
nicht die letzte. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist (** ¥ ~1) p® g*.

b) A siegt nach genau a + b — 1 Partien. B gewinnt » — 1 dieser @ + b — 1 Partien
aber nicht die letzte. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist (**2=1 1) p%g?

Da diese b Ereignisse unvereinbar sind, erhilt man die Wahrscheinlichkeit fiir den

Sieg von A durch Summation dieser Wahrscheinlichkeiten. also

b1
PA siegt)= pf= Y (¢TE-1) gk,
k=0

Weg nach de Moivre:

Die Geschicklichkeit von A verhalte sich zur Geschicklichkeit von B wie u:1
5

Uid-v

Die Wahrscheinlichkeit, da§ A oder B eine Partie gewinnt, ist 1 = (p + ¢). Damil

ist die Wahrscheinlichkeit, dall das Spiel nach a + b — 1 Partien entschieden ist,

gleich 1 = (p+¢g)*tt1,

Nun gilt wegen der Unvereinbarkeit

P(»A siegt oder B siegt«) = P(»A siegt«) + P(»B siegt«) = (p +¢)**? 1.

Entwickelt man dieses Binom, so erhilt man

Dann hat p den Wert ”i: — und ¢ den Wert

a+b—1
{}” 4 q}t.- =l Z t“ 1 ;:— ]]F“ it B n'\qk_
k=D
Fiir den Sieg von A sind all die Fille giinstig, in denen k héchstens den Wer
b —1 hat. Somit bilden die ersten » Summanden der Entwicklung die Wahr-
scheinlichkeit fiir den Sieg von A, d.h.,

bi—1 h=—"1

. 7 4 — + | } - F I—l‘..,l.
Ph"aﬁ\ Sll:gi«} = T t” E ].]pﬂ h—1- F\qk <5 s - '~>_' ‘.‘J ! J-J_ i}”u b—1-k

k."—_..ﬂ (4 !._}:’J' b=1 k?‘n k
Die Anteile verhalten sich also wie
i-\:__l ’ o i 1 ;
').—. {u':: I:IHH-H—] kl'"l' 71 Z ta!;’:-I.]”k!.ﬂ'h'-]"k.
k=0 k=0
I. Pacioli a=1;: b=4 = g+b—1=4
3 b
Verhiltnis = 3 (}) : ) (D =(14+4+6+4):1=15:1
k=0 k=0

II. Cardano
Da=3 b=1=g4+b—1=3
0 2
Verhiltnis = Y (3): Y Q=17
k=0 k=0

2)(1'_-?; b=4 = g +bh—1=10

a3 (5]
Verhiltnis = ' (1) : Y (%) = 176:848 = 11:53

k=0 k=0




lich- IIl. Tartaglia
Da=1,b=3 = a+b—-1=3

aber =S e D 2 AL v
Verhiltnis = Y . (): 3. () =17:1
k=0 k=0
aber 2)a=10,06=30 = a+b—-1=39
29 9
Verhiltnisi= "3 (A% F ) =
: k=I( k=0
tien, 5 39 9
; i 3G
=t E: = E 13*)}} . Z {k}] =
{ k=30 k=10
< (’_‘I\‘-SJ . }_. f‘ii::l”: l ‘.MI =
k=0
39
= = — 111 =
ST
k=0
il

= (549755813888 — 292750368):292750368 =
549463063 520: 292750368 =
mi = 17170720735: 9148449 ~

i ~ 1877: 1
3)a=50,b=60 = a+b—1=109.
59 449 g -
Verhiltnis V l (A03yi: YR = Fl2°(59) & £ 22 (49).
k=0
Mit Hilfe einer Rechenanlage erhilt man hierfiir
v V =~ 0,83091:0,16909 = 83091: 16909 ~ 4,91:1
Jert
ahr- Grobe Niherung:
Eine nach B(109;1) binomial verteilte ZufallsgroBe hat u = 54,5 und
g2 = 27.25. In der Tabelle ist B(100; %) zuginglich.
Kyl Wir nidhern an

F9°(59): F3%(49) =
 Fy 32(55): Fy 37 (49) =
~ 0.86437:0.18410 = 86437 : 18410 ~ 4,70: 1

Mit Hilfe des Integralgrenzwertsatzes:
Fy3°(59): Fo5”(49) =

(/1]

i

e
e

(’ﬁ‘) ﬁ4ﬁ|[}\) f(4u—-4-- 0.5)

/27,25 /2725

~ (0,9578262852) : &(—0,9578262852) ~
~ 0,83093 : 0,16907 = 83093 : 16907 =~ 491 : 1
IV. Peverone
ga=3.b=1=a+b—1=
R 2
Verhiltnis = Y (3): Y () =
=1:(I+3+3)=1:7.

161




162

Pascal

Dig = hi= 3_-:»:'5-5—;’?—!_;'!

[\
erhiltnis = ‘)71 y (Be={l+2):1 =34
k=0 :.‘Tn
2ya=1 b=3 =a+b—1=3
2 0
Verhiltnis = Y (3): Y @) =(14+3+3):1=7:1
k=0 k=0
a=2 b=3 =>a+b—1=4
- 1
Verhiltnis = Y (§): > () =(1+4+6):(1+4) = 11:5
k=0 k=0

NHa=1,b=n=ag+b—1=n
n—1 0
Verhiltnis = ) (5): Y () =2"—1):1
k=0 k=0

Sa=n—1,b=n; a+b—1=2n-2

Zum Beweis bendtigt man:

2r)! = (2n— 1)1 (2n)!! und (2n)!! = 2" n!
n—1
Anteil von A = 12: - ‘5 (2=ty
R =
T 0 1 =l ] 3 "...l ~ -
= 2~ (2n _1[2_, Z [..uﬁ 3 4+ -11 2, (.-,a.'j L” .
k=0 ,_u :
= 2 (2n l}_é Z {_.r -_P e } lz,. 2 :'=
TE'(EH 2I,]I(z [2“;_ .3} i Z [an :]}:
k=0 k=n-—1
= 2 {(2n—2) , i{ Z "‘n-—']:l P {”.l:_ l_?,” a

k=0

= 2 llu-!l__!; .(’Elu--l i '..z.i.i' — 2;' ‘) r
=) ((n— 1))
— .1 (zl + 3"!3!? 2) . E:” — '{]“ '“{.2” i :Jf'l '
R ((n— 1)!)* ) =
— (-1 Eo-Ealeti= )it 20 il = u!\) =

(n—1)! (n—1)!

I — 3)! :
:;,(]'5 Zn=3) = \J'_

(m— 1) 2r=1

£afpy @r=3>
T -21!!)'

LS

VI. Ausgehend von der 5. Zeile in der Umformung »Anteil von A« aus V.9

erhailt man

2n—2

y=(2n=2). 1 2n—2 2 23)

= 2{2 { k ]'_{n"I”:
k=0

) tzn—z\__é_{ziu 2 1.,m_ l)]]

|
ol
-
2
———
I =
L —
~
.1..
baf —
_:__IJ
]
“"-.__-_.-'/




de Moivre
a=4,b=6 =a+b—-1=9
p=1% g=%.
Verhiltnis = Fy 4(5): F5¢(3) =
= (1 = F54(3)): F56(3) =

= (1 — 194048y, 104048
== 50 <9 =

= (1953125 — 194048): 194048 =
= 1759077 :194048.
Nebenrechnung:
3
’J'” (J_{} T B‘)“ﬁf} =
|—t‘l

= (3)0.4° + (90,6 - 0.4% + (3)0,6% - 0,47 + (3)0.6” - 0.,4° =
= ] (22 +9-3-28 1 36- 32.27 4 24.33.96) _

=0

II. l}ff—]_h_: -'-J}ff-{-h I:E
e %
P(»A siegt«) = ;Hl—( DA+ DE' B =3 +4=3.
3
POB siegt) = G)3)? = 3.

Also ist der Einsatz im Verhiltnis 5:4 zugunsten von A aufzuteilen.
2 G B A pe— a+h—1=9
AT 5
P=%\4d=%-
b2
- 3 P g = .
P(»A siegt«) = Y, ()@ kR =

k=0

— F2(6) =

=5
=1-FQ) =

8
=1-[@ @+ @+ @] =
& [134217728 — 1953125 — 10546875 — 25312500] =

82405228
= |144°|"“""~a ~ 61.4%

P (»B siegt«) = Piisirak ~ 38,6%,
Aufteilung des Einsatzes zugunsten von A im Verhiltnis

82405228:51812500 = 20601307 :12953 125

V.3 M. a=1, =4, a+b—1=4
Annahme. daB u:v = 5:2. Damit wire der Einsatz aufzuteilen wie
3 0
oAy cd—kak. N (dyckod—k _
SIB o a Eaia
k=0 k=0

= (5% 4 4-5%2 4652224 4-5-2%:2" =
= (625 + 1000 + 600 + 160): 16 =
= 2385 -16.




Aufgaben zu 14.6.

e e
271/67. a) k, = [+ p] PSS it
< —1<k,—pu=s1 | T R e
. ' kot ky HoT
= |k, —pu|=1. (¥ 4 5 il
Fiir |k, — p| > § ist k,, nicht das nichstliegende k.
Die Bedingung lautet also: |[np + p] —np| > 1
b) Aus (*) von a) folgt die Behauptung.
. f ) 1 —2p ; ;
271/68. a) Schiefe = = mit o0
i
9] *
=P 20« 1-2p20<=32p
a
N D<p<i
also Schiefe 2 0 <« | ﬂi} 3 ]
b) Schiefe von B(n; p) =
_1=2p =25 1 —2p i
? Vapg  /np(l—p)
Schiefe von B(n; 1 — p) =
— . L=2E=p) S l=242p = d--2p
/n(l—p)(1—(1—p)) ],"np{I —p) I/ np(l — p)
c) Schiefe d) »n ; Schiefe
p exakt gerundet | ; 1.5
. 2 : : 4 i 0,75
”' : 0‘66? 9 | 05
he OEICE 0,375 16" | 0375
0.3 21 |/ 21 ' 0,218 25 | 0,3
0.4 35 )/6 0,102 6o | 01875
0.5 0 0 100 0,15
0,6 —2)/6 -0,102
0,7 —Zp/21 | -0,218
0.8 —3 i —0,375
0,9 —2 — 0,667
271/69. PX=sx)2zpaPXzZx)=1—p
<> PX=x)2paAPX<x)<p
<> Fx)zpAaP(X<x)=<p
a) p Median | 1. Quartil | 3. Quartil 90%-Quantil
0,1 1 1 | 2 | 3
0,2 3 2 4 ‘ 3
0,3 3 4 6 7
0.4 6 5 [ 8 9
0y 8 ' 7 9 : §
0,6 10 _ 8 11 12
0.7 11 10 _ 12 13
0.8 3 12 _ 14 ' 15
0.9 15 14 ' 15 16
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Median

(
1
100 2
S |
| 035 |
0.1
100 0,9
200 | 06

Aufgaben zu 14.7.

211/70. a) r = 30, 5 = 20,
1) ¢c=10°
Bestimmung von v,
lg (20 —1)-10° >
lg(30+1)—1g30

vy = (301 +

Bestimmung von v,:
lg30-1)-10° =
g (20 + 1) —1g 20

vy = | 211 + -

Somit n
¢ = 10*
lg 19 - 10*

lg 31 —1g 30

v, =(i3?1 ;

1g 29 10*

lg21 —1g20

o

fad L Ld b e

=
S [ S R e B

Lh 00 Lt

== my =301

0=247274...

= M, = 211
j-ﬁ(] = 25550

min

3. Quartil | 90%-Quantil
0 i 1
1 | 2
3
5
8
17
25
3. Quartil | 90%-Quantil

5 | 6

6 8

92 94

125 129

3) o= 10°

lg19-10° _ 4409, = m, = 441
g 31 —1g 30

Y - AL ]"-
Vi (44a + -‘0“44( )

1g29-10°  _ 3049 . = m, = 305
lg21 —1g 20
vy = (305 + ol G )50 = 36964.2...

£

21
also #,, = 36965,

Bernoulli selbst gibt n = 36966 an.

b) Die Ergebnisse aus a) scheinen Bernoullis Behauptung zu bestitigen. Ein allge-

meiner Nachweis stoBt wegen der notwendigen Aufrundungen auf natiirliche
Zahlen auf erhebliche Schwierigkeiten. Mit einem programmierbaren Rechner
erhilt man ohne groBen Aufwand die folgenden Tabellen fiir ¢ = 10% Dabei

bedeute d die Differenz aufeinanderfolgender n,;,-Werte.
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¢)

r= 3. s =

ohn b

[ B =l RS |

I1
2
I3
14
15
16

00 =1

Bt
[ I =

Mok R MM RN NN
o1 AL P Ul B

B
o

Lad
o

20

N min

5

I

=)

b LA

0
3

ad b

5
36965
42793
48500
54208
59915
65622

]

71450
77158
82865
88572
94279
100 108
[05815
111522
117229
122044
128765
£34472
140218
146059
151817
L57575
163333
169173
174931
180689

Interessanterweise wird

lich durch

v

und ab k = 23 aber durch v,.

F=300, s =200

1) ¢ = 103

g199-10°
lg301 —1g300

A (366? +

12299 10°

1g201 — 1200

Vo = [ 2528 p

= 2527.9... = m, = 2528

200 - 3666

301

Zu ¢): ¢
d )

3
5708 4
5707 5
5828 6
5797 7
5708 8
5707 9
5707 10
5828 I1
5708 12
5707 3
5707 14
5707 15
5829 16
5707 17
5707 18
5707 19
5707 20
5821 21
5707 22
5707 23
5707 24
5707 25
5707 26
5707 27
5707 28
5707 20
5707 30

min anfing-
, bestimmt, bei k = 20
3666.3... = m, = 3667

)-snn — 30514401

P A R S

300 - 2527

201

= Hmin = 3 149821

2) ¢ = 10*

1g199- 10°*
lg301 — 1300

i = (4359 L

5

200 - 435

) - 500 = 31498208 ...

3.0 = my = 4359

3) 500 = 36273405 ...

M min

3149821
3725598
430137

4875903
5451680
6027456
6601986

7177762

7753538
$ 328 068
8903844
9479620
10054 150
10629926
11205702
11780232
12356008

12931784

13506314
14082090
14657866
15232306
15808172
16383948
16958478
17534254
18110030
18684 560

575776
574530

i i ke
515770

575776

574530




1g299 - 10*

. = 2989,6... = = 29¢
lg201 — 12200 WO =t )

00 =37253597.0....

Ln

, = (29904 300-1939)_

. 201
— 3725598 = 3149821 + 575777.

B c=10"
1g199 - 10° :
ToAn — 5050.2... - _ 505
B = e 5051
2005050
i)

== N

v = (5051 + 500 = 42032408 ...
lg299 - 10° ;
= = 3451.2... = )
lg201 —1g200 494 = my = 3452

300 - 345
'{ul{hdﬁl\) 500 = 4301373,1...

v, = (3452uy :
— 4301374 = 3725598 + 575776.

= ”min

271/71. a) Nach Satz 212.1 gilt £X = pu.
Nach Satz 212.2 gilt ¢(X) = Iﬁ .

/n

Eingesetzt in Satz 184.1 erhilt man

2

; e Var X - :
P(lX —&éX|za) = “a'x o P(X—plza) 2 .
a? na*

b) Aus a) folgt P( X—ul<az=l- :T‘r-_j-- und damit
M

lim P(| X —p|l<a) =1.

n-s

Das heiBt. das arithmetische Mittel von gleichverteilten, paarweise unabhéingi-

gen ZufallsgroBen konvergiert stochastisch gegen den Erwartungswert der Zu-

fallsgrofen.

Dieser Satz ist die Grundlage der MeBtechnik. Nehmen wir an, eine physikalische

GroBe g soll bestimmt werden. Dann fiihrt man n Messungen unter gleichen Be-

dingungen aus. Die erhaltenen Resultate x; sind Werte der paarweise unabhingi-

gen Zufallsgrofen X, :=»MeBwert des i-ten Versuchs«. Wenn in der Messung

kein systematischer Fehler steckt, dann ist & X; = EX; =...=6X,=8

Auf Grund des Gesetzes der groflen Zahlen ist man berechtigt,

o o o T SR S o S
= ~ g zu setzen.

. += Anzahl der Treffer beim i-ten Versuch. so ist X, nach B(1; p) verteilt.

Also £X, = p, VarX; = pq.

c) Ist X,

\_ ,;1; Y X, = H,. Damit gilt

i=1
P(lX —pul<a)z1-— .“___?
na-
< I =pl<a)=1= f‘:}_jl';
i

Ersetzt man a durch & so hat man die Form von Satz 248.1
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Aufgaben zu 14.8.

I p= =,
a) 1. Art: Losung mittels der ZufallsgroBBe S:= Anzahl der gezogenen schwarzen
Steine
&S =200-%2 =80
VarS = 200-%- & — 48
P(|S—80[<20)=1— P(|S—80| =21) >
=l 44451 =1t > %9, 175

2. Art:  Losung mitt

els der z_’uidllwm e Hsp0:
f}':!”?,rm E|§ o) —
= 1 — P(|Hypp E E—.’fj"'lf"i-
3.3
=1— 2e e -

200 - [2},‘”}* o

— =l 2Ol
= 441 25
=1 — £ > 89.1%

b) P(|S—80|<20) =

= Fy3°(100) — F7§°(59) =

= (,99832 — 0.00131 =

= (,99701 >

>9975%

2 .
2R, PUH.~ 3> 3= 2 3;?“ = I,"f —r,

a) rp,=125. Unbrauchbar!

E m}\i er hith man

P(|Hyp— 5| > 35) =

= P(l{6 — 5| > 35) =
— P(X — 12| > 19 =
=PX=<lvXz3=
=1—-P(X = 2)=
= 1 — B(10; J,.u) =
= 0,70929 < 71,0

b) rr = 62,5%,
d.h., die Wahrscheinlichkeit, daB bei 200 Wiirfen mit einem L-Wiirfel die relative
Haufigkeit fiir die Sechs Werte annimmt, die den Idealwert + um mehr als %
verfehlen, ist kleiner als 62,5%.
Exakt: P(|Hyp— 6> e

Pl X — 229 ~ 200y _
= 6

= 30
P(X>40v X <26%) =
F?°°(26) + 1 — F2°°(40) = 0,09454 + 1 — 0,91058 = 0,18396 < 18,4%.

6 {1

C] rp = I'}..\l:.l

Exakte Berechnung zu miihsam. (Néherungslosung in Aufgabe 317/49. a).)

272/74. a) P(1X — p| <005m) > 1 — 2.03-07 _ 84
(0.05R) T
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TZEn

tive

b)

272/75. a)

b)

c)

d)

272/76. a)

A
i
'-__._.-—l—-———-
\ ,f"'"
/ ~. e —_ I'schebyschow-Risiko ry
-
"’ --‘_-.—""—'—t--—b il ] = J‘-],-
0 ——
84 2-84 5-84
F 100 200 1000 1lso
1 084 042 0084 n % 10009 =30l 167
l—rp | 016 058 0916 n=200 = P(X—60 | 10) > 58%

— 1000 = P(|X — 300| < 50) > 91,6%

Bernoulli-Kette der Linge 10%°.
Treffer an der Stelle i = Molekiil Nr. i befindet sich in der linken Hilfte: p =

, : 1 oy
P(|H - %| > 0,0005) < ey
( 2| > U'O(_( )= 410 -0,0005°

Das Ergebnis besagt, da} man dieses Ereignis kaum je beobachten wird.
Bedeute Z :— Anzahl der Molekiile in der linken Hilfte, so ist Z nach B(10%°; 3)
verteilt. Gesucht 1st

x):,.]u'zvl ( \)“_125 _5.q024

PZ =73 1023) = (_10"- )(
5
= (_{FU[;J-H)'E 1025 _ 1912,

1024
(Niiherung mittels des lokalen Grenzwertsatzes. Siehe Aufgabe 313/14.)

b | =
o | =

Y := »Anzahl der Molekiile im winzigen Teilbereich« ist B ( n; hf—]-)-\-t.‘l teilt. Damit

Mo [ e
n-—2(1— --[-}-}
M H ) ]{]u i/

il

P(Y =102 - : L= 1 ”0) = ]U WEgen ny <.
(1Y —ng| = ny) = (10~ HnJ Hg ( n., o g E
. 10° .
0.5 < E < Ny <2 10°
0

Unter Normalbedingungen enthalten 22,4 dm? 6,02 - 10** Molekiile.

- B L
2 iU .224-10°cm?® = 421 107> cm = 421 nm

l.-f" 6.02-10%3

Oder:

pV = nokT £ = ol O,

= [ = ifr””; '[ = I-’f ll :;{;q 15 {;( N”]]O; »-J-KT 213K = 421 nm.
P(|H,—p| < 0,02) 290% 1)

< 1— P(H,—p|>002) =90%
= P(H,—-p|>002)=0,1 :

Nach der Ungleichung von Tschebyschow ist P(|H,—p|> 0,02) < 0002
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Also ist (*) sicher erfiillt, wenn 2
T {]J.UE_'E 0,1 = n=6250.

b) Da man iiber P({6}) nichts weil}, erhiilt man dasselbe Resultat wie in a).

¢) Da p+s pg im Bereich [0: 20%] echt monoton wachsend ist, ist dort
pg=02-0.8 = 0,16.
P(|H, — p| £ 0,02) = 909 ist nun sicher erfiillt, wenn

U[-) 15-22 <0, < n = 4000.
R=UUL

273/77. P(|H,— p| <0,01) =Z99% <« P(|H,—p|=0,01) 1%

o

Das 1st sicher erfiillt, wenn = 1% < n= 250000

4n-0,012
273/78. a) P(|lh, — p| <0,02) 2 60% < P(lh,— p| =0,02) < 409%,.

Das ist sicher erfiillt fiir

<409 s > 15625 S n. — 1563

4n-0,022 =

b) Allgemein: P(lh,—p|<e) 21— L9 > 60%,
&=
e Dl ety
P(lh, —pl<Ze) =1 == 60%
nline—
4
also n' = 4dn

Die Stichprobenlinge muf} vervierfacht werden: Pein = 6250.

273/19. P(lh,—p| < 45) 2 95% (¥

< 1= P(h,—p| > 55) 2 95%
= Pl:lf{“ — ‘f}! = flﬁj < Qn”

Da P(lh,—p|l=>45) < ist (*) sicher erfiillt, wenn

l
4n-0,05%"

1 < 5% <> n=2000.

4n-0,05% =°7°
273/80. a) P(|h, — p| < 0,05) = 959

o <> P(lh,—p| >0,05) <59
Das ist sicher erfiillt. wenn
|

T = 5% <= n=2000

b) P(lh,—p| <005 = 859, ist sicher erfiillt fiir

I 2
; — =< 15% < = 5 == R 7
4n-0052 = 0/ = N 26665 = n,, = 667
]
C) a = 5% = 5 > 12500
] } 4n-0.022 = o n=12500

; 1
4n- 0,022

15?(, < N _2'41{1(}‘;:' == 4167




173/81. a’ 10° 10° o
; 8 ‘i) I"“"l“"" i"ial-i'ﬂ-ﬁ.i
9 T T ® —t— T
10p 10 np n

Ist p der Anteil der Theodor-Wahler unter den 10000 Wihlern, so werden ihn
Jort also 10*p Menschen wihlen. Die Stichprobe (= Bernoulli-Kette) soll die Ver-

hiltnisse im kleinen wiedergeben. Bei einer Linge n werden ihn np = pu wihlen.

Bedeute X := »Anzahl der Theodor-Wihler in der Stichprobe«, so ist X' nach

B(n; p) verteilt. X soll von u um hochstens 157 abweichen, da ja 1000 Theodor-

Wihler 5 der Wihlerschaft sind. Also

P(X — p| £ 151) = 0975 (*)

< P(X — p|> 751 < 0,025.

Das ist sicher erfullt, wenn

RGeS 2000y = 0 1000,

(En)? = 4-G5n)?
b) 1) Nun kann p = 0,6 gesetzt werden. Also gentigl
n:06-04 025 < n =960
(o n)”
2) Da p+pgq in [4; 1] echt monoton fallend ist, ist (*) sicher erfillt, wenn
. & ¥
pa o 108 B o 1025 = n 2 640
(Fon)” (Fo 1)°

1382, P(|H, —p| < j) ?_2(--.”('11" P> )

<= | —P(|HH —p|= }) éjr'-P(;H"—m_} ij

\

- P(i!-;,,—m:}]);; < (*)
: i, L5 pi(e
: : )
Nun gilt nach Tschebyschow P( |H,—p| = j\ < “!l_
n- 3
Also ist (*) sicher erfiillt, wenn
ﬁff['_‘r-! 201l ns(14dpgt =10 L. 2= {1+ 0rs.
n —5 = = 1
Byirsy—"20=30

!
¢ = 10% = n = 600600 > 25500

¢ = 10* = n =6000600 > 31258
¢ = 10° = n =60000600 > 36965
2) r:s = 200:300

c=10% = n=60060000 > 3149821

¢ = 10* = n=600060000 > 3725598
¢ =10° = n=6000060000 > 4301374

273/83. a) P(|X — | <a) =99% < P(X—plza) = 1%

; ; 1 2~ 0K Akl - &1/
Das ist sicher erfiillt, wenn i <001 < a"22n <> a=>yn
!
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172

1)

2)

b) P

2)

n=>500; a=50]/5=1118..
Also |X—250|2a21118... < X <138v X =362

W

Das gesuchte Intervall ergiibe sich zu
[139; 361].

——50V5 —}~——50v5

X

| e
B8 139 n=250 3 3

Nun ergibt sich die eigenartige Situation, daf3 dieses Intervall bereits eine Un-
gleichung |X — u| <a mit a> 111 erfiillt, ebenso wie die Menge

1X|x =138 v x 2362} Losungsmenge einer Ungleichung |X — il =a mi
a> 111 ist. a

Nimmt a aber Werte aus ]111; 50]/5[ an, so ist fiir solche Werte nicht mehr

: == a0 B A : ; i
gewihrleistet, daB das Tschebyschow-Risiko ‘40(3 héchstens 1% wird. Wil
Ga-

0

man dies sicherstellen, so muBl die Antwort lauten: Losungsintervall fir
P(|X —250| < a) =z 99%; ist [138; 362]; denn zu diesem Intervall passen nur
Werte fiir a, die groBer als 112 sind, also die aus der Forderung »Tschebyschow-
Risiko =19« gewonnene Bedingung a = 50 |/5 sicher erfiillen.
Andererseits weil man aus der Bauart der ZufallsgréBe X, daf3 sich die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P(|X —250| <a) nicht dndert, wenn man a Werte aus
i€ 6 50]/5[ annehmen laBt. Es ist also aus dieser Kenntnis iiber X heraus
gerechtfertigt, als Losungsmenge der Ungleichung P(| X —250| <a) =99%
das kleinere Intervall [139; 361] anzugeben.

n=2000: a=100)/5 = 2236...

| X —1000| 22 =2236... <« X <776 v X = 1224

Wie vorher erhilt man:

Soll auch die Bedingung des Tischebyschow-Risikos erfiillt sein. so muf mat
sich »auf die sichere Seite schlagen«; die Lésungsmenge von

P(|X —1000| < a) =99% ist dann das Intervall [776; 1224].

Andererseits kann, aus der Kenntnis von X heraus. als Losungsmengs
[777; 1223] gewihlt werden.

X — |l za) = 1% ist sicher erfiillt. wenn

LS =
R 6% 2 n
-8 <001 & a®

—

a 36-0.01
B ot 0000 . 500

-

= 36 -_ﬂ"_.-ﬂl i es 6

3] 1 r 500 500
Somit | X — o B

A%

n=3

= 0< X < I—tifm

= | <X <166 = L = [1;166].

Soll das Tschebyschow-Risiko miterfiillt werden, so wihlt man L = [0; 167].

2 . 52000 10° 10?
n= 2000: e, = - AU
T e

103

Somit |X — 2900

6
)0 : (
P -L%: =N .-i.ﬂfj_‘ﬂ

< 167 < X <499 = L — [167: 499].

Aber erst fiir L = [166; 500] ist auch das I'schebyschow-Risiko erfiillt.




mil

nehr

Will

fiir
nur
how-

zhte
aus
“aus

ndan

ange

¢) P(|X —pu|<a) =299% ist sicher erfiillt, wenn
oL, ;
T 18770 < 0,01 < a®>=9n < a23]/n
a-
1) n = 500: a=30})/5=6708...
| X — 50| <67,08... & —17,08...< X <117,08... <= 0= X £ 117
= [0 117]

Fiir L = [0; 118] ist auch noch das Tschebyschow-Risiko erfiillt.
2) n=2000: a=60]/5=134,1

|X =200 <134,1... < 658...<X <3341... < 66 < X <334

= L = [66; 334].

Fiir L = [65; 335] ist auch noch das Tschebyschow-Risiko erfiillt.

273/84. a) P(|X — u| <a) =909 <> P(IX —pu| Za) = 109. Das ist sicher erfiillt, wenn

3 sep

a-

X — 40| <ATR.: « 22 in< X =578 = L =[23:57),

Ganz sicher geht man mit L = [22; 58], da dann auch das Tschebyschow-Risiko

erfiillt ist.

b) P(23 < X < 57) = F23°(57) — F#3°(22) = 0,99801
P(22 < X < 58) = F#3°(58) — F2°(21) =0,99889

¢) Pu—a=X=u+a)=97
< FiP(u+a)— F3S%(u—a' —1) 290%
Aus den Stochastik-Tabellen:
F29°(49) = 0,95065

F#3°(30) = 0,04302
P(31 < X < 49) = 0,90763 > 90%,

e
274/85. P(| [mpyizs e il — S R
274/85. P(|hyoo — p| <€) = 1 — n ist sicher erfiillt, wenn Tre =7 & 2Y/nn

1) n=50%: e=+5 /2= 0,0707... also hyo0 — 35 [3 <p < hyoo+ 30 l
2) f_|' — IUIJ'U: & 2 ;rIU l I(J 'd‘[ﬁo Jlr.i'][)“ = '11[] ll(_) ""“:-l _P < Jf-r]['l-U : 2_|.D I I“

274/86. a) P(|hgoo —p| <) 2 99.6% <> P(lhsoo —p|28) = 04%

pll

Das 1st sicher erfiillt, wenn ; 0e j{} < 0,004.

Grobe Abschitzung

=B s 4 < g=5|/5=02795...
2800 2 = 0,004 <= e =3/

Mit ¢ = 0,2796 gilt
0,2204 < p < 0,7796, also erst recht 229, < p < 787,.




b)

274/87. a)

b)

c)

d)

174

Niherung

% o
/ h(l —h)
| ny

£ =

ergibt denselben Wert!

Echtes Konfidenzintervall

e
e LI,- p(1L—p)
: nn

< (h* = 2hp +p*)nny = p —p*

< p*(1 +nn) —pQRunh+1)+ngh* =0
| +2nnh 4 /1+4nnh(l —h)
f— !} — AR = 8
2(1l +nny)

Mit hgoo = 3 und nn = 800- 0,004 = 3,2 erhilt man
L 2932 00,5 =+ 1/1 +4-32-0,5-0,5 {{]_?44

Priz =" ;
: 2(143.2) 0,256

Also 0,256 < p < 0,744

grobe Abschédtzung = Néherung ' echtes Konfidenzinterval
o/ o T | 38}
Ly =5 e =41/10 — P5E |
p e 10.4209; 0,5791[ : p € 10,4219; 0,5781[
2) = lUr-]"u-: £ ‘Z:: flLU l.s | = l{l + flﬁ]
pe 10.444; 0,556] | pels; 3l
3) n = 20% e 2 45 )/10 [T y ]
p € 10,460; 0,540 ‘ PE ](}.4%)(): 0,540(
n=1%.,nn=3
5 i | i
— L= 13
g 23 o)
15=V3 5+1/3 .
(R300) 6 6 Lr_ ] 0,544 ]:I
~ 15=1/15 15+ )/I5 [ -
T ) = ; : 5. y )
(R300) T T o J“,ﬁ_“ﬁ. l]

."'__
lp—2| = l;”}“ ;f?‘_
f o

< 48p* —T2p+25=10
e 19=16 9+V6[
= 1”.1'r.l'g,[l{|] = ‘ i .l\ 3 I,! "lr = [(15‘15 U,L}:;SI_

Parallelenpaar: p = hyg0 + 31/3 = £(5+ 1/3).

Obere und untere Grenzen von Niherungs- und echtem Konfidenzintervall au
3 Dezimalstellen so gerundet, daB sie in den offenen Intervallen liegen.




hi00 Nzherungsellipse K onfidenzellipse | n=300 J n=1% |
| p I Sl ] I

0 0 0 0 0,25

0.05 0.075 0,176 0,005 0,320

0,10 — 0,073 0,274 0,019 0,381

0,15 0,056 0,357 0,038 0,437
0,20 - 0,030 0,431 0,061 0,489

0,25 0 0,5 0,087 0,538

0,30 0,035 0.565 0,115 0.585

0,35 0,074 0,626 0,146 0,629

0,40 0,117 0,683 0,178 0.672

0,45 0,162 0,738 0,213 0,712

0,50 0,211 0,789 0,25 0,75

0,55 0.262 0,838 0,288 0,787

0,60 0,317 0,883 0,328 0,822

0,65 0.374 0.926 0,371 0,854 ] hn
0.70 0.435 0.965 0,415 0,885 W 05 1
0.75 0.5 1 0,462 0,913 ——MN&herungsellipse
0.80 0.569 1,031 0,511 0,939 Konfidenzellipse
0.85 0,643 1.057 0,563 0.962

0,90 0,726 1.074 0,619 0,981

0.95 0.824 1,076 | 0.680 0.995

I i 1 [ o.75 1

Bemerkungen zu den Ellipsen
Eine Quadrik der Form
Ciy X2+ 205Xy Xy +C22X3 +2€10%) + 200X + Coo = 0

b bk 3 3 E.I (. 3
ist eine Ellipse, wenn | ' "% > 0.

‘I.I] 2 f‘zz |
: . ¢ % -"{. b
. - . (i 19 T S LA = e 1
Mit der Vereinbarung ¢, :=¢;,, € = [ e “) und ¢ = ( 19 ] 148t sich die Quadrik
: - - e \ {'_.‘ {' - {I)
auch schreiben \F21 =22 20,/

1TC@x 4+ 2¢"x + ¢y = 0. Dabei bedeutet T die Transposition.

X
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Durch eine Translation ¥ =1y + m des x;-x,-Koordinatensystems 143t sich di
Ellipse im Bildsystem (y,-y,) frei von linearen Gliedern darstellen. Unter Beach-
tung von €7 = € und m” € = €"m erhilt man
m+m)'Cy+m+2c"(p+m+cye =0

< 3 Cy+yp"Cm+m'Cyp+m'Em+ 2"y + 2T m+ ¢y =0

< ' Cp+2m'C+ Ny +m"Cm+2c"m+ ¢y = 0.

Der Koeffizient von 1 wird der transponierte Nullvektor o, wenn

mEC+c =" ECm+c=0 < Cm= —c.

m = —E '¢ ist also der Ortsvektor des Ellipsenmittelpunkts im x,-x;-System.
Damit erhilt man

"€y —c"Tm+2c"m+c50=0 <= p"Cp+c"m+cyo =0

Dreht man nun das y,-y,-System in das z,-z,-System durch p = D3 mit

D

A% . ) soist 37 DTED3+ " m + €oo = 0
Sin g COSa |

&£

_ ( COSy —sSing

die Gleichung der Ellipse in achsenparalleler Mittelpunktslage. Dabei verschwindet
das gemischte Glied mit y, y,. Den Drehwinkel « bestimmt man dazu aus
B

Fi Y el A o | . “. # v O i N
DIED — ( th_}.*_\:x S (r” Cia (u_}h,c —Ssma\
\—sina cosaf\cyy €25 /\ sinoe  cosa
b ( coso ésin:»:'“) ('.:'l 1 COSa + ¢, ,8ing — ¢y, SIng + ¢;,C08 ::) i
 —Sing  cosa [\ ¢, co80 4+ ¢;,8iN0 — ¢, 5in + ¢,,C080
) (’o €11 8IN0COSaL + ¢y, (cosa)® — ¢y (sina)® + ¢4, 5in0 - crmsx“)
| @ ® J

durch die Forderung
—eyy sinacosa + ¢4, ((cosa)® — (sina)?) + €5, sino cosa = 0
<> €1500820 — F(Cyy —Cy,)8iN200 = 0

] 2“1 2
<= tanlo = 2
€31 — C32
Die Drehmatrix und die Hauptachsenrichtungen erhilt man auch mittels der Haupt
achsentransformation. Dazu bestimmt man die Eigenwerte Ay, A, der charakterist
schen Gleichung |€ — A€| =0 und die zugehorigen Eigenvektoren 3,3
€3 =4;3 ((=1,2). Bilden 3{,39 ein Rechtssystem, dann ist D = (3%, ;
suchte Drehmatrix.
Die Gleichung der Ellipse lautet dann

5 -aLs
e

z;r_;] die 8¢

ik ) .
.1‘["" ¢ )5 Felm 4 egp =0

) ” g
< Aizi 4+ 2,22 4 ¢Tm+ g = 0.
Mit f:= —(c" m + ¢4p) erhilt man
i e ]
NG

J=m ( Y ]
\y "1 l Az )
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Anwendung

A. Bestimmung der Niherungsellipse

x, = h,, hier abgekiirzt mit k; x, = p.

Thil — h)
it = |
|7 — hi b nn

< h*(1 +nn) —2nnhp +nyp* —h = 0.

’ i T b
Bh. = ( ] m;)‘ (i ( 1, €0 =0.
e ny 0
a) Mittelpunkt: (1 + ng)m; —npm, = 3| my =%
pite—
—nnm; +nypm, = 0 | m, =1
-}
b) Dreliwinkel: tan2q = ——<"21_ — _Jpp;
1 +ny—nn
also tan2¢ = —6
< 2o~ 9946
< o 49° 44

¢) Achsenbestimmung;

l4+nn—A4 —nn
—nn ny — A

=0

< 2 —(1+2np)Ai+np=0
< Ay =3 (14 2nn =}/1 +(2ny)*)
A Ay =7 (1+2nn+)/1+ Q2nn))

Also 1; =%(7 - V3T ks =T 1/37).

Damit erhdlt man mit = —(c"m + ¢gp) = 4
a= |/~ =45)/607+)/37) ~ 0738
! ;I

b= Lf-f’ - 15 1/6(7 — |/37) ~ 0,195

Az
d) Orte mit waagrechter Tangente

o LA
h=—(1+ |/ )
2 [ = l’f 1 +nn

. Bestimmung der Konfidenzellipse

Xy := h,, abgekiirzt mit h; x, = p.

|P == J'r.i'l = /_p“____ﬁ}
' 1y

< (p* —2ph 4+ h*)ny = p — p*
< nnh?> —2nnhp +p*(1 +ny)—p = 0.

3 ; I N, ’ “ 5\
Q_ — ( F“‘J‘ H” ]; &= ( i ]_ Coo __[}_

\—nn_ L+nn =
a) Mittelpunkt: npm, —npm, = 0 | e s s
nnpmy + (1 + ny)m, = -éﬁ' m, =

bl

]

7




274/88.

274/89.

274/90.
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Drehwinkel: tan2 = il 2nn;
-ehwinkel: tan2o = — = ony:
p) el nn — (1 +nn)
also tan2a =6
<= o ~ 40° 16’
¢) Achsenbestimmung:
ny — A —nn

—np  l+np—A|~ 0

a3

22 — A(1 + 2nn) + ny = 0. Das ist dieselbe Gleichung wie bei der Naherungsellips
< A2 =%(1+20p FY/1+2ny)?)

Also: Wie bei der Niherungsellipse:

a ~ 0,738 b =~ 0,195

d) Orte mit senkrechter Tangente:

il f 1 N
f-::;i-(lirl/ o
2 ]+|'?ij

; - 1
P(|lhyoo — p| < a) =999 ist sicher erfillt, wenn 4100 a2 <00l < az=53
P(|hy200 — P| < &) = 999, ist sicher erfiillt, wenn
P4 e
120042 <001 < ¢= l/lg gemacht wird.

Da p+—pg in [0; 5] echt monoton steigend ist,

[0,25-0,75

— gilt fiir die »Zwei«: Man wihle &= 1 B =1
n /
— gilt fiir die »Vier«: Man wihle ¢ = l/ﬂl S -:]M = 70 [/ 17.

Somit gilt mit einer Sicherheit von mindestens 997, :
P({2})€120,3% — &; 20,3% + 4[ = 17.8%; 32.8%]
P({4})e]12,9% — 10,31%; m}‘(, 031 =259 23.3%]

e “

P(|hio2a — P| < 8) 297,5%
1
T 10247
a) Grobes Konfidenzintervall:
1(0,28) = 0,28 — ¢; 0,28 + [ = 18,19 37.9%]
b) Niherungskonfidenzintervall:

ist sicher erfiillt, wenn

<0,025 = &2 /10

: s : 'Illhlﬂz-i_” ;!H]‘j_:‘_J . / {} n’h O?ﬁ S s q = “{)88‘?4
Mansatly 'Lf 1024 - 0,025 L (024 0,025 = 200V

Damit 7(0,28) = ]19,1%: 36,9%[
¢) Echtes Konfidenzintervall:

Rpll =




sAlipse

274/92. a)

<« 256(h* —2hp+p*)=p—p°
= 26,6p* — 15,336 p + 2,00704 = 0
= p, 2 = 55(15,336 + |/21,64384)

< py 5 = 55(15,336 + 4,652294)
o p'=1020082... A pp=037571 ..
Damit

3(0,28) < ]20.0%;: 37.6%[

274/91. P(|1000 - hy 00 — 1000p| = 50) =
- 0,2-0,8 -400
=B ey S — 64%
(1100 =Pl 2 20) = 155 70 057 = 100 6476,
da p+ pg in [0;0,2] echt monoton steigend ist.
gl

P(|X —200| = 20) = %Oﬂﬂ% 3 =4 <16,7%,

b) P(|X —200| = a) < 5%, ist sicher erfiillt, wenn - 2
i L L | | :
1 A & y T T e et [T,
s 23 < 0,05 < a> 221/30 = 36,5... 1= 200 36 237
a

275/93. a)

b)

Nihme man als Losungsmenge von | X — 200| = a die Menge [0; 163] w [237;300],
so lieBe sich diese bereits durch ein a € ]36; 4*|/30] erzeugen. Also ist als Lo-
sungsmenge [0; 162] U [238; 300] zu wahlen, damit a > 201/30 gewiihrleistet ist.
Damit kann man sagen:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger als 5% geht man irrtiimlicherweise
von der 2-Vermutung ab, wenn man sich entscheidet, dies zu tun, falls bei 300
Ziigen mindestens 238 oder hochstens 162 rote Kugeln gezogen werden.

Bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von weniger als 5%, ergibt sich

a> 239 13 =1154...,

also als Losungsmenge von | X —200| = 1154 ... analog nur das Intervall [0; 83].
Damit kann man sagen:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger als 5%, geht man irrtiimlicherweise
von der %-Vermutung ab, wenn man sich entscheidet, dies zu tun, falls ber 300
Ziigen hochstens 83 rote Kugeln gezogen werden.

5-0,5

00:02:0- * 745
441

| n

P(| X —250| > 20) = P(| X — 250|

I\

21)

LA

P(| X —250| = a) < 10%, ist sicher erfiillt, wenn

500-05-0.5
Efz
< > 5[,.-"""5{} = 3536

< 0,1

Fordert man P(|X — 250| = a) < 5%, so ergibt sich a> 50.

Damit kann man sagen.:

Mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger als 10% [5%] hélt man irrtiimlicher-
weise eine L-Miinze fiir eine schiefe Miinze, wenn man sich entschliefit, so zu ent-
scheiden, falls bei 500 Wiirfen mindestens 287mal [30imal] oder hochstens
213mal [199mal] Adler fallt.
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275/94. a) e = —— = —— = —— = I(417%) = |367;; 467;
i % 2)/nny 2]/1000 - 0,1 20 7l L
0.41-0,59 . i o
b) ¢ = /0AL =4918...7, = [141%) <= ]36,0%; 46,0%
)) I/,n' ln{)() 2 U‘.l l ::) Cs :| o J [I[
¢) (0,41 —p| =]/ [p(L=p)
1000 - 0,1
< 101p* —83p+1681 =0 = p, = 036194 ...
p, = 0,45983 ...
Somit J3(41%) = 136,1%: 46.0%[
Dayee —boes s o L e 139,457 ARGV
) |/ 10*- 0,1 200 . 3= i i
B e e 57140 40
b) e = = 1,55...%, = I{41%) < |39,4%;; 42,67,
:l L"’ IU-I- U 1 0 )] & ] J |
/p( =F)
Fl [0 =
£l / 10*-0,1
< 1001p~—821p+168.1 =0 = p, = 0,39454 ...
P2 = 0,42563...
Somit J(0,41) = ]39.4%;42,6%][
275/95. hyoon = 5= 15%
a) P(lhagoo — Pl <) 2907, <= P(lhsgoo—p| Z¢) < 10%.
Das ist sicher erfiillt, wenn r; < 10%,
1) Grobes Konhdenznuervn[l:
N ~ o/ ey : ; <0/
L i <145 < €235 = 25% = I(15%) = 112,5%; 17.5%]
2) Niherungskonfidenzintervall:
/0,15 - 0,85 6 = :
= TR 457 o a f .. Fis -1. a, I
I’/ a0 = L7853...% = T(15%) < 113,214%; 16,786 %

3) Echtes Konfidenzintervall:
5] = [ p(l — D)
lf 4000 0,1

< 401p*—121p+9=0
121 + ]/14641 — 14436

2-401 o

= 3305 AP, = 16872,

Also J(15%) = ]13,302%; 16,873% [

b) Je nachdem, welches Konfidenzintervall man zugrunde legt,
zu erwartenden A- Wihlerzahlen

1) [10000; 14000] 2) [1057

P —

121 + |/205
802

e %
.(J

S

==

2; 13428] 3) [10642;

¢) P(|Hyo00 — 0,15] £ 0,01) = 1 = P(|Hagpo — 0,15] > 0.01) >
5.0
22l = .f'-!- =1- [} : ‘<"‘ == (,}HT]QLJ“

4000- 0,012

180

erhiilt man fiir di
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275/96. Ab 3. Auflage, siche Seite 267.
275/97. Ab 3. Auflage, siche Seite 268.

Aufgaben zu 15.

Aufgaben zu 15.1.

N

o )/200-0.25

= = 25]/2 < 0,0354.

n 200

P(|Hyop — %] < 0,0354) =

= P(0,4646 < H,yo < 0.5354) =
= P(92,32< X < 107,8) =

= F#2°(107) — F22°(92) =

= 0,85559 — 0,14441 =

= 0,71118.

o _ ]/200-0,01-099  }/1,98

n 200 200
/1.98)

P(.‘|Hm{} — 001 < L"EE{‘;S) <

= P(|X —2|<141) =

=PlsX<3)=

= F233(3) — F23%(0) =

= 0,85803 — 0,13398 =

= 0,72405

P5—3)/10= X =5+ 3]/10) =
—P4<X<6) =

= Fg5(6) — Fy5(3) =

= 0,82813 — 0,17188 =

= 0,65625.

P(100 — 5}/2 = X < 100 +5)/2)
= P(93 <X <107) =

= F22°(107) — F{3°(92) =

= 0,85559 — 0,14441 =

= 0,71118.

o
(1, —pl22)

n 200

P(|Hzno — 04| <

Bemerkung: Die Werte von ¢ und @ wurden meist mit dem Taschenrechner Aristo
M 800 errechnet. Die mit Hilfe der Stochastik-Tabellen
Hundertstel gerundet — ermittelten Werte werden mit T gekennzeichnet, falls sie von
den anderen Werten verschieden sind.

o _ /2000406 _

41/3
200
— P(1X — 80| < 4}/3) =
=P(14< X <86) =
= F53°(86) — Fy3°(73) =
= 0,82607 — 0,17423 =
= 0,65184.

{1

= F99(55) — F2°(44) =

0.86437 — 0,13563 =

= (,72874.

- Argumente wurden auf




Aufgaben zu 15.2.

A 8) EX =3, o=/

X I 1 2 3 4 5
u -2 ] l: 0 11/2 /2
oW (x) /2 2 2 42 42
0.3+ 0.3)
01
4 | ! | | | | | | | |
1l ‘ I r}_ i I 15 X | = I 11
e Lol
Fix) | ! |
1_[ | P—__
J._o ....... Jnil
|
e bt
05+ . | 05+
el £ e :
|alition
01
a Y )
Yﬂ T T :5 x |1 1

Die Ordnungslinien zwischen den verschiedenen Koordinatensystemen sollen de
Zusammenhang verdeutlichen.

b) X = 3; o =+5)/367 ~ 1,197.

x ' | 5 3 4 s
x: 15 e = BTi= 4
u exakt — — = =l i
V36T BeT VT Ve e
gerundet | —0,783 0052 0887 1,723 2,558
ol f\.} exakt ﬁ 113 67 6% |>,J. 6 ? : 5 - t 367 - ]S 3 i16? ﬁ 3 l; .3{17
Saill 0599 0299 0150 0075 0,075




014

i 4 Flu) .
i e e | |
Gl I . H+—0
& o—0-05
s i i
- T T T 5 X Ea \u Y ’ -
._‘15_
367
325 @) X =15, =2 1_;"3_
X | 0 1 2 3
’ ‘ = /3 —1 II? 11 L’r 3 lf’ 3“
= | &1/3 5 [« /3 ERVE L1/3

1 de ) =
03 ‘
! | 02
L o 4 P I, '
- Hrr L ]
= 3 O : | k
i L i ” | |

3 f—0—=l=—0—- 5 |
1 F‘J’;(x} ! | F",r;':U} ! ,
h’ [ _E} i i : : $
| | : .—"-G_I
| It |
054 ’_..6 . = == =
g !ﬂ - 03 L‘
i :—'—'O |
§ @ " ! : o ' ) %_ a3 5 u
-y

183




312 /6.

a) X =03; o=03]/3~ 0519.

X ' 0 I 2 3
U —-1)/3 5)/3 121/3 31/3
aB(3; %) 0,379 0.126 0,0140 0,0005
b)
n,u--fdm} 1 lP;{Li]
D
‘?_l"'"
Cr—r:
el
. | O P g | 2
F'L____ [ I 5 ¥ 1 | 5l |
o Falu)
Farlx)
b —f— ~ - 3
"‘" -05
._f';;‘ L 5 X P 5

Aufgaben zu 15.3.

312/7.

312/8.

184

Sio = 7(1+ 0,882+ 0,607 + 0,325 + 0,135 + 0,044 + 0,011 + 0,002) = 1,503

S10 = $(0,882 + 0,607 + 0,325 + 0,135 + 0,044 + 0,011 + 0,002) = 1,003

+

21~ | e *“dx, weil x+—e~** achsensymmetrisch zur y-Achse ist und die Funk-

=
tionswerte fiir x > 5 sehr klein sind.
Naherungswert = 2,506

/27 = 2,5066....

a) n = 10:
B(10; 0,6; 6) = 0,25082

B(10:06: 6) &~ —1— 'm((] =9 ) — 025752
1.:'-2‘4 \I ";' J

Fehler = 2,79

n= 50:

B(50;0.6; 30) = 0,11456

B(50; 0,6; 30) & 1-*']i — (0) = 0,11517

BFehler = 0,53%




b) n = 10: ="l
B(10;0.3;5) = 0,10292 B(50;0,3; 23) = 0,00668
I i e o 1 (23 =15
B(10; 0,3; 5) =~ - — )= B(50;0.,3; 23) = @ — =
& [,3.1”9(1: ) { SRVTE ([-»m.f»)
= (0,10622 T: 0,10624 = (0,00584 T: 0,00583
Fehler = 3,27 Fehler = —12,5%
312/9. B(1000; 0,1: 110) ~ —— ¢ [ L= 0,0241 T: 0,0242
/90 " \ - 1/90

10727 = 0

B(100000: 0.1: 11000) ~ ——— ( 11000 '“00“)

/9000 ¢ /9000

312/10. Ereignis I := »In Tippreihe I genau 9 Richtige«
Ereignis II := »In Tippreihe II genau 9 Richtige«
PAIull) = P()+ P(I) — P(InIl) =

= P(I) + P(II) — P{I)- P(II) =
= 2P(I)— (P (}]
Nun ist P(I) = B(11;%;9) = 0,0012419
= P(IVII) = 0,0024823
Naherungswert:

11
PO~ —pr 0 ( o } ~ 0,0007586 T: 0,0007881
T g NS
P(Iull) =~ 0,0015166. T: 0,0015756
Fehler = —38,9% T: —36,5%
312/11. B(800: 4; 400) ~ ——— - @(0) = 0,0282
/200
312/12. GleichmiBige Verteilung der Geburtstage tibers Jahr vorausgesetzt.
p=s2z; n=968; u=2652; o=1626
: ; g
B(968: xkr: 3) & — e ) — 0,240
(k- i L o

B(968: +1:: 5) ~ 0,0865  T: 0,0870

3

B(968; 5i<; 7) ~ 0,007.

313/13. X = Anzahl der Adler von Dorothea

Y = Anzahl der Adler von Theodor. X und Y sind gleich verteilt.
PX=Y)=Y PX=krY =¥k )= Y P =k P(X =)=
i k=0
X . ."q {rr \ l 1 n ,l';l
— Y LP[(‘{ = 'I\:IJ‘_ e l \7(&) an = 22_” I-zﬂ ('!\)
k=0 k=0 = g
= (—”) . _B@min)~ ls ~¢(0)
n 3-1: [ N
— 10 B(20: 4; 10} = 0,17620

n = 100 BPO ; 100) = 0,05635
n= 1000 B( ZUUU. 1000) = 0,01784




5r+ 1074 %~ MO %E
<26-10"1% <10~

; CETEE sl St o 2] (5 10%% — 5HtiEs
313/14. B(10*°; 3; 5- 10*%) —-( & ] 5-1025 eTeE rp( <
/ % Fi

e A R TR ORI
313/15. B(n: p; k) ~ — (p( - ) < - (0) = Vir
¥
Aufgaben zu 15.4.
313/16. 6% = 30> 9.
P””ﬁﬁtm (i l1| 5 Tiﬁj =
= P(|X —1800| < 30) =
= P(1770 < X < 1830) ~
1830 — 1800 + 0,5 1769 — 1800 + 0,5 _
g cb( 30 ) . (— 30 ) .
/30,5 )
) = =
hcb(\ 30 ) ]
= 0,6907. T: 0,69228

Der von de Moivre angegebene Wert ergibt sich bei Verzicht auf die Stetigkeitskorrek-
tur, d.h. fiir n— 0.

313/17. a) X = Anzahl der Knaben; p =
P9953 < X < 10047) =
= 05" A L
-x(p( 10047 — 10000 + 0,5 _¢(995 ___|_£m(m 0.5
| /5000 \ /5000
ﬁ

-3 47. ") j = (’ S 'i'?_,__) =i
:>O|, . 501/2 y

= EtP{ﬂ,Eﬂ’I?a] —1 =

= (,49826. T: 049714
Andererseits:

P(X > 10047 v X < 9953) =

= P(X >10047) + P(X <9953) =
= 2P(X o 1}(}{’)) ~

52 — 5 et
~20 (2 e LR, )=20(- ”-‘5) = 2—28(0,67175) =
501/2 ; 50/2
= 0,50174. T: 0,50286
b) X := Anzahl der Knaben. p = 1% ~ 0,51428; u = 7200; ¢ = 2 L]l—{}{)

P(7037 = X <7363) = P(|X — 7200| < 163) ~
= / — 7200 4+ 0.5"
it (_23@3 7200 + u.5> = ¢( 7036 — 7200 + 0, ) =

L™
a a

= 2¢(__I_6_3.3 ) e
N\ rj—

= 29(2,76478) — 1 =
= 0,9943. T: 0,99422

Lineare Interpolation der Tabelle der Standardnormalverteilung liefert 0,994306.

\
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J13/18.

31319,

313/20.

a) n = 10: u=6; o=1\24; ¢ <9.
P(X £6)=0,61772

PX <6)~ @ ( 2 _I?a'{;';U'DJ — $(032275) = 062655.  T: 0,62552

P(X > 6) = 1— P(X <5) =0,63310

) ?\—(:*[]'3 = 3 f=a
P(X26)~1— - )— { — §(—032275) = 0,62655  T: 0,62552
n = 50: u=130; o=2 |? o> 9

P(X < 30) = 0,55352

P(X < 30) ~ cp( . ) — $(0,14434) = 0,55738  T: 0,55567
L0
P(X = 30) = 0,56103
P(X =30) ~ 1 -@(— ;‘—) 055738 T: 0,55567
7

=10 p=3; o=)10-03:07=}21; ¢*<9.
PX2z5=1- FU‘“M] = 0,15027
R@ie 9=t = @( _-[—_T?;ii--ﬂ’s) = 0,15031  T: 0,14917

n = 50: p=15; o= 1_,--"-1[)75: ot >9
P(X =23) = 1 —F25(22) = 0,01228

PX223)~1— «p('-'—-: 15392 ) — 0,01032 T: 0,01044
TS

n=1000: p=100; a=1]/90; ¢*>9.

P(X>110) = 1 — P(X < 110) = 1 - q:(—““_l-}ggfﬂr?) _ 013419  T: 0,1335

n = 100000: p =104 o =]/9000; ¢*>9.

P(X >11000) = 1 — P(X < 11000) =

g (11000 — 10000 iu.ﬁ_) — 1 — B(10,5462) = 0
( ]/9000 / :

X, = Anzahl der Treffer in Reihe i (i = 1,2).
Es m,rd{, angenommen, daB die Ruhcn unabhiingig voneinander ausgefullt werden.

[:=»X, 29%; I:=»X, =9
Wegen P(I) = P(II) und stochastischer Unabhangigkeit erhilt man

PIUID) = 2P(I) — (P(D)? =
=2-(1-F"'@®)-(1-E'®)
3 3
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313/21.

313/22.

313/23.

Nun ist
1 — .F"H] B[il $:9)+ B(11;4; 10) + B(11; §; 11) =
b _",T';" 4 () +2-(5)+ () =
= 0,00137174. Damit
P(I1uII) = 0,0027416

Naherung:

i L b &
F''(8) ~ (8 e * ) = @(3,09141).
3 ._j_’

PIUID = 1 —[F ()] ~ 1 - (2(3,09141)) = 0,002019 T: 0.001999

a) P(390 < X <410) = P(389 < X <410) »
410 — 400 + 0,5 p(%g 4004%1 ,,gp(___;p,s ‘)_[ _
10/2 (VI B SR B T T V)
= 0,5422 T: 0,5407
b) P(379 < X < 400) ~
o ('@0 — 400 + (]_.;*'\) == ( 379 — 400 + 0, w) %

mp(

oyz ) "\ 10)2

\20)/2, \ 20]/2
= 0,4405 T: 0,44242
( 189 — 200 4 {)w)

a) P(|X —200|> 10) ~ 2 Yeia
— 2+ (1 — B(08133)) = 041602 ~ 41,6 T: 041794 ~ 41,8
b) P(X < 189) + P[’X > 210) =
— P(X < 189) + 1 — P(X < 210) &
(’|89 |_%m.+_0w) - (2
s e =
= 1+ @(0,7680) — ®(2,4658) =
= 1+ 0,77877 — 0,99317 = 0,7856 ~ 78,6%. T: 0,78611

I

i@ 10 —1 HOHJﬁ)_

| 153

Siehe die Losung von 269/66. b) A. III. 3) auf Seite 161. Es ist 62> 9.

313/24. a) n = 10: 045 = i <05 < k=235.

188

10
P(X = 5) = B(10; : 5) = (19)&)'° = 0,24609

b) n=1000: p=500; o=5]/10; ¢*>>9
045 < — <055 < 450 < k < 550

P(450 < X < 550) = P(449 < X

(1A

550) =

3 p(s O—ﬁ{U+Uw\_(D('£_I49 500 +0,5) _
51/10 5}/10
= 20(3,1939) — | = 0,99858.
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313/25. P(380 < X <m) =05 < P(380<X =m—1) =05
a) u=400; ¢=10)/2; ¢*>9

Niherungsweise:

N RS 1y s : = +0,5)
e 00 ) __d,(ggr)m ﬁﬂ?ﬁ.tls) o
; 012 ) 10]/2
S ( m — 400,5 ) > 0,58397
_ 10)/2
— 400.5
o M40 o 651006 ©5 02019
10}/2
<= M r=" 4”34@‘3 ven = Mpin = 404 I Mpin = 401

b) 1 = 360 = Es gibt kein m, so daf} die Bedingung erfiillt ist.
¢) u=440; c=3)22;0*»9
Niherungsweise:

¢(HV-1—¢M§tU§)__m(3M] 4«;+05);%0j

. 31/22 , 3)/22
- P ( ’”.T._‘.’.'T‘..U'”) > (0,50001
WERTTE
o M=H05 < 56605 & T
31/22
<= mzZ4405... = my, =4l

314/26. Bernoulli-Kette der Linge 1000.
A, := Gast Nr. i entscheidet sich fiir Fahrschiff 1.
p = P(4;) =05 _
X := wAnzahl der Giste. die sich fiir Fihrschiff 1 entscheiden« ist B(1000; z)-verteilt.
Damit ist auch Y:= 1000 — X nach B(1000; 3) verteilt. _
k := Kapazitit jedes der beiden Schiffe. Dabei muBl k =500 sein, da sonst mit
Sicherheit Passagiere abgewiesen werden mifiten.
Bedingung:
P(X>kvY >k <1% a k minimal.
< P(X>k+ P(Y>k—P(X>kaY>k) =17,
Wegen k = 500 ist X >k A ¥ > k das unmogliche Ereignis. Also bleibt
P(X>k)+ P(Y>k) = 1%.
= 2P(X =>k)= 1% (wegen Gleichverteilung)
< P(X>k=<41% A k minimal.
Mit p=500; o=35]/10; o? > 9 erhilt man niherungsweise

P(X > k)~ I m(k:f?ﬂzubjgﬂﬂ05

< {jk __hll}g;\ > 0.995 < k '499.5 }
o A0 51/10

541

1IN
g }
n
~J
WA
]

- k :i 5340.2 .0 = "[‘-'miﬂ =

Die Fihrschiffe miissen jeweils eine Kapazitit von mindestens 541 haben.
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314/27. a) X := Anzahl der verwandelten StrafstoBe, B(300: 0.9)-verteilt.
n=210; o=3]/3; o>9
259 — 270 + 0,5
3)/3

(289 — 270 + 0.5) _
) P(X 2290) ~ 10 (22 11?‘,1 ”—*) = 1- 0(375278) = 1-10~* = 0,1%,

a0

U!ﬂX<2m)x¢( )==¢peﬂmwy=ugm&4:vwv

b) P(X =m)>0,5  Niherungsweise:

== “ — M= :(}95 = M

min —

7 4~ a o5 I &
oM _Q?Q + 0,5 05 = m _?O—r(}
3)/3 31/3

¢) P(|X —270| £a) =0,95. Niherungsweise:

) S8y ey S EyrpOne S ]
¢(-ﬂ)+u_;qo+0p)__¢(fﬂ} S
DA e 31/3
} : ; 5 "
2@@ %ﬂ—igu% - @F+9Jzuw>
31/3 \ 3)/3
“ﬁgbgL%mzaugi%_.%mhkﬂingm.
: s , (} 4 .H] =73 ’2\[]‘—_ % Yok ,LJ
3Mﬂ&a)”!{£rxj=(:_3)£j) (3) . 3<z<
Z ’ 3 4 3 6 7 8 9
W (z) 7&_4_9 T_gﬁ %_2% ‘]J ;[:g 'ﬁ;zt 1_: "r% 739
0 z€ |—o0 2[
"‘{"1_413 :&[3.4[
23¢ ze[4; 5]
Efz) =335 o it ze[5; 6]
ze 6 7]
5 ze[7; 8]
e ze[8; 9]
1 ze[9; +oof

2) X := Anzahl der n —k Personen, die mit JA stimmen. X ist nach B(6;3
verteilt.

FZ=8X+3)=6X+3)=6-1+
VarZ = Var(X +a) = VarX = 6- :3

h

tifpr  fad
(ISR

3) PZ>9)=PX>P=1-PX <1)=1- FS(1) = 0,64883.
3

b) P(Z>450000) = P(X > 150000) = 1 — P(X < 150000)
X ist nach B(600000; 1) verteilt.
Niherungsweise:
u=2:10% o=201/30; ¢259.

. (1,5 —2)-10% + 0.5
1~ P(X $15-10%) ~ 1 — ¢ ({12 =210 WE):l_w—wmnzy
. 2980

Der Antrag wird praktisch sicher angenommen.
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314/29. a) Bernoulli-Kette der Lange 1000; p = 0,51
X := Anzahl der Stimmen fiir A.
we=25103 ‘g= [,.-"’24*).9: 62> 9.

P(X >500) = 1 — P(X <500) ~ 1 fP( el ”-Q“LU—) = 0,72606 ~ 72,6%
. V2493 T: 0,72575
b) (£)(0,72606)% (1 — 0,72606)° ~ 0,07723 = 7,7%

¢) (8)(0,72606)" (1 — 0,72606)" = 0,23311 ~ 23,3%
d) P(490 < X <530) = P(490 < X <529) ~

(]

0 . (ﬁ"i}— *al() kﬂw} & ’f:lg_ 10+f_1_..5_) >
2499 e /28998
_q ___N)(_ 195 )__
1/249.9
= (0,7826 = 78,3% T: 0,7813

314/30. X := Anzahl der defekten Ziindkerzen.
n=>500; u=25 o=}/2375 o’>9.
30 — 25+ 0,5
{ I/ '”} 75 )
3431 n = 123; p=5535; o=|/304425; o®>9.
X = Anzahl der geheilten Patienten.

Ak S
P(X 264) = 1- F{23(63) = 1 — q‘)( 63— 3539 1 U) =
/304425

— 1— &(14771) = 6,98 T: 0,06944

Die Wahrscheinlichkeit ist groBer als 5% es liegt also keine signifikante Abweichung

VOr.
315/32. X := Anzahl der Jungen.

I)in =80 W =25 e =D 4903 FRa > Y

4 T B
PX228)~ 1| alis 2o
= . /124902 |

2) n=200; p=1028; o=]/499608; o°>9.

(p('}H — 1028+ 050
/49,9608

P(X>30)=1—-F2030)~1—® = 1— ¢(1,12858) = 0,12954.

T: 0,12924

03 ) ~ 1 — ©(0.50932) ~ 30,5%.

P(X =112) ~ 1 ) 1 — &(1,23085) ~ 10,9%.
315/33. X := Anzahl der defekten Transistoren
Ay n=110; pu=11; o=}/99; o >9;
P(X> 10y~ 1— @( 10—-114+05Y _ {_ p(—015891) =~ 563%. T: 564%
‘ /9.9
b) P(n— X = 100) = 0975 < P(X <n—100) = 0,975

Naherung:

\
& (3_?__— 100 —n- 0,1 + ) > 0,975

i J/n (_(19
/ & 09§

o U,?_f{l—.%_a > 0975 < _{_).Qn__ )) > 1,96
Tenei09. 03]/n
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< 0917 —-0,588])/n—99,520
: : ; +0.588 + /358,54  +0,588 + 18,935 (10,846
Nullstellen: l/n = I8 = s — {l s

ne= 1176 = n., = 118.

315(34. n=17 p=n-p; o=)npg

P(|H,—p| =005 =09

<= P(|X —np| <0.051) =09 (*)

<> Pnp — 0,052 = X = np+ 0,057 =09 (%)
I. Fall: np*+ 45n ganzzahlig.

Niherungsweise erhiilt man fiir (**):

® ('n,r;r +0,05n —np + UHS") 1% (’;r{_} —005n—1—np+ {].5\") > 0,9
l/npg |/ nprq
Fa ~ e =% # = - 90 q N
d ( {},()3{3 . (M} =0 ( » U,U:ﬁ{; 0 ) > 0.9
l_ ‘npg l npg
Sk ( 0,057 + 0,5 ) s
l,-'npq
3] U._U_S_E + 0,5 > 1,6449
l/npq

Die linke Seite wird minimal fiir p = 0,5; und da man iiber p nichts weifl, muf mas
fordern

251.

i e

/ bl

0,1)/n+ — =1,6449 = n
|/ n

2. Fall: In den noch méglichen anderen 3 Fillen hinsichtlich der Ganzza hligkeit von
np £ 35n ergeben sich in & Argumente, die eine weitere Vereinfachung nicht er
lauben. Man muf sich also mit der Niherungslésung des 1. Falles zufriedengeben.
Hinweis: Man kann die Aufgabe nach Behandlung von Abschnitt 15.6 nochmals
aufgreifen und von (*) ausgehend folgendermafen schlieBen:
Unter der Annahme der Normalverteilung fiir X erhilt man aus der o-Bereichs
tabelle r = 1.6449. Also gilt:
0,057 =to = 1,6449 - o
Weil p unbekannt ist, schitzt man weiter ab:
1,64490 < 1,6449 - 31/n < 0,05n
<= |/n = 16,449;

o205 ... = =271,

min

31535.a) 1) o | 000 001 010 011 100 101 110 111

sl Il g i 9 3 9 3 27 9
f (1@y) | 64 64 s 64 64 64 64 64
L 3 19 33 9
f t‘{‘ = 2) | a4 64 64 64




mal

b)

2)
3)

4)

5)

2)

4)

Die Werte fiir das Histogramm stehen in der Tabelle z+ P(Z = z).
(D — o0

o4 0

Fiz) =3 % falls

ﬁ‘«.
b

I
&L =0 {34 g 57 fL-’JL - 2:‘1
13

Im Mittel werden

A NIA A

L B
A IIA

1

A

. e )
64 = -

a2

Fragen richtig beantwortet.

g

VarZ =(0—- P> HF+(1-P*- L +02-D-88+3-P* & =
e (3:49+19:-9+41-334+25:9) = 235z = 15;

Bl o

g =
P(E)) = P(Z £2) = E@2) =21;
PE)=1-PZs)=1-F)=1-%t =45 =3

P(Z = k) = (EUUJU,M L 0,600k & :_fp (’!"—%ﬁ )

a._.;...

k o

mit u = 100-0,4 =40 und ¢ = |/ 1 U[} 04 0.6 i _L 6.

= 51/6
PE=d5 e fp(.‘fb...:f’f”. Bl (--L‘. ) ~ 4.84%.
21/6° \ 2)/6 ER T
[Exakter Wert: B(100; 0,4; 45) = 4,781%]
P(Z=250)=1—-P(Z<50)=1—-P(Z £49) =
2 /1000 s
= HLLEY] ( 0,4%0,6190* ~
k=o \ K
/49— 40 +05) _
(,\ 21/6 )
=1— @(1,9392)=1— 097376 = 2,67;. T: 1 — 097381
[Exakter Wert: 1 — F;'3°(49) = 2,71%]
P(Z 2k)<175% A k minimal < P(Z=k—1)225% A k minimal

&

1 — @

Naherung:
i / i}
(p(;\ 1 4U+U‘3).}“H

For

\ 2 s
k — 40,
e,
21/6
== ,I\' z 3?4,' I ﬂl':nlin — 33.
Die Wahrscheinlichkeit, daB ein beliebiger Bewerber mindestens 38 Fragen
I6st, ist héchstens 75%,. Gesucht ist
P(|Hy, — 0,75 = 0,05) =
=1— P(|Hy—075|<0,05) =1—P(X —0,75N|<0,05N) =

=1— P(0,7N < X <0.8N).

[/ 6
2 > —0,6745

Setzt man N = 300, so erhilt man fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit:

- PQ10< X <240) ~ 2 — 20 ) = 2(1 - &(1,93333)) = 532% T: 536%

14,
b /s /

&5
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315/36. X := Anzahl der Orangensaftbesteller,
Y := Anzahl der Tomatensaftbesteller

a) X ist B(240; §)-verteilt. Uy = 120; o, = 3[,-'15: G239
Y ist B(240; +5)-verteilt. py =24; oy =|/216; oz >9
I) P(X =k) 2095 A k minimal P{}’ <k) =095 A k minimal
o = i ‘5\ A .} =
d s Y ) > 0,95 cp[ 2440, f‘j
\ 2B . V26
= 5 = A . ;\ = -“j
=k 1_1?‘:’ > 1,6449 < kz3L1. in
2)/15
e ke 43220 =l — 133

Es miussen mindestens 133 Dosen Orangensaft und mindestens 32 Dosen
Tomatensaft an Bord genommen werden, d.h. 10.8% bzw. 33,39, mehr, ak
durchschnittlich verlangt wird.

2) P(X < k) =099 P(Y < k)= 099
¢ — 120 + e — 2¢ 5
also ’——:[“ff]'_. 05 > 23264 also I-,,.f]t“*'“ > 23264
L _".. J /21,0
< k=>1375... <= k=343 ...
ey rl!:'Cmi.l': = ]:J’H S Ill"rmin — 35

Mindestens 138 Dosen Orangensaft und mindestens 35 Dosen Tomatensall,
d.h. 15,09 bzw. 45,8% mehr als durchschnittlich verlangt wird.

b) X ist B(480; 4)-verteilt. u=240; o=)120; o*>9
Y ist B(480; 15)-verteilt. u=48; o=\432; ¢*>9
1) P(X <k) =095 P(Y =k) =095
angendhert k = 257.5... angendhert k =58.3..
== k= 258 =k — 50

Mindestens 258 Dosen Orangensaft und mindestens 59 Dosen Tomatensall
d.h. 7,59 bzw. 22,99 mehr, als erwartet.

2) k=2649.. T i i
el = 265 = ko =03

Mindestens 265 Dosen Orangensaft und mindestens 63 Dosen Tomatensaft
d.h. 10.4% bzw. 31,3% mehr als erwartet.

min

315/37. X := Anzahl der Bucher, die zum Flug erscheinen.
Bernoulli-Kette der Lange n mit p := P(»Bucher i erscheint«) = 0.9. .
Bedingung: P(X > 240)< 1Y%, 1
i Py :
Niherungsweise: 1 — @ ( s {'}’9;_? H}—q) < 0,01
03)/n

"’4(!—(]917—4?} _\
== = 0,99
{ (H! " )_

2405 -09n

0.3)/n =
< In+6,9792 }/n — 2405 < 0. [Quadratische Ungleichung in R fiir |/n.]
< |/n 1596379 = n,. = 254

b4

2,3264
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316/38. r = 30; s=20; =50.
p=12;, ¢=1/0,24n=%]/6n

:”('}J'Fp,_pls ;):_i'{f-’(l,ﬁfn—f”} :)
J ; i I‘- .f_' (
I < P(|H < )_ :
> {_\I BlE ) eg
. n C
= Pl]|X — Fo sy (e
(1r-m1s2) 215

Niherungsweise:

5,

i ik (i L A ] s e !
th( p+nt __,_u_) rp( n—ni __5_;) =R
7 ) X g — 14+¢
asen P L 3
20 (% );;H-- :
. ChI a i } c
- @ ( 1Ji _' = 1 +2¢
! l’,.-";)q —2(1+ ¢
1) e ="
s .
0”[ £ )'«; 2001 - 0,9995
\501/0,24
saft, | n _ .
- — > 32905 < n>64964...
10]/6
= Es sind um die 6497 Versuche ausreichend.
2) ¢ = 10 3) c=10°
@ ( Bl j > 20001 - (9999500049 ® { ut. ) > 200001 — (,999995
TV L 10]/6,
s, - ~— > 3,89059 < —— > 441739
10 | 6 10]/6
< n>9082,01... = Ry, &~ 9083. e n>117079... = Ny ~ 11708.
316/39. Schlimmstenfalls ist k = 7. Dann sind es Gn— D)+ @En—-1)+3n+1= 3n—1
saft, Multiplikationen bzw. Divisionen. Man benétigt rund 4757 Jahre.
Aufgaben zu 15.6.
316/40. S, := Augensumme beim n-fachen Wurf eines Laplace-W iirfels.
X, = Augenzahl des L-Wiirfels beim Wurf Nr. i (i = 1, 2,...5 1)
Fiir S, = X, gilt
P(S; =k =% fir k=1,2,..., 6.
Die Verteilung fiir S,:= X, + X, entnechme man dem Beispiel auf Seite 202 des
Lehrbuchs.
Fiir S; := X, + X, + X, erhilt man firr k = 3,4,..., 18
L : :
P(S,=k)= Y P(S;=j) P(X3=k—J).
" 1 - !I' &
Fir S, := ) X, erhilt man fiir k = 4, 5,24
i=1
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196

12
PS,=K=Y

Hn’
Fiit Sg= Y
F=1

-

X; erhilt man fiur kK = 8.9,...,48:

P(S, =j) P(Ss =k — ).

24
PSg =k = Y P(Ss=j)P(Ss=k—j).
=4

Das ergibt die folgende Tabelle, die fiir Sg

symmetrisch bis 48 fortzusetzen ist.

k | 6-P(S; =k | 36-PS, =k | 6 P(S;=k | 6* PSs=k) |6 PSz=k
1 [ ‘
2 | 1
3 L i 2 1
4 | | 3 3 1
6 1 . 5 10 10
7 ' 6 15 20 ‘
8 5 21 35 1
9 4 25 56 8
10 | 3 27 80 36
1 ' 2 27 104 ‘ 120
12 1 25 125 330
13 ' 21 140 , 792
14 | ‘ 15 146 1708
15 | . 10 140 3368
16 6 125 6147
17 3 104 10480
18 ' 1 80 16808
19 56 25488
20 35 36688
21 ' 20 50288
22 10 65808
23 4 82384
2% | ‘ | 98813
25 . 113688
26 125588
27 133288
28 ‘ 135954




ol Bd =

5

[ N W

16
17
I8

[E'a

|[._)

21

P(§,;

‘P{S_\

0= 3,5

=)

16667
16667
16667
0,16667
16667
0.16667

o O

o

0,00463
0,01389
0,02778
0.04630
0,06044
0,09722
0,11574
0,12500
0,12500
0.11574
0,09722
0,06944
0.04630
0,02778
0.01389
0,004673

p=14

P(S, = k)

0,00077
0,00309
0,00772
0,01543
0,02701
0,04321
0,06173
0.08025
0.09645
0,10802
0,11265
0,10802
0.09645
0.,08025
0.00173
0,04321

0.02701

0.01543
0,00772
0.00309
0,00077

k)

=ty
o

T

0,08001
0,15884
0,22380
0,22380
0.15884
0,08001

0.00542
0.01200
0.02394
0.04240
0,060697
0,09436
0,11860
0,13295
0.13295
0.11860
0,00436
0.06697
0,04240
0.02304
0,01200
0.00542

0.00161

0,00363
0,00752
0,01430
0,02497
0,04001

0.05883
0,07042
0,09840
0.11190
0,11680
0.11190
0.09840
0,07942
0,05883
0,04001

0,02497
0,01430
0,00752
0,00363
0,00161

105

-

| ==
$u L2 B

= OAND D01 hlh

(¥

lh ) W

o |

[ o I S T % B % R SR (R

oo

p=7

| P(S, =k

0,02778
0,05556
0,08333
O IITI1
0,1388g
0,16667
0,13889
O ITIII
0.08333
0,05556
0,02778

P(Ss = k)

595" 10
4,76 10"
2,14 10
71410
1,96 - 10

4,2 10

0,00102
0,00201
0,00366
0,00024
0,01000
0,01517
0,02184
0,02094
0,03918
0,04905
0,05883
0,06769
0,07477
0,07936
0,08004

Daraus ergibt sich der folgende Vergleich mit den zugehérigen ¢, -Funktionen.

0,01938
0,04191
0,07637
0,1T723
0.15161
0,16518
0,15161
011723
0,07637
0,04191
0,01938

150,510
36,1 10

8o+107°

16,910

3,410
107
0,00124
0,00221
0,00377
0,00618
0.00969
0.01456
0.02096
0.02890
0,03819
0,04834
0,05862
o0.06810
0.07580
0,08084
0,08259




316/41.

316/42.

316/43.

316/44.
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Ab 2. Auflage siche Seite 269.

S = s g=4. X := Linge des Babys

P(X>56)=1—F(56) ~ 1 — &(>272}) = 1

@(1,25) = 0,10565.

Etwa 106 der 1000 Babys werden linger als 56 cm sein.

b) P(X <43) = F(@3) ~ ¢ (33 = 9(-2) =1

— @ (2) = 0,02275.

Etwa 23 der 1000 Babys werden kiirzer als 43 cm sein.

¢) P49 <X <55) = F(55 — F(49) =

~ @ (255 — @ (2225 = &(1) — 1 + @(0,5) = 0,53280.

Etwa 533 der 1000 Babys werden eine Korperlinge zwischen 49 cm und 55 cm

haben.
d) P(475 < X <48,5) = F(48,5)— F(47.,5) =

a3l

~ (P50 — 9 (A1) = ¢(—0,625) — O

0.875) =

= @(0,875) — @(0,625) = 0,07520. T: 0,07492

oder: P(X =48) =~ 1o (*F) = 1 0(—0,75) = 0,075285.
Etwa 75 der 1000 Babys werden auf cm genau 48 cm lang sein.

p=13; o=25; X:=Anzahl der Punkte.
Da X nur ganzzahlige Werte annehmen kann,
keitskorrektur zu rechnen.

a) PIXZ10)0=1—-F9) = 1-— r,‘h(g_ 13 + 0.5

253
b) P(X k)< 4
also nigherungsweise
¢ ( b ljf 0.5 <1 A k maximal
\ £, ,
— 25
A IV S T
255
=) g [ e S e |

c) P(X =zk)=£0,1 A k minimal
< 11— F(k—1)<01 < Fk—1)=09

also niherungsweise

¢

ist es sinnvoll, hier mit der Stetig-

3

): ®(1.4) = 0.91924

S L o T k—135 . :
rp( = =200 = s o ke
p
< k i G = lr\'mm = )

a) u=25;, o=005; X:=Langein mm.

(2493 — 25°

P(X <24,93) = F(24,93) ~ fb( S

¥y

= (,08076.

) = (—140) = 1 — B(1,40) =




b) P(|X —25|>0,12) =1— P(|X —=25|=240) = 2: (1 — @(2.4)) = 0,01640.

¢) P(|X —25|>a) <006

Fia
/

o 1 e ;__“T < e ”L > 0.97
“(\1 ¢(ﬂmﬂ__m)6 = ’(rm > 0,97

N

o -2 > 18808 < a = 0,09404.
0,05 =

d) P(X <2488)+1— P(X = 25,12) =

/24,88 — 25,02 /25,12 — 25,02)
= = +1— ¢ - 3 =
Al ) ; L 0,05 )

— O(—28)+1— ®(200) = 2 — ®(2,8) — B(2,00) = 0,02531.

cim

316/45. P((H,— p| <5-1073) 2099 < P(X —np| < 5n-10"3) = 0,99
Nimmt man an, dal X annihernd normalverteilt ist, dann erhilt man aus der
o-Bereichstabelle ¢ = 2,5758, also
5n-1073% =te = 2,5758 5.
Da p unbekannt ist, muf man ¢ durch seinen Maximalwert 3 ]/n ersetzen. »Sicher-
lich« ist die obige Ungleichung erfiillt, wenn
5n-107° =2,5758 - & ]n P Ln > 25758 < n=663474... = ng;, = 66348

317/46. X,:= Masse des i-ten Gemusterten. Die X; sind gleichverteilt und unabhéngig.
il

[st M,, == Masse von m Gemusterten, so gilt mit M,, = % X; nach Satz 205.1 und
=1

g 209.1: 5
EM, =m-672kg, VarM, = m- (8.3 kg}2
a) P(Mg>450kg) = 1 — P(Mg = 450kg) =

=1 ( el ] — 1 — @(2,30193) ~ 1,07%
ST

b) P(M, < 450ke) = @ (0500 ) — @(—092897) ~ 17.6%

b )
7 =X '}'\ : -
¢) P(Mg < 430kg) = @ f = 4.0-35:"] = ®(1,31820) ~ 90,67 T: 90,7%
& 83)/6
317/47. a) M := Fiillmasse in g
P(M < 485) < 5% A P(M < 492,5) = 2%
Niherungsweise

2,
WO~ 186 Basg WIS S gsag
k<,

a

—

< u—257580 =485
A —2,0538¢0 = 4925

05220 27,5 < 6 = 14,367816

A u = 522,00862
Eine Einstellung auf u = 522,1g und ¢ = 144¢g sichert die Einhaltung der Be-
dingungen,
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(500 —522,1

b) P(M > 500) = 1 — rb( Ve j =1 — @& (—1,53472) ~ 93,87

317/48. P(lhy 7 —p|l <€) 295% <> P(lk—pu| <417¢) =2 957,

Mit n = 417, n =005, () = 1.96 wird 417¢ =1,96]/417 - pg
1) Grobes Konfidenzintervall:
Mit pg <+ wird ¢ = 4,799...% und damit /(G5%) < [0; 8,64%,].

(8]

2) Niherungskonfidenzintervall:

Mit p = Il-]f-‘;.- wird ¢ = 1.84...% und damit .-’[4 %) e 11,99%: 5,69%| -

[

3) Echtes Konfidenzintervall:

Lost man |35 —p| < 1_96L p[‘]“ #,r ) , so erhilt man J(E%) = ]2.37

317/49. 8) 272/13.¢) P(|Hio00 — §| > 30) = PUX — 5% > 139) =
= P(X >200 v X <499 =
=1—-P(X <2000+ P(X =133) »
1

/200 — 1000 4 1° /133 — 1000 | 1
I —fi’[ Al !--")—1—(1:-L ——— ] ) =
5 l-- e 1) B Bild it o)

Il

= 2 —@(2,87085) — @(2,81428) =
= 2 —10,99795 — 0,99755 =
T 4-50.-1%0'

b) 273/77. P(H,— 1| <0,01) = 0,99
<= P(X —1n|<0,01n) =099 (*)
= P(049n < X <051n) =099

Néherungsweise gilt mit y = 0,57 und ¢ = 0.5}/n

F0.51n—05n (0491 —0.51\ _
f.b( : : 8 > 0,99
\ 0,5 i,-".” 0.5 l-".:”

<> 2¢(0,02]/ n: —1 =099
< @(0,02]/n) = 0,995
< 0,02]/n = 2,5758 = ng,, = 16587.

Kiirzer: (*) wird ndherungsweise zu @(|X — u| < 0,01n) =
liefert mit der g-Bereichstabelle

0,01n =22,5758:0.5/n = ng, = 16587,

¢) 273/80.a) P(H,— p| < 0,05) =95%

Niherungsweise gilt
P(|X —p|=0,05n) =959 <= 0,057 = 1,96 |/npq.

Wegen pqg < ¢ ist dies sicher erfiillt, wenn gilt
: 1.96
in = — = U, =97.
yn=z 4-0,05 =
b) 0,05n = 1,4395 !,..-""Frj.r,rq
Analog wie oben erhilt man n,, = 52.
c) a) n.,;, = 601 b) n,, = 324

200
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A d) 273/84.a) P(|X —u| <a) 2909,
Mit ¢ = L__."'ED{“J -0,2-0,8 = 4]/2 gilt niherungsweise
DX —u|l<a) 2907,
w a>1,6449-4]/2 = 9304...
Also gilt 30,6... < X <493... < 31 £ X £49. Das wire aber durch
ein kleineres a erfiillbar. Sicher geht man daher mit der Aussage
30 < X < 50.
Die Losungsmenge [31; 49] verwendet hingegen die Erkenntnis, dall
X nur Werte aus N annimmt.
_\ b) P(30 < X < 50) = F3°(50) — F;5°(29) =
ol = 0,96550 — 0,02828 = 0,93722.
P(31 = X £ 49) = 0,95065 — 0,04302 = 0,90763.
1 —n = 99,6% <= n= 0,004 1(0,004) = 2,8782
I(}) = T(}) = ]0,44912; 0,55088[
3(3) = ]0.44938; 0,55062[
b) 1) 1 — gy = 95% <> n = 0,05. £(0,05) = 1,96

e) 274/86. a)

I(3) = T(3) = ]0,46535; 0.53465[
I (4) = 70.46543; 0,53457[

2 1—n=90% < n=0,1. 1(0,1) = 1,6449
I} = I(3) = 0.47092; 0,52908
3 () = 10.47097; 0,52903
3) 1 —n=2809% <= n=02 1(0,2) = 1,2816
1) = T(3) = 10,47734; 0,52266[
3 (%) = 10,47736; 0,52264[
f) 274/87.3) 1 —n = 99% <= 5 = 0,01. t(0,01) = 2,5758
1(2) = ]0,75897; 0,90770[
b) 7(3) = ]0,77791; 0,88876[
¢) 3(3) < ]0,77082; 0,88142[
d) Wegen der Rundungen vgl. die dortige Erklirung
Parallelenpaar p = hsgo £ 0,07436

& h3oo Niherungsellipse Konfidenzellipse  {P - ’I
0 0 o 0 0,022 . rn 3M‘1%
0,05 0,017 0,083 0,026 0,094
0,10 0,053 0,145 0,063 0,154 ftr'|] 25758
0,15 0,006 0,204 0,104 0,211
0,20 0,140 0,260 0,147 0,260
0,25 0.185 0,315 0,191 0.320
0,30 0,231 0,369 0,236 0372
0,35 0,279 0,421 0,283 0,424
0.40 0,327 0,473 330 0,475
G.45 0,376 0,524 0,377 0.525
0.50 0,425 0,575 0.426 0.574 _ :
0.55 G.i‘,?f; 0,624 0,475 0.623 Konfidenzellipse
0,60 0,527 0,673 0,525 0,670
0,65 0,579 0,721 0,576 0,717 0%
070 | 0,631 0,769 | 0,628 0764 Y 1 ha
S0 1] i

Fortsetzung Seite 202

201




noch
317/49

202

g) 274/92. a)

hago | Niaherungsellipse Konfidenzellipse

0,75 0.685 o0.815 0,680 0,800
0,80 0,740 0.860 0,734 0.853
0,85 0,796 0,904 0,789 0,896
0.90 0,855 0.945 0,846 0.937
0,95 0,917 0983 | 04907 0.974
I I 1 0,978 I

Bei der verwendeten Zeichengenauigkeit fallen Naherungsellipse und
Konfidenzellipse fast immer zusammen, ausgenommen die kritischen
Bereiche um k4, = 0 bzw. h, = 1.

Man vergleiche die Graphik von Aufgabe 274/87 auf Seite 175.
P(|X—2001=20)=1—P(X —200| < 20) =

=1—2FL(18]1 = X = 219) =

219 — 200 4+ 0,5 ) 180 — 200 + 0,5

~ 1 P | = gzt et L [e1} ; =
(\ 121/6 ) ( 21/6

= 2 — 2@(2,38825) ~

7

5% Irrtumswahrscheinlichkeit ist bereits erfiillt.

Fiir eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 5%,, muB also gelten

P(|X —200| = a) <0,005 <= P(|X —200| <a) =0,995.

Mit der Normalverteilung erhiilt man aus der o-Bereichstabelle nihe-
rungsweise

a>280700¢ <« a> 12 /628070 < a>2291...

Damit a > 2291... erfiillt wird, muB man als Loésungsmenge von
| X —200| =a die Menge [0;176]w [224; 300] nehmen. Also:
Erhédlt man bei 300 Ziigen hochstens 176 oder mindestens 224 rote
Kugeln und entschlieBt sich dann, von der %-Vermutung abzugehen.
so ist diese Entscheidung in etwa weniger als 5%, aller Fiille falsch.

Losung ohne g-Bereichstabelle:
P(|X —200|<a) > 0995 <= P(200 —a < X <200 +a) >0,995.
Sei ae N, dann gilt ndherungsweise

rd LY

. & . N
5 ( 199 +a — 200 + (L_:.‘] ~ o 200 — a — 200 + 0,5 ) > 0995

- 24)( ”;E'-ﬁ-} — 1> 0,995
L 221/6

R e,
< m{ a—0, ) > 0.9975

— 0.5
o 2200 - 5580703

]Aﬂ- [ 6

=24,

P TR
< a>234 = Armin

d.h. 176 < X <224, also ist [0; 176] w [224; 300] die Lsungsmenge
von P(|X —200| =a) < 0,005.




20,
l:".

[

h) 275/93.a) P(|X —250|>20) = 1— P(|X —250| = 20) = 2 — np[

5\

) ~ 6,7

Ln | u
Lnl

b) 109, Irrt umswahi':-;x:hcilﬂichkﬁit ist bereits erfillt.
59 Irrtumswahrscheinlichkeit bedeutet also
P(|X —250| = a) < 57,

« P(|X —250| <a)>95% (*)
Niherung mit @ ergibt aus der ¢-Bereichstabelle
a>196-5)/5 <= a>219...

G:ﬁ Nihme man als Losungsmenge von (*) das Intervall [239; 271], so
: lieBe sich dies auch durch ein a kleiner als 21,9 erzeugen. Folglich muf}
als Losungsmenge von (¥*) das Intervall [238;272] gewihlt werden.
Damit gilt:
Die Irrtumswahrscheinlichkeit ist in etwa kleiner als 57/, wenn man
von der 2-Vermutung dann abgeht, falls hochstens 237 oder minde-
stens 273 rote Kugeln bei 300 Ziigen gezogen werden.
Losung von (*) ohne g-Bereichstabelle:
P(250 —a < X <250+ a) > 95%,.
Sei ae N, dann gilt
P(250 —a < X < 249 +a) > 95%, also niherungsweise
& (249 +a—2504+05) 5 ( 250 —= 2_5(_) | U,S_\ > 955
51/3 Sl )
\ / %
e ; N
i = o4 L Bl k2 ) ss059
\ S/3 515 |
" b.*
pro e m N
<o A= ) = 1> 095
. S5
fon \
. - & [ - '”'3-) > 0975 < 2=%2 5 196
oy L S5 5]/5
:‘]- LY s
% ) e e
Das liefert 237 < X < 273 in Ubereinstimmung mit dem 1. Weg.
i) 272/76.a) P(|h, — p| < 0.02) =90% < P(k—u|=002n) =907%
Aus der o-Bereichstabelle entnimmt man 0,021 = 1,6449 - |/ npg.
Wegen pg < } ist dies erfiillt fiir
0.02]/n = 1,6449-0.5 = Ny = 1692
b) Wie a).
¢) 002 )/n 21,6449 /02 0.8 = fiyip = 1083.
273/78. a) P(|h, — p| <0,02) 2 60% <= P(lk—p| < 0,02n) = 60%.
Unter f’\I’IIhlh]IIL der ‘\Jmmll\ellu!un r gilt 0,02n = 0,.8416]/npq.
Wegen pq <  muBl man fordern ny;, = - 443,
273/79. P(|h, — p| <0,05) =095 < P(lk—pul< 0,05n) = 0,95.
Im Falle der Normalverteilung gilt 0,057 = 1,96 |/npgq.
Mit pg < 4 folgt ny, = 385
273/81.a) P(|X —u| < 1on) 20975
nge Mit ¢ < 0,5]/n erhdlt man aus der ¢-Bereichstabelle

0,1n 212-“4]_ 005 = Hun = 126,
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noch
317/49
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273/83.

274/90.

275/94.

b) 1) Nunist ¢ =|/n-0,6-04. Damit n,, = 121
2) Nunist ¢ = |/n-0,8:0,2. Dann ist n,;, = 81.
a) P(X —pu|<a)299%
= oL 25T (28,7 = fiie n = 500
S e T OV ST s e =000

Damit die Bedingung fiir a erfiillt wird, muf3 man schlieBen:

221 = X <279 fiir n = 500,
042 < X < 1058 fir n = 2000.
b) P(|X —ul<a) =99%
il s [21.4... fiir n = 500
= a 22,5758 ¢ /n-5 = y
SR SLDI8 G )R 1429...  fiir n = 2000

Die Bedingung fiir a ist erfiillt, falls

61 = X <105 fiir n = 500,
290 < X <377 fiir n = 2000.
b B fiir n = 500
) .a =25758-03/n =
Og= 8 {ux fiir 7 = 2000
n = 300; =X =68
n = 2000: 165 < X <235

n=1024, n = 0,025, t(n) = 2.2414

a) 1(0,28) = ]0,24497; 0,31503[

b) 7(0,28) = 0,24855; 0,31145[

¢) J(0.28) = 10,24968; 0,31247[

n=1000, n=01, f(n) = 1,6449

a) I1(0,41) = 10.38399; 0,43601[

b) 7(0,41) = 10,38441; 0.43559[

¢) 3(0,41) = ]0,38469; 0,43580(

d) n = 10000
a) 1(0,41) < 10,40177; 0,41823[
b) 7(0.41) = ]0,40190; 0,41810[
¢) 3(0.41) = 10,40193; 0,41812[

-2) P(lhygoo —pl<e) = 907,

n=4000, n=0,1, (@ = 1,6449
1) 71(0.15) = ]0,13699; 0,16301[
2) 1(0,15) < 10,14071; 0,15929]
3) 3(0,15) = ]0,14094; 0,15953|
b) 1) [10960; 13040]
2) [11257; 12743]
3) [11276; 12762]
€) P([Huo00 —0,15] < 0,01) = P(| X —600| < 40) = P(560 < X < 640) =

« (830 —-600+05) J(fsls_t)_—{,u{_)_---- b5
/510 ) /510 5

= 29(1,79337) — 1 =

= 9271 T: 92,65%




317/50. a) hsq35(X = k) =

"\'IJ.
_lr-|
rs

b 5738
k 10* - hs3(X = k) k 0% Bsqag(X = k)
SE 5 41 1628
34 31 41 1148
35 141 43 645
36 322 44 [ 160
37 ; 732 45 87
38 1305 46 38
39 1867 47 7
40 1882 48 2

b) Man beachte: Da es sich um eine Klasseneinteilung handelt, sind die kumulativen
Werte erst am Ende einer Klasse aufzutragen!
o2 308 o2

relative
%1 Summenhaufigkeit
100 g T R
! i
T >
£
GO—f—------=-
4
i
¥
10 ’ | L
%}Iln'ﬂ-l: + i "BIE i T . T LIEE T --—1 1 T _.:ll_'l J T ! i
g=2
=398

3 | fle -~ (k— 39,8
¢) Idealwerte der relativen Haufigkeit: Heqag(X = k)= %-:p(—‘ e )
\ S

af{)l
20

e [dealwerte

10—
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A (leee 302N !

d) Idealwerte N, fir N;: N, =43¢ ( X 3 58 ) - 5738 :

e Iy e o R N |
33 8 4
34 34 20
35 120 69
36 339 195
37 ' 749 430
38 1306 749
39 1793 1029

40 1940 - 1113 3
41 1655 . 949

42 1112 638 :

43 589 338 H
44 246 ' 141
45 81 47
46 ' 21 12
47 4 3
48 | I 0

Zu ¢) und d):

Berechnung mit einem Tischcomputer liefert

u = 39,83182293482, Stichprobenvarianz S* = 4,200925449887.
Nehmen wir ¢ = |/S? = 2,0496159274, dann ergibt sich

-~

k Py k) i Ny Ny
33 0.00075 | 4.3 3
34 0.00340 | 19,5 18
35 0.01209 | 69.4 31
36 0,03391 : 194.6 185
37 0.07494 430,0 420
38 0,13055 749,1 749
39 0.17926 1028.6 1073
40 0,19399 1113,1 1079
41 0.16546 049 4 934
42 0,11124 638.3 658
43 0.05894 3382 370
44 0.02461 141,2 92
45 0,00810 ; 46,5 50
46 0.00210 12,1 21
47 0,00043 S 4
48 0,00007 . 0.4 | 1
Summe: 0,99984 DSR2 5738
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Aufgaben zu 16.

326/1. I 0 3 10 15 20
B(100; +5; k) 0.00003 0.03387 0,13187 0,03268 0.00117
P(10: k) 0.00005 0.03784 0,12511 0.03472 0,00186
Differenz 0,00002 —0,00397 +0.,00676 —0,00204 —0,00069
relative o 5 T l o, _j o
Abweich ung 66,7 o 1 o | ‘o 6,2 ‘o :‘q'[}-"u

326/2. B(500: 0,98; k) = B(500; 0,02; 500 — k) = P(10; 500 — k).

063, Exakt: 3 (239)(zh0) (33850 ~F = 028561 + 0,35880 + 0,22448 = 0,86889.
i=0

Poisson-Niherung:

o 252
P(1,25;0) 4+ P(1,25; 1) + P(1,25;2) = e +*° (1 F it I",f-- ) ~ 0,86847.

326/4. a) Hornchen = cm-Intervalle; Rosinen = markierte Punkte.
b) Beispiel: Tabelle der Zufallszahlen aus den Stochastik-Tabellen, die beiden letzten
Zeilen auf Seite 48. Je 2 Ziffern geben die Nummer des cm-Intervalls an. Aus-
wertung am einfachsten graphisch:

Ll il

00 10 20 30 40 50 60 To 80 90 39

¢) k | 0 1 2 3 =4
Zahl der Intervalle mit k Punkten | 39 31 21 9 0
Idealwert 100 - P(1: k) | 36,788 36788 18394 6,131 1,899

326/5. P(»Genau k Doppelsechsen«) = B(27: 55; k) ~ P(35: k) = P(3; k)
k | 0 1 2 3 4 5

PO75:k) | 047 035 013 0034 0006 00009

27/6. P (»Mindestens 3 Sechser«) = 1 — P(»Héchstens 2 Sechser«) = 1 — Y, P{l;) =
i=0
= (,0803.

R7/1. a) Bernoulli-Kette der Liinge n = 40000. :

Treffer an der Stelle i := Einsendung Nr. i richtig. p=10""

B(40000; 107%; 2) = (*°3°%) -+ 10~ "2 - (
— 2000039999 - 10~ % - 0,96079 =
— 7,68614-107*

Poisson-Naherung:

= 0,04

P(0,04; 2) = 768632 - 107*

= l{j—h}J‘JlJ‘}H =




327/8.

b) P(»Mindestens 2 richtige Antworten«) =

Poisson-Niherung: 1 —e™%°* (1 + 0,04) = 7,7898 - 10~ *

; ; - - / o 22 ;
Die Molekiilzahl X in | Liter ist nach P( |64-1IJ-|0“ j ~ P(42,86) verteilt.
Die Tabelle der kumulativen Puf.x'-.wm-\-’:—:ricﬁnngcn bietet als Niherung P(45). Dami

P(X >40) = 1 —0,25555 =~ 0,74.

al

i L]

B
(g v
=l
4 e
)
)
izt
=
o
Ll
2
=

Mit einem Rechner erhilt man P(X >40) = 1 —

i=0

327/9. 537 Einschlage auf 229 + 211 +93 + 35 +7 + 1 = 576 Quadraten.

k | 0 | 2 3 4 5 und meh
Idealwerte 576 P(232; k) 2267 2114 985 306 71 1,6
327/10. - | | \ \

2 3 BalE fIENRE 1 2

3 D_ Bl Ees 4 7 2

S22l a2 1= 2y

3 6 176 " 20\ 2y

1 7 3 1 2 5

327/11.

327/12.

3. P(u;0):=8%0 <= e# = &

1 ] 5 3 3 2
2 3 6 0 2 A
1
k [ 2 3 et e R )
R T [ ST T e e T D SOOI ¢
!

50-P(u;k) |38 98 126 108 70 36 16 08

A Lsfi_()uaidx'allgreld entfallen im Mittel also 10 Sterne. Mit u = 10 und der Annahme.
daB dlc Anzahl der Felder mit k Sternen P(yu)-verteilt ist, ergibt sich fiir die Anzahl
der Felder von § Quadratgrad mit weniger als 7 Sternen
6

100 * F14(6) = 100 - > P(10; i) = 13,014 ~ 13.

i=0
AusschuB3 bei 100 Flaschen: exakt: 1 — B(100: ‘11".'01 0) = 0,63397 =~ 63,47

Poisson-Niherung: 1 — P(1; 0) = 0,63212 ~ 63,2%

Ausschul} bei 1000 Flaschen =~ 1 — P(75; 0) = 0,09516 ~ 9.5%

—~—

5 <= pu=Ing = p~012 = N ~900-0,12 = 108

P(u; 0) =2 = N ~ 400 = 4001n 4% = 1403




(it

1mE,
zahl

18/15.

328/16.

328/17.

328/18.

328/19.

328)20.

1 — Y P(2;i)=1-067668 = 0,32332 ~ 32%
i=0

Bernoulli-Kette der Linge 500; p = +i5. Treffer an der Stelle i:= Samen Nr. i ist

Unkrautsamen. X := Anzahl der Unkrautsamen in der Packung.

P(X £ k) = 80%

Poisson-Niherung:

k

Y PG8%:1) 208 < k=7 = kyyy =

=0

(Dann sogar 86,79, Sicherheit)
Beobachtungszeit 110 Jahre mit insgesamt 63 Kriegsausbriichen und ebenso vielen
Friedensschliissen. u = &5 = 0,573.

k 0 l 2 3 B >4
ideale« Zahl 110 P(£&%; k) 620 355 102, 194 028 0,04
Die Zeiten sind schlechter geworden! Seit der Griindung der Vereinten Nationen
(1945) gab es (bis Mitte 1983) 150 Kriege.
Zahl der Worter: N = 3949

Zahl der Silben: 1-1983 +2-1557+ ... +6-9 = 6459
Mittlere Wortldnge: p = 6459:3949 = 1,636
k | 1 2 3 4 5 6
N-Plu—1; k—1). | 2091 13200 423 80,55 142 it
Deutung: Die Wortlingen wechseln vollig unregelmaBig; die mittlere Wortlinge ist
iiberall im Text gleich groB (und wohl als ein Stilmerkmal anzusehen).

X sei nach P(p) verteilt.

. K x k-1
:ﬂ.X:zf\'-'”1-u.‘”-—c""-,rr-z %E — e =
Fomy R s le—1)
=pet ¥y f-lq' = e huet =g
i=0 -
' 8 |[|
VarX = §(X3)—p2 = Y k2 £ ek — 12,
' k=0 k!
Mit k* = k(k — 1) + k ergibt sich
0 k—2 X k=1
i )
\'.’EH',\' — R e H T "“ — 1 e K T s - — U- =
.“ c k.x__‘z L.E\ _:]l ; j‘j-_—] lllr\- I'1 :!

7 g _:
= isreniaek L ursertyieb =g,

14
H= zf,lrﬁa: = E k- "\'I-I. = ]%%—' ~ _1"87
k=0
[dealwerte N, = P(3,87: k) - 2608
R R S TR R e e e e
N, | 54 210 407 525 508 304 254 141 68 29 11 4 1 0 O

Wegen der groBen Anzahl der Atome indert sich die Zusammensetzung beim Zerfall
kaum. Man kann also eine Bernoulli-Kette annehmen.

209




329/21.

329/22.

329,23.

329/24.

329/25.

p=3
P(X 28)=1- F(7) = 0,01190 = 1,2%

0

Wegen P(X =8) < 5% sind auBerordentliche Umstinde zu vermuten.

2) u = 3t 1800 =~ 4,93
P(X k) 20995 < Fjg3(k) 20,995
Mit einem Rechner erhilt man k = 11.
Aus den Stochastik-Tabellen entnimmt man als Niherungswert:
Fi(k) = 0995 <= k = 12.
b) = 3is-18 = 0,0493 ... =~ 0,05
Foos(k) 20995 = k=1
Hier liefert der Rechner fir F, denselben Wert k., = 1.

P(X =12) = 1 — Ey(11) = 0,00092 < 1%,
Der Vorwurf ist berechtigt.

Im Mittel halten sich u = 25 Kunden im Postamt auf.
X = Anzahl der Kunden, die einen Parkplatz finden.
P(X =£k)=09 P(X =k) =095

F,s(k) =09 F,s(k) = 0,95

k=32 k =33

p = 2 (Anrufe/Minute)
X := Anzahl der Anrufe/Minute
P(X>3)=1-F(3)=0,14288 ~ 14,37%;.

Aufgabe zu 17.1.

364/

r S
1 4n | $ 7
2 6n | %=
3 36mn 36T
S=1@n+36n)=20n+ 167
V=4@n+36m) = $n+Pn

Aufgabe zu 17.2.

364/

210

Q = Menge aller Wahlberechtigten Bayerns, die ihrer Wahlpflicht nachgekomm¢l
sind.

Die ZufallsgroBe X := »Wahlverhalten« ordnet jedem w die Listennummer j dér
jenigen Partei zu, der er seine Zweitstimme gibt; dabei war 1 = CSU, 2 = SPD.
3= FE.D.P. usw:

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X bilden die — nach der Auszihlung b®
kanntwerdenden — Anteile der Parteien, also

_ Anzahl der Wihler von Liste Nr. j

) B

Wix :
: 12




men

der-

\PD,

X, == »Wahlverhalten des Biirgers w;«.
Die Linge der Stichprobe ist die Méchtigkeit der Menge der Wahlberechtigten aus
den ausgewihlten 175 Stimmbezirken.
Die X, sind nicht unabhéngig, da die Auszihlung durch Ziehen ohne Zuriicklegen
vorgenommen wird.
Das Stichprobenergebnis von Titelbild 18 stellt eine Punktschitzung von W), nimlich
i = Anzahl der Wihler von Liste j

7~ Anzahl der Wihler aus 55 Stimmbezirken

Aufgaben zu 17.3.

364/1.

J64/2.

364/3.

Bezeichnet man z. B. »Dieses weille Pulver ist Rauschgift« als Hypothese H, dann ist
»Dieses weiBe Pulver ist Schnupftabak« die Hypothese H,, und es gilt dann auch:
Der Sheriff hat den Fehler 2. Art gemacht. Der Fehler 1. Art wire gewesen, Rauschgift
fiir Schnupftabak zu halten. Man sieht, daB hier die Wahrscheinlichkeit fur den Fehler
1. Art klein gemacht werden muB. Dann wird es u. U. leicht passieren, daB ein Fehler
2. Art unterlduft. Dies ist aber nicht weiter schlimm und fithrt hochstens zu einer
humorigen Pressenotiz.
TestgrofBe Z := Anzahl der roten Kugeln in der Stichprobe
Q=1{0,1,...,10}
a) H,:= Z ist nach B(10;0,1) verteilt.

H, := Z ist nach B(10;0,3) verteilt.

: Z <1 = Entscheidung fiir H,

0y :

: = 2 = Entscheidung fiir H;

o' = Pos(Zz2y= 1~ I} (1) =10,26390 ~ 264%

B' = PINZ = 1) = Fi3(1) = 0,14931 ~ 14,97,

Sicherheit des Urteils:

Falls H, zutrifft: 1 — o' = 73,69,

Falls H, zutrifft: 1 — ﬁ" ~~ 85,1%
b) H,:= Z ist nach H(20; 2; 10) verteilt.

H, .= Z ist nach Il[:().(a, 10) verteilt.

o' =Py (Z22)=Py(Z=2)= Z[H !; ) = {555 = 0,23684 ~ 23,77,
10
n 14 & !-1- 5 ]

ME _ ®GH . B _ 1001 +6-2002
ﬁ = fJH'x{/f i ” e 7[:.) + ‘-]2[: p— &‘,4-'“\(}

= 13013 _ 0,07043 ~ 7.0%
Sicherheit des Urteils:
Falls H, zutrifft: 1 — o' = 76,37,
Falls H, zutrifft: 1 — ' = 93,09,

a) o' = P{Y(Z2k+1) =1
= Fgi(k) 2 95%
<= k =4: also R,m,, 4

b) B’ = P2(Z < k) = F2%(k) <
< k=1; also k=1

¢) o« + B =1— F2%k)+ F23(k)

F29(k) = 5%,

211




212

k o' (k)
I I

0 0,87842
1 0,60825
SR 0,32307
3 ‘ 0,13295
4 0.04317
5 0,01125
6 0,00239
7 0,00042
8 [ 0,00006
ol 0,00001

10 ‘ 0,00000

11

I2

13

14

5 ‘

20 ' o

d) Zu a) Man zieht die Gerade o' = 5

0

von ihr.

Zu b) Man zieht die Gerade ' = 1%. Alle Loésungspunkte liegen auf und unter-

halb von ihr.

Zu ¢) Die Punkte (x| ) mit o'+ ' = const. liegen auf einer Geraden mit der
Gleichung ' = —a' + ¢. Man zieht also die Parallelenschar mit der Stei-
gung —1 durch die Punkte (o'(k)|f’(k)). Die am tiefsten liegende Gerads
bestimmt den k-Wert, fiir den «'(k) + f'(k) minimal wird.

B

g I N,

0,879..-48

¢7

B (k)

0

0,00080
0,00764
0,03548
0,10709
0,23751
0,41637
0,60801
0,77227
0.88667
0,95204
0,08286
0,99486
0,99872
0,99974
0,99996
0.99999

I

o'+ B
I
0.,87922
0,61589
0,35855
0,24004
0,28008
0,42762
0,61040
0,77269
0,88673
0,95205
0,08286
0.99486
0,99872
0,99974
0,99996
0.99999

I

Alle Losungspunkte liegen auf und links




3654. a) o' =
= R, () 295%
= n=40
n =40 und k = 7 erfiillen die Bedingungen.
Dann ist sogar
o' w4 2% und B’

b) po = 0,1:
=03;

yL8)

J

Mit n =~
die Niherungen mit Vorsicht zu betrachten.
Die Bedingungsgleichungen von a) werden zu

"k —0,3 .5
d 0,95 A @ 032+ 0.9% = g4
\ 0.3 [ n _ [/0.21n
P e L BT (i Sl e B
0.3 |/n /0,21 n
< 0.1n+049347)/n—05<k <03n—1,2816]/0,21n—0,5
ks Diese Ungleichungskette wird man durch Einsetzen 1osen.
ist und n = 40 als zu groB vermutet wird, priift man n = 35 und erhilt
i 59194... £k < 6,5254... = k =6
A5 Priffung von n = 34: 577...2k=627... = k=6
el Priifung von n = 33 563...2k=<602... == k=6
ade Priiffung von n = 32: 5.49 . <k <5,77...; nicht erfiillbar.
Die Uberpriifung von (*) mit einem Rechner ergibt:
n=32: Es gibt kein k, so daB Fg'7(k) =95% A FRi(k) <
n=233: F33(6) = 95830% A Fy3(6) = 9,445% mug
n = 34: F3%4(6) = 95,186%, A F33(6) = 7,853%, richtig
n = 35: Fi5(6) = 94.482% A F33(6) = 6,57 d.h.,
die Niherungslosung (n = 35: k = (}l ist keine Losung.
%55. b 0 100
W®) | 0da +098 (1—f)-09 (1—a) 01
§B=10-09(1—-p)+100:0,1(1 — ') = 19— 10a"—9f'
k o' (k) . Bk ‘ £B
—1 I | 0 0,00
0 0,02821 0,00013 ‘ 0,72
1 0,72879 ‘ 0,00157 | 11,70
2 0,46201 0,00896 ' 14,29
3 0,23041 0,03324 16,34
4 0,09799 0,09047 17,21
5 0,03340 0,19349 . 16,92
: 6 0,00048 0,34065 | 15,84
L

-'Fr'.itI|I éfx“'

Fgak) =

fr == IL‘f‘rr?Ek) -S'; IUU’“

.f'\f\é ',’\-II\';?

10%/

ao = 0.3]/n

RS
o = 0,1n;
',“| — U‘;H-

~ 40 sind Fu ~ 3,6 €9 und .-T] : 8,4 =~ 9; also sind nach der Faustregel

(k—01n+05)

(*)

0= |0 21n.

Maximale Belohnung bei k = 4.

Da n=3(




365/6.

a) k o' (k) | (k) . o' + ff so’ + 3’
—1 I 0 I 5
0 0,65132 0,02825 0,67357 3,34135
1 0,26390 0,14931 0,41270 1,76743
2 0,07019 0,38278 0,45297 1,49929
3 0,01280 0.64961 0,66241 2,01283
4 0,00163 0,84973 0,85136 2,55734
5 0,00015 0,95205 0,95280 2,85870
6 0,00001 0,98041 0,08042 2,96829
7 | 0,00000 0.99841 0,00841 2,09523
8 ' 0,00000 0,99986 0,99986 2,09958
9 0,00000 0,99999 0,99999 2.99997
10 0 I , I | 3

b) 1) k=2
2) k<1

3) Es gibt keinen Annahmebereich »Z < k«, so daB beide Bedingungen erfillt
sind,

¢) o'+ f" minimal < k = 1

d) 5a¢'+ 3 minimal < k =2

e) o' = PoY(4,) =1—Pl2({1,2,3}) = 1 — F{9(3) + B(10;1%; 0) = 0,36148.
B'=Py3(4,) = F3(3) —B(10;+5:0) = 0,62136.
Der Punkt (0.36148]0,62136) wird im «'-f’-Diagramm durch % dargestellt.

a) Wegen der Symmetrie der Alternativen wird auch das Entscheidungsverfahren
symmetrisch zu wihlen sein, falls man nicht einen Grund hat, eines der beides

36

36

36

36

3




en

en

365/8.

365/10.

365/11.

b)

moglichen Fehlurteile fiir schlimmer zu halten als das andere. Also mit p:= Anteil
roter Kugeln in der Urne und Z:=Anzahl roter Kugeln in der Stichprobe, wobei
@2=:40,1,2,3,4, 5}:

Hypothese H,: Py 4. Annahmebereich 4 :=»Z < 2«

2 =P (Z>2)=1—Py(Z<2) =1-0,68256 = 031744 ~ 32%.

o' = ' wegen der Symmetrie.

Dies ist ein Test des Testverfahrens!

P(»6 oder mehr Personen urteilen falsch«) = P2 (Z = 6) & 1 — Pg3(Z = 5) = 5%,
Genaue Rechnung mit einem Rechner: PL%(Z = 6) = 0,06143 ~ 6,1%.

Es ist also ein recht unwahrscheinliches Ungliick passiert. Vermutlich wurden die
Kugeln nicht ordentlich gemischt.

TestgréBe Z := Anzahl roter Kugeln in einer Stichprobe der Lange 3. Q = {0, 1, 2, 3}.
Hy: Pg¢; Annahmebereich A4 :=»Z = 3«.

H,: P;,; Annahmebereich 4 = »Z < 2«.

6 rote Kugeln in der Urne: o’ = Pgg(Z <3)=1—0,6° = 0,784

4 rote Kugeln in der Urne: ' = P34(Z = 3) = 04° = 0,064.

Das Verfahren ist unsymmetrisch: Urnen mit 6 roten Kugeln werden leichter falsch

beurteilt.

Hy =P A:=»Z = k«

H, = Py, A = »Z > k«

o = PPy Z>k)=1— F4(k)

B = P2 =k) = Fslk)=1—Fgaln—k~1)
o =f <« k=n—-k—1 < k=35n-1).

Somit A4 = [0;3(n—1)].

n

o

| ! 3 5 7 9 5 25

040000 035200 031744 028979 026657 021310 0,15377

(Sogenannter randomisierter Test; random engl. = zufillig)

o

=B =Pi(Zs)+LP(Z=2=04"1+4-06" 042 +3-0,6%-04% = 0,352

TestgroBe Z = Anzahl der Nachkommen der Farbe 1. @ ={0,1,...,15}
H, = »Farbe 1 ist dominant«, d.h., Z ist nach B( 15: 0,75) verteilt.

H, := »Farbe 1 ist rezessiv«, d.h., Z ist nach B(15;0,25) verteilt.
Annahmebereich fiir Hy: 4 :=»Z = 8«

Aus Symmetriegriinden sind beide Irrtumswahrscheinlichkeiten gleich:

Ir

15

= Pl3:(Z =7 = F3s(D) =1 - K315 —7— 1) =1 — Fo35(7) =
= Pi3:(Z28) =p.

Damit o' = ' = 0,0173.

35/12. a) Q = {0,1,2,3)}

H, = Z ist nach H(7;2; 3) verteilt. H, = Z ist nach H(7:4;3) verteilt.
Es sei Py:=H(7;2;3) und P, :=H(7;4;3)

k 0 1 2 3
Py(Z =k) 10 20 3 0 ko
i,’: (7=} 1 12 18 4 I [:‘:l}cn_ni:;_umn]:»
s . 5 = = 3) = w
zub) P,—Fy —9 —8 +13 +4 ]

2
—
L




b)

A sei der Annahmebereich fiir H,. 1 — Py(A4) und P,(4) sind die Fehlerwahr- | 36
scheinlichkeiten. Es muf} also P, (A4) — P,(A) méglichst klein gemacht werden.
A=0: P, (A)—P,(A4) =0.
A lelementig: Py(A) und P, (4) sind schon in a) berechnet worden. In der 4. Zeile |
der Tabelle stehen die Differenzen. A = {0} liefert bisher das beste Verfahren. |
A 2- oder mehrelementig: Die Wahrscheinlichkeiten und ihre Differenzen errech-
nen sich einfach als Summen aus den in a) gefundenen Werten. '
|
A | 35 (Py(A4) — Po(A)) A 35-[1’,[/13 !r,{ )] |
{0; 1} | —17 10,1, 2% =3 | 3
{0; 2} 4 10,1, 3} 13
{0; 3} —35 (0, 2, 3} 8
{1;2} 5 1,231 11
{1;3} ~7 0,1,2,3} | 0
(2;3} 17
A = {0; 1} liefert das beste Verfahren. Die Summe der Irrtumswahrscheinlichkei-
ten ist dann gleich 1 — 4% = 3%.
366/13. TestgroBe Z = Anzahl der schlechten Schrauben in der Stichprobe.
0 =10,1,2,3,4;5}
H,:= Z ist nach B(5;0,1) verteilt. 1 i=»nZ =< 1« H
Z ist nach B(5; 0,4) verteilt. A = »Z = 2«

366/14.

H, =
o' = P§,(4) =1—F,(1) = 008146

a)

b)

©)

B = ch'?.a{/” = Faia{i] = 0,33696

Behalten wir die TestgréBe Z := »Anzahl der schlechten Schrauben in der Stich-
probe« bei, so gilt die Entscheidungsregel

5 {/ =0 = Entscheidung fiir H,
Z > (0 = Entscheidung fiir H,
¢ =P (Z>0)=1-P}(Z=0)=1—-B3:7:0) = 1—-09% = 0,271
B = P.(Z =0)=B(3;5:0) = (1 —04)® = 0,6 = 0,216
8 = PfiZ=0)=11—09" B
B! = Py (Zi=0)= {}.6* v
Fl o it T oxuw
o ‘ 01 019 027 034 04l o+
B 06 036 022 013 0,08
Siehe Figur! ;;
5.: (Z =k = Entscheidung fiir H, 0,5- B
1! < k = Entscheidung fiir H,
o =P (Z =k)=01* 3
B'=Pes(Z <k)=1—Pl,(Z =k =1-04" 4
ko | : 2 3 5
i et R — »
« | 01 001 0001 i S
g | 06 084 00936 0 05

Siche Figur! Figur zu Aufgabe 14.




Ir-

366/15. TestgroBe: Zahl Z der Treffer bei 20 Schiissen. 2 = {0, 1,..., 20}

3o6/16.

366/17.

Hypothese Hy: P79 (d.h., das Gewehr ist mittelmaBig).
Annahmebereich fiir Hy: »Z < k«.

Es soll gelten: Py E:{ =k)y=2 1{1’9 k)
Umformung: Pc“”{/ =20—k) =2P; ‘;{/ < 20—k)

wl-wmﬁz_lg—mggwﬁ%zﬂlu-m

“-.f

IJ

Beste Niherung: 19—k = 2; k =17.
Fehlerwahrscheinlichkeiten dann o’ = 3.5%, ' = 32.3%;.
TestgroBe Z := Anzahl der richtig geldsten Aufgaben. Q:= {0, 1,..., n}

Die Beantwortung der Fragen entspricht einer Bernoulli-Kette der Lange n.
H,: Priifling sehr gut vorbereitet <= Z ist nach B(n;0,97) verteilt.

H,: Priifling schlecht vorbereitet <> Z ist nach B(n;0,75) verteilt.
A=»Z =k + 1« A =»Z <k«

Bedingung: Plo.(Z = k+1) 297,5% A Py 7s(Z£ = k) = 90%,
<= F7 L},{/ < k) 0,025 A PJ15(Z = k) 209
n = 15: Es miiBte zugleich k < 12 und k = 13 sein!

n = 20: Moglich ist k = 17.
n = 50: Moglich ist k = 41,...,45.

/
. : : 0,4 7
a) Sicherheit 609, wenn P, vorliegt;
85%, wenn P, vorliegt. 0,31
b) P,(A) = 0,8 gilt fiir folgende Mengen: oio
! , 2,3,4,5), {1,4,5,6}, =

4 5.6} und Q.

PE[A ) nimmt dann beziehungsweise die Werte
0.7:0:4; 045; 0,15; 0 an. 0
Also ist A4 = {2,4,5} zu wihlen.

0,1

¢) Der Statistiker wendet das sogenannte Maximum- Likelihood-Prinzip an und erhilt
A = {2;4;5} mit o' = 20% und g’ = 307, (vgl. Aufgabe b)!).

d) 4:= ,f;|;”J {w}) > P ({w})}.
1) Wir vergréflern A.
A* = A U {w*}, wobei P ({o*}) = P({w*})
(@) = P, (A% = 1 — P,(4%) = 1 — P, () — P, ({0*}) = o' = Pi({o
(B*) = Py(A*) = P,(4) + P,({w*}) = B’ + P ({w*)
) 4 (B = o + B+ Py ({o*)) — Py({0*) 2o/ + B

=!=r.]

2) Wir verkleinern A.

A=A\ (@B} mit P,({@}) > P, {(@}).

7 = P, (A)=1—P(A) = 1 — P, (A) + P, ({B}) = o' + P, (D))

= f’ﬂ—;im—P(mw_ﬁ-Pw”

a + ,H =o' + B’ + P ({&}) — P, (1@}) > « "+ .
In beiden Fillen nimmt die Summe der [rrtumswahrscheinlichkeiten nicht ab.
In Figur 342.1ist o' + 8" noch nicht minimal, da B(50:0,15: 14) < B(50; 0.4: 14).
aber 14e A.
Birada={01 2 13} ist das Konstruktionsprinzip von ¢) erfiillt.




367/18. Z := Anzahl der Sechser; 2 = {0, 1,..., 600}.

218

H, := Z ist B(600; #)-verteilt. H, := Z ist B(600;1)-verteilt.
a) A:==»7 < 110«
10 — 100 + 0,5

I' ﬁtJ[" &

o =P Z =11)~1—@ (

6

) = 1 —-&(1,15022) = 12,5%

110 — 120 + 0,5

ﬁ = Prh('l[] g i 1{'}} ~ P ( — ) =@ { — 0.96959} = l‘ﬁ.(}'{-l') o

b) A := E{-J; f\'_]
o' =PP%Z 2k +1) £5% |
[+

niherungsweise:

(p(k- f_[_]él:l_;_-_}i > 950/ |
N ], 6 ¥, krnin_ |
< k—99,5 = /222 - 1,6449

< k=1145...
= Kkpin = 115.
B = PS(Z <115) ~ & (‘f_I 15 — 13() 4t ) g
L9
— & (—0,45928) = 32.3%
¢) PHZzk+1)<1%APy(Z=K<1%
[+]

Niherungsweise:
WPYCE TETE\ B
\ 1;":!4‘ : —ﬁ; y 4
@ (’f‘— e tf_’__*\)
O
264 A

6k—n-+3
e il =2 3
|/Sn l

u1
[p]
Lh

< — 23264

< &(n+ 23264 ]ﬁ /n—3)<k<i(n—2-23264 |/n—25).

In einem 1_-"';—5\'—5}%1{:111 stellen die beiden Terme Teile von Parabeln dar (siche
Skizze). _

Bestimmung der |/n-Werte:

Notwendigerweise muf} gelten

$(m—2-232641/n 2,5 — L(n+ 23264 /5 |/n — 3) >

< |/n(y 'n—2,3264(12 + 51/5))>0

< |/n>5392...

<> n>2908,09... = n_, = 2909
Bestimmung der dazu passenden k-Werte:

$(2909 + 23264 1/5-2909 — 3) < k < £ (2909 — 2- 2,3264 /2909 — 2.5)
<> 531,09... < k < 531,1...: nicht erfiillbar.

Da beide Schranken fiir kK mit # monoton wachsen. muBl k mindestens 532 sein.
Dann miil3te gelten

=(n—2-2,3264 [/n—2,5) > 532, woraus man erhilt: n > 2913.64.
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=

Mit n = 2914 %winnl man dann

1(2914 + 2,32 5-2914 — 3) <k < 1(2914 —2-2,3264 |/ 2914
< 53196... < f\' < .‘}32.(]&...

Also erfiillen # = 2914 und k = 532 die gestellte Bedingung fiir @ und hoffent-
lich auch fiir das eigentliche Problem.

h..l
U’l
S

3%7/19. a) o' = POUZ 283) = PPI%(Z —45238) <P533(Z—45|238) =

367,/20.

~ 300-0,15 - 0,85
=" ag?

Tt ‘FJ“"'E[\[/ ,-‘ 8’); )[132(]{/ l')(} {- 3 ‘58} Al

= !J‘ﬂﬂil)[\’ 7 ;_}F'”ﬁji b I UU{{ l'}{l > '\&}

- ) 0./
= ‘—"? Lo

-
=
|

3000406 _ «

5 Df

33' = /0

b) o = 1 —d:( =00

j — 6,68-107%%.
/B8RS U

8 ) 20 4 g
pa (2 Il ;?Of i ) = @(—4419417382) = 1~ 0.9999950465 < 496+ 107+ .
) bl )

Da der Spieler nicht weil, vor welchem Automaten er steht, ist sowohl «' als auch
B’ héchstens 10% zu machen.

Z := Anzahl der Gewinnspiele; 2 = {0,1..... n}.

H,: Der Automat hat die Gewinnwahrscheinlichkeit 0,49, d.h., Z ist B(n;0,49)-
verteilt.

H,: Der Automat hat die Gewinnwahrscheinlichkeit 0.51, d.h., Z ist B(n:0,51)-
verteilt.

1. Fall: » ist gerade.

A:=»Z < in«

' — o = PfelZ < 21) =907, neN | 8 = PfilZ=4n) 290%

angenahert ergibt angenihert
0,51 —n 049 4 \ = > ( 0,57 —0,51n+ 0.5) <01
74 n- 049 0,51 e l/n -(0,49- 0,51
< n—128,16]/0,2499 /n + 50 2 0 o n— 128,16 /02499 /n — 50 2 0
n =40039... vn < 0,63 — n =4204,009...
= Npin = 4004. = n_. = 4206, da gerade sein muf.

Es miiBte also mindestens 4206mal gespielt werden.

2. Fall: n ist ungerade

A:=pL *é— 51]‘ == %((

—o' = Plas(Z<4n—4)290% nl—F = Pisi(Z>3n—4) 290%
Angenéhert:

¥ ( O,SIH —049n) o 900% Al— @& (() 5n—0,51n ] > 909/
/02499n ) = ° //0.2499n

Beide Ungleichungen sind identisch. Man erhalt
|/ n— 128, 16]/0,2499 =2 0 = Nyin = 4105.

Die ungerade Spielanzahl ist giinstiger als die gerade!

Mit einer Sicherheit von 90% kann man nach 4105 Versuchen sagen: Gewinnt man
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367/21.

367/22.

367,23.

hochstens 2052mal, so handelt es sich um den Automaten mit der Gewinnwahr-
scheinlichkeit 0,49.

S := Schaden in DM pro Schachtel
ES=07-10-a"+03-5-p' =
=Ta'+ 1,58 =
= TPUZ >R+ 1,5PFUZ = 1) =
=T-TENZ k) +15P2%(Z k)

k | > 3 4 5 6 7
TPRAZ=H) || 47385 . 6069  « 663 . 692 6983 6997
1,5P2%(Z < k) 0,0054 0024 0077 0488 0375 0.6

&S | 22669 0955 037 0267 0392 06X

Der optimale Annahmebereich fiir die Hypothese »10%, AusschuB« ist also 4 = »hochstens
5 schlechte Stiicke in der Stichprobe«. Der mittlere Verlust pro Schachtel ist dann 26,7 Pf.

Bemerkung:

Eine weitergehende Frage wire, ob denn die Annahmebereiche der Form »Z < k« liberhaupt
die giinstigsten sind. Sie zeichnen sich dadurch aus, daB sie zusammenhiingend sind, Aber
koénnte nicht vielleicht ein unzusammenhingender Annahmebereich wie z. B. »Z =0 oder
3 = Z = 6« zu noch besseren Resultaten fithren? Wir konnen auf die zugehorige Theorie nicht
eingehen, vermerken aber das Ergebnis: In unseren Beispielen sind die zusammenhiingenden
Annahmebereiche tatsichlich nachweislich die besten, wie man es wohl schon gefiihlsmibig
vermutet hitte.

Wie in Aufgabe 21 erhilt man I” i
88 =T(1— P8 (Z <K)+1,5P,(Z <), bl s don

0,4
T
1
2

Bemerkung:
Der jeweils grofBte Wert von k bedeutet, daB3 gar kein Test gemacht wird.

a) #S =7+ 15(1—9) = 1,5+557.
Minimale Kosten fiir y = 0, d.h., die Miinze zeigt (praktisch) nie den Adler, und
Jede Schachtel wird fiir »gut« erklirt. Der Miinzenwurf bringt also keinen Vorteil.
was auch zu erwarten war.

b) Beim optimalen Verfahren nach a) ist der mittlere Verlust gleich 1,5 DM. Kostet
die Priifung von 1 Schraube mehr als diesen Betrag, so lohnt es sich nicht, zu
priifen.

Erganzung: 367/22 zeigt, daB man mindestens 2 Stiicke priffen muB, um einen
Vortell zu erzielen. Man kann dann den mittleren Verlust auf 1.33 DM senken.
Dies lohnt sich aber nicht, wenn 1 Priifung teurer als 1,33 DM :2 = 0,665 DM
kommt.

367/24. a) Verlust in DM bei Annahme: V¥, :=100p-0,5 = 50p

b2

Verlust in DM bei Ablehnung: ¥, := 20+ 100(1 — p)- 0,3 = 50 — 30p
Annahme vorteilhafter < V, <V,

< 50p <50—30p

<= p < 0.625
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b)

. 1 y - iy :
Mit p:= @ erhilt man (mit Hilfe eines Baumes):

p—

368/25. Hochstens 3 Stiicke sind zu priifen.

Am ungiinstigsten fiir den Abnehmer ist die Situation ¥, =V, < p = 0,625
(was zwar bei 100 Stiick nicht realisierbar ist), da er dann bei Annahme und Ab-
lehnung den gleichen hochsten Verlust von 31,25 DM hat.

I gV
2 ke M e Verlust in DM
| 0 2 "3, -
805 | |~ aks0 ‘ 2,50 XS &
010 || 509 5,00 d ¥, o
0,15 8,14 | 7.50
0,20 12,08 10,00 =
0,25 ‘ 16,95 12,50 30+ e o
030 | 2224 15,00
0.35 27.09 17,51
0.40 30,74 | 2003 -
0.45 32,85 ‘ 22,59
050 || 3349 25,18
055 | 3304 ‘ 27.75 10
0.60 SLe%, - 3048 ;
0.65 T R )
0,70 29,02 33,22 (e =Ty assE i
075 2751 32,89 '
080 | 2600 30,93
0,85 24,50 27.69
090 | 2300 | 2422
0,95 2150 - | 21,64

.|l 2000 | 2000

&V =50pP)°(Z < k) +(50 —30p) P*(Z>k)=

— 50 — 30p + (80p — 50) F;, * (k).
Man erkennt aus der Wertetabelle, daB sich im Rahmen der Zeichengenauigkeit
die Graphen von &V fiir k = 5 nicht von der »Ablehnungsgeraden« und fiir k = 11
nicht von der »Annahmegeraden« unterscheiden. Trotz des Augenscheins sind
diese Geraden keine Tangenten:

6= e, (0.625) = —30 + 80-0,02103 = —28,32 + —30 = Steigung von v,
dp

="yl df b (0.625) = — 30 + 80-0,87330 = 39.864 + 50 = Steigung von ¥
dp

Maximaler Verlust bei k = 5 ca. 3,5 DM, bel k= 11 ca. 3,3 DM.

Die Umformung in b) liBt erkennen, 4_‘ P (,,Ablehnung”)
daB Schranken fiir &V bei gegebenem p
die Zahlen 50 — 30p und 50p sind. .

Wendepunkt

100




368/26.

368,27.

]

b3

P (»Ablehnung«) = p*> + 2(1 — p)p? = p*(3 — 2p) = 2d*(150 —d) - 10~ Al

2 3

¢ B sl St AEN 3
P(N = n) pPP+1-p* | 2p(1-p) 2
(.‘?:Vzl[p‘j‘—%—{l—;;r]z)-i-}-Eptl—P}: ]

=2+4+2p(l—p)=

. G " I T ol T nl B

_py2d (4 @ 50 100

i 1{)(}(' mn)
Fir die Zeichnung:
EN = —-20p—3)*+3=
2 50 s
= — o (d 507 + §.

Start

o8
TN
93 \f-/"
00 —d d d—1 d 100 —d d—1 d d—1
P)f\]_]‘h LY — S ] S ) . = g, ikl e — =
PARCARHIEY 00 99 98 T 100 99 98 100 99
A, n’_{d = l][149 _—___f{_}
100- 99 - 49
n 2 3
PN = || 4d—1D+(100-d)99—d) | 2(100-d)d
100- 99 | T 100-99 3
N =2.9d=1+(100-d)99—d) ;. 24(100—d) _ 5 _ ,. d (‘[ . N
100 - 99 100 - 99 99 {100,

Man vergleiche P(»Ablehnung«) und &N mit den Ergebnissen aus 368/25. Di
graphischen Darstellungen fiir 368/25 und 368/26 fallen im Rahmen der Zeichen-
genauigkeit zusammen.

a) &S = 3-200- P, , (»Ablehnung«) + L - 100 - Py s (»Annahme«) =
= 3-200-0,01(3—-0,2) + 1 -100- (1 — 0,09(3 — 0,6)) = 42.

b) & (Schaden bei ungepriifter Annahme/DM) = 4 -0 + 4 - 100 = 50.
Vom Preis von 50 DM pro Priifung an lohnt sich kein wie auch immer geplanter
Test mehr. Der Test aus 368/25 lohnt sich nur, wenn die mittleren Priifkosten
8 DM nicht tibersteigen.
Wegen &N = 2,18 fir d =10 und &N = 242 fiir d = 30 darf der Preis pro
Priffung eines Geriits nicht groBer als 8 DM : [3 (2,18 + 2,42)] = 348 DM scin.
Der Test ist dem Problem sehr schlecht angepaBt.




Aufgaben zu 17.4.

368/28. a) H := {B(30;p)|pe[0; 1]}, H, := {B(30; %)}
' . (Ze[0;2]u[8;30] = H, ablehnen.
"1 Ze[3;7] = H, kann nicht abgelehnt werden.

h) @ = JUI_-_‘{J[ZF KJ —
i 6
g — 1— () + F°(2) =
6 ]

— 1 —0,88631 + 0,10279 = 21,648%

¢) B(15%) = Pols(ZeK) = B'(20%) = P3(Z€K) =
— F05(T)— F%s(2) = = 0007 OB
— 71,661%.

= 0,93022 — 0,15140 =
77.882% .

d) Auswertung von Tabelle 32.1 ergibt folgende Anzahlen von Sechsern:

A 8 4 5 5 5 4
7 5 7 ‘ 3 5 2 4 3
6 4 4 | 4 (B2 i 6 5
2 5 4 5 ‘ e 2 6
3 6 5 2 8 5 9 4

In 9 von den 40 Tests, also in 22,5% aller durchgefiihrten Tests, wiirde man die
Nullhypothese ablehnen.
e) K:=[0;k;Julky;30] o = Py(ZeK)=<10%
Man konstruiert K so, daB Py (Z€[0;k]) = 5% A Pu(Z € [k,:30]) = 5%
< F20(k,) = 5% n FO%, — 1) 295%
< Icefg 1 Ak;—1 -Z;‘)

Somit K = [0; 1] [10; 30]
Damit kann die Nullhypothese bei keinem der 40 Tests abgelehnt werden.

368/29. Z := Anzahl der Steinchen, bei denen der Buchstabe oben liegt.
a) Q=10,1,..:;50}.
H := Z ist nach B(50; p) mit pe[0: 1] verteilt.
H, := Z ist nach B(50; %) verteilt.

e K = [0; k;]ulky;50]
n- Pi9s(Z < ky) < 5% A Po3s(Z Z ki) < 5%

<> Jr\']{z:?f’\kz—l élx

Also K = [0;7]w[19;50].

|5e K = H, kann nicht abgelehnt werden.

Man wird die Steinchen als symmetrisch behandeln.
- b) 1 =125 so-72)/db
en Pi%UZ < ki) S 5% A Po3s(Z 2 kp) =57,

Angenéahert gilt

(ky —125 4 {L_W <59 Ad (ky—1—125+ U.S‘) > 959/

2.51/15 TS

i}

;
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ki —

— 125405 3

=

Elf’]*-- 05 < _ 16449 p 22

ki <1085... nk, = 1414 ...

also K = [0; 108] U [142; 500].

150 e K = H, wird abgelehnt.

Man wird die Steinchen nicht als symmetrisch akzeptieren.

L}

| =
H

Lh
—_

et

L

1
5

E-.)

369/30. a) TestgroBe Z := Anzahl der Adler bei n Wiirfen. Q = {0,1,..., n}

224

b)

Zulissige Hypothese H = {B(n; p)|p€[0; 1]] Nullhypothese H, := {B(n: 3)}
Kritischer Bereich K := [0; k; | U [ky; n]
Forderung: Pjs(Z =k,) = 5% A Pi's(Z =2 k;) =59

2 ;{] | k-? I o' = ;)[;[5[K] ! b= PU'ZE‘(,E'{'J

50 T 64907 |  66387%
100 | 4 59 gRE2Y. Ul AranY
200 | 87 | 113 7,684/ 13,966%

Auswertung von Tabelle 11.1 (Anzahlen der Adler):

50fach-Wiirfe; 22 24 23 30 21 28 32 26 20 23 28 27 30 20 19 2
100fach-Wiirfe: 46 53 49 58 43 55 50 46
200fach-Wiirfe: 99 107 98 96
Entscheidungen bei n = 50: Stets »Miinze symmetrisch« auller in 1 Fall.
Entscheidungen bei n = 100 und 200: Stets »Miinze symmetrische«.

Das Versuchsergebnis legt nahe, daB »Adler« hiufiger erscheint als Zahl.
Mit H:=[3; 1] und H, = {3} miiBte Poisson einseitig testen und als

K :=[2048; 4040] wiihlen.

o' = Py (K) = P5i3*(Z = 2048) = 1 — F§i$3*°(2047) ~

0.5

(o) 7 S T 0o ] [ i =
Bl —p| ) ) = 1 - 2(0.86531) = 19,343, T: 19,215%,
/1010

B'(0,52) = Py 5,(K) = P325%(Z < 2047) = F3°(2047) ~

2047 — 4040 - 0,52 + 0,5

= ) = @(-1,67847) = 46637,  T: 4.648%
| |/4040-0,52-048 - -

Poisson konnte sich aber auch auf den Standpunkt stellen: :
Die Wahrscheinlichkeit fiir »Adler« kann sowohl gréfer als auch kleiner als 3
sein, also H = [0: 1]. Nur der Zufall hat uns diese Hiufigkeit von »Adler« be-
schert. Dann wiirde er zweiseitig testen mit K :=[0; 1992] L [2048; 4040] und
erhielte

o = Py (K) = F2%°(1992) + 1 — F2%000047) =

{ngs y
~2-20 1D j — 38.686% T: 3843%
/1010

4

!
S

I

: ( e ) _ o (1992 —4040-0,52 1 U.5) ™ 3

L /4040 0,52 - 0,48 /4040 - 0,52 - 0,48
= @(—1,67847) — ®(—3,41047) = 4,63%. T: 4,72°

“~ e




2)

b) 1)

2)

369/31. a) 1) n = 493472 = 246736 o =]/123368

TestgroBe Z = :‘\]'Llf.ilh] der Knabengeburten; Q = {0, 1, 2,..., 493472}
Einseitiger Test:
H:= {B(493472; p)|p = 1} H, = {B(493472; })}
= [251527; 493472]
/251526 — 246736 +0.5

o' = Fg5(K) = |—<p(--‘ /123368 )—1_fr;u3.64'1:
\ £2 208

Dasselbe Ergebnis bei einem zweiseitigen Test mit
H:= {B(493472; p)|pe[0; 1]} und K :=[0;241945]U[251527;493472].
n = 1436587 u = T18293,5 o=1/3 359146,75
K = [737629: 1436587
~ 11— ('_?3?6“8 718293,5 + 0,5" )
| /359146,75
Kein anderes Ergebnis bei zweiseitigem Test.
Die Hypothese »Z ist nach B(n;4) verteilt« kann in beiden Fillen praktisch
auf jedem Signifikanzniveau abgelehnt werden.
n=493472 i = 253644,608 o= 331,1
H wie oben, H,:= {B(n;0,514)]

=1—-9(3226)=0

Einseitiger Test: K :=[0;251527]

] i b | 2 LN
DI ZBF 00 ) —0(-6,03) = 823-107"°.

o e | ——
T
i

Kein anderes Ergebnis bei einem zweiseitigen Test.

Die Hypothese »Z ist nach B(n;0,514) verteilt« kann praktisch auf jedem
Niveau abgelehnt werden.

n = 1436587 pu = 738405718 o = 599,054

Zweiseitiger Test:

H,:= Z ist B(1436587; 0,514)-verteilt

H := Z ist B(1436587: p)-verteilt, pe[0; 1]

K := [0 7‘"-5%)]'_-{?1%% 1436587]

o' = P(Z <737629)+ P(Z =739183) =

31629 — 1= }%\.)

a

2@ ( = 2@ (—1,29574) = 19,51%. T: 19,36%;

!

#

Einseitiger Test:

H, wie oben; H:= Z ist B(1436587; p)-verteilt, pe[0; 0.514].

K :=[0;737629]

o = P(Z £737629) = & (—1,29574) = 9,7537, T: 9,689,

Bei einem zweiseitigen Test kann die H\,pntl'u.m~ »p = 0,514« auf dem 107;-

Niveau nicht abgelehnt werden. Bei einem einseitigen Test hingegen kann sie
abgelehnt werden.

369/32. TestgréBe Z = Anzahl der Jahre, in denen Knabengeburten iiberwiegen:

0 =

{0,1,..., 50}

Hy = Z ist B(50: 4)-verteilt. H:=Z ist B(50; p)-verteilt, pe [4; 1
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Einseitiger Test, K := [k; 50].

2 = PEY(K) < 0,001 <= K = [37;50]

Da bei John Arbuthnots Untersuchung in allen 82 Jahren die Knabengeburten iiber-
wogen haben, gilt dies auch fiir die ersten 50 Jahre seiner Untersuchung. Wegen
50e K kann die Nul h\.p{_}[h;,'-.:, »wP (»Pro Jahr werden mehr Knaben als Madchw
geboren«) = 1« auf dem 1°,-Niveau abgelehnt werden. Es darf also mit einer
Sicherheit von 99.9% eeschlossen werden, da3 P(»Knabengeburt«) > P(»Midchen-

o B

geburt«). Arbuthnot schlieBt daraus, dal Planung und nicht blindes Walten die Welt
regiert,

a) Z := Anzahl der Aphrodite-Wiirfe;: € = {0, 1,..., 100;.

Einseitiger Test mit H:= Z ist B(100; p)- m.,:lull mit ;Jew 03;1];

H, := Z ist B(100; 0,03)-verteilt.

K :=[6; 100]

T= Pﬂ“(;{{[‘k" = 1 ;l.’] fJU[q] = 8, }84“.

Die Nullhypothese, daB kein Astragalus priipariert ist, kann auf dem 5%,-Niveau

nicht abgelehnt werden.

b) 1) Zweiseitiger Test
X := Anzahl der Wiirfe, die 6 bringen; Q = {0, 1,..., 500}
H:= X ist nach B(500; p) mit pe [0; 1] verteilt.
Hy == X ist B(500; 0,07)-verteilt.
= [0; k;] U [k,; 500], so daB FP99(ky) < 0,5% A 1 — Foog(k, — 1) £ 0,5%
Niherungsrechnung mit der Normalverteilung:
o b= b0 ) £05% 0 (ky—1-35+05 ) =99.5%
e ) ' '

<k, £198... Ak, 250,19...
= K =[0;19]v [SI. 500].
Mit der Poisson-Verteilung erhilt man
Fis(ky) < 0,005 A Eys(k; — 1) = 0,995
= f\'1 = Mgk =52 =K = [G "'f]-l f‘&" 50 ]

2) Einseitiger Test
X, Q@ und H, wie oben, fiir H ist pe[0,07;1].
K = [k; 500] A k minimal, so daB} 1 — Fyo9(k—1) = 1%,

=1 =35 305"

Normalverteilung: @ ( K : ) > 0,99 = K = [49;500]
Bl

Poisson-Naherung: Fys(k —1) 20,99 = K = [50;500]

3) Einseitiger Test
X, Q und H, wie oben
H = X ist nach B(500; p) mit pe[0:0,07] verteilt

= [0: k] A k maximal, so daB F335(k) = 1%

(e — 354+ 05"

Normalverteilung: fb(
1/32,55

) <001 = K = [0;21]

Poisson-Niherung: F;.(k) £0,01 = K = [0;21]

37

1

3

Ry




370/34.
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370/36.

370/37.

K :=[16;20]
o = PFUZ = 16) = 1 — FF3(15) = 1 —0,99409 = 0,00591 < 1%.

Lady X. kann auf dem 1%-Niveau Begabung attestiert werden.

a) P(»Genau k richtige Antworten«) = B(20; §; k)

Note 1 2 3 4 5 6
Wahrscheinlichkeit 0.00000 0,00000 0,00094 0,03999 054423 041484
b) Z := Anzahl der richtigen Lésungen; @ = {0, 1,.... 20}

H:= Z ist B(20; p)-verteilt, pe[4;1]. Hy:=Z ist B(20; 3)-verteilt.
Gesucht ist ein moglichst grofies K := [k; 20], aber so, daB o' = 5%, d.h,,

PESs(Z = k) £ 5% A k minimal < F9:(k—1) =295% = kpyn =9-

i

TestgroBe Z = Anzahl der Kreise unter n angepickten »Kornern.
Q=00 1. . n}
Nullhypothese: P(Z = k) = B(n; 3: k).

Der Nullhypothese liegt die Vorstellung zugrunde, das Kiiken picke »blindlings« auf
die Attrappen los, ohne Riicksicht auf die Form,

Alternativen: P(Z = k) = B(n; p; k) mit p> 3.

Dies bedeutet, dall das Kiiken die Kreise bevorzugt. Jedes Zupicken erfolgt aber
unabhiingig; das Tier lernt nicht etwa im Laufe des Experiments aus Erfahrung.

l. Fall: Kritischer Bereich K := {15,.... 20}, o = P£YZ = 15) = 0,02069

2. Fall: Kritischer Bereich K = {7,8,9}, a'= Pys(Z =7) = 0,08984.

Im 1. Fall kann die Nullhypothese »Blindes Picken« auf dem 39%/-Niveau, im 2. Fall
nur auf dem 9%-Niveau abgelehnt werden.

Es fillt auf, daB das Signifikanzniveau im zweiten Fall hoher, die »Leistung« des
K iikens also geringer ist, obwohl hier das Kiiken in + der Versuche Treffer erzielt hat
gegeniiber nur 7 im 1. Fall. Die Lange der Stichprobe ist entscheidend ! (Hauptsatz
der Mathematischen Statistik)

TestgroBe ist jeweils die Anzahl der Anhiinger in der Stichprobe.
a) Theodor mul} zweiseitig testen.
1) Unionsparteien
H, = {B(2000;0.47)}; H = {B(2000; p)|p e [0; 1]}
K =[0; k,]u[k,; 1], k; maximal, k, minimal, so dal3
Fgg9°(ky) £ 2.5 A 1= F5a5°(kp — 1) = 2.57.
Naherungsweise
® ( o U _“5\') <0025 A @ (”“2 = “‘5’.) = 0,975
1 2 R . ]/498.2
< k, <895,75... A k; =98424 ...
= Ky e = 895 A Ky i = 985, Also K =[0;895]u [985; 2000
2) Die Griinen
H, := {B(2000; 0,065)}, H wie bei 1)

Analog wie oben

.f' - N { r FJ‘ — 5 -
o ki — 1304 U")-—-_:n‘f}zs 2 fp(f\_: 130 = 0.5 5 975
/121,55 . /12155




< k, £107.89... A ky = 152,10... = K = [0; 107] v [153; 2000]

b) Dorothea mul} einseitig testen.
1) Unionsparteien
H, = {B(2000; 0,47)}: H:= {B(2000; p)|pe [0; 0.47]}
K :=[0; k] A k maximal, so daB Fyg9°(k) < 5%.
Naherungsweise
_ 940
o [ 'k —940 4 0,5 )
o498
< k<902,78... = K =[0;902]
2) Die Griinen
H, := {B(2000; 0,065)}; H := {B(2000; p)|pe[0;0,065]}

Analog wie oben

® (I‘._[J:f}; f ){{JUS = K = [0:111]
:

< 0,05

38. TestgroBe Z := Anzahl der Felder mit Mehrertrag bei Anwendung von X.

371/39. Z und H, wie in Aufgabe 38, H = {B(20; p)| 5;’ p=1

Q.=40.4.2 00,20}
Hya={B(20: 3} H—={BO0:p|0=p=1};  a=157
K = [0: k,]u[ksy; 20] mit k; maximal und k, minimal, so daB}
‘riffu{;/ ki) S dan Py(Z 2k) £ 3a
Foa(ky) = 7,57 n Fostk, — 1) 2 92,57
=k, =6rk,= 14,
also K = [0;6]w[14;20]
Da 13eK, kann H, auf dem 15%-Niveau nicht abgelehnt werden.
Minimales Niveau fiir die Ablehnung:
Soll 13 € kritischer Bereich sein, so wihlen wir als kritischen Bereich
[0: &,] w[13;20] und erhalten fir
Pi (Z 213) = 1 — F{3(12) = 0,13159 < L«
Die Nullhypothese kénnte man auf dem 26,5%-Niveau noch ablehnen.

p' = PES(K) = P71 = Z < 13) = F9(13) — F9(6) = 0,39173 < 39,2%

K :=[k; 20] A k minimal, so daB P, (K) < 15% < | — Ff2(k—1) < 15%

4] Q
= k=15 also"i& = [ 13;20]-
Da 13 € K, kann die Nullhypothese auf dem 15%,-Niveau abgelehnt werden.
Sie kann sogar auf dem 13,29, -Niveau noch abgelehnt werden.

371/40. Bei einem zweiseitigen Test wiire es moglich, daB man sich bei ganz wenigen geheilten

Personen fiir die Behauptung der Firma entscheidet, was sicherlich nicht sinnvoll ist.
TestgroBe: Z := Anzahl der geheilten Personen, Q = {0...., 20}

Zulissige Hypothese H: P(Z = k) = B(20; p;: k) A pe[0.7; 1]

Nullhypothese H,: P(Z = k) = B(20;0,7: k).

Entscheidungsvorschrift: Glaube die Behauptung der Firma genau dann, wenn vol
20 Personen mindestens k geheilt werden, d.h., K = [k;20] A k minimal.




cn
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371/41.

o= PENZ 2 k)= 1 — FPNZ 2k —1) =5Y, ==k=l=if == k=8

Werden also mindestens 18 Personen geheilt, dann kann auf dem 5%, -Niveau, ja sogar
auf dem 3,6%-Niveau, die Nullhypothese abgelehnt und die Behauptung der Firma

geglaubt werden.

Einseitiger Test, um zu verhindern, daB bei sehr geringem Bekanntheitsgrad die
Agentur die Pramie erhalt.

TestgroBe Z := Anzahl der Personen, die bei der Befragung angeben, Albil zu kennen
Q=1{0,1,...,n}, wobei n = 200 bzw. 2000.

H = Z ist nach B(n: p) mit pe[0; 1] verteilt.

H, := Z ist nach B(n, p) mit pe[0; 0.45] verteilt.

Entscheidungsregel; Die Agentur erhilt die Primie genau dann, wenn mindestens
k der befragten Personen angeben, Albil zu kennen.

Der kritische Bereich K := [k; n] A k minimal ist so zu wéhlen, dal}

o = Py (ZeK)=0,005 < 1 —F'(k—1) = 0,005 fiir alle pe [0; 0.45].

Da F;' bei ﬁ,m,m Argument mit “tu,hsn,miun p echt monoton fallend ist, ist 1 — £
echt nmnoton steigend. Somit ist die letzte Ungleichung fiir alle p € [0; 0,45] uh]]lt
wenn sie fiir p = 045 erfiillt ist; also Fg'ys(k — 1) = 0,995.

1) n=200: k—1=108 = k., = 109.

Risiko der ,f\LLnlui fiir die Alternative »p = 0,6«
B’ = P#2°(Z < 108) = 0,04918 < 57,

2) n=2000: Fy38%(k—1)=99,5%
Niherungsweise:

r:b(f‘ — 1

b
- } > (0,995
\ “I /
< k =2,5758-3:)/55+900,5 = 957,8... = ki, = 958.

Risiko der Agentur fiir die Alternative »p = 0,6«:

FO8T — 1200 4 0.5
ﬁ' " Puzg{lo{x < 957) ~ q_,[ 957 41“_(}{_]_ 0,5 ) =@ (—11,06835) = 0.
' 3 /30 ,

371/42. p sei der Anteil an faulen Apfeln in der Sendung.

-~

Testgrofie Z = a’\nmhl der faulen Apfel unter 50 Apfeln; Q = {0,1,2,...,3( !

H = {B(50; p)|p€[0; 1]]

a) Der Verkiufer mufl einen ungerechtfertigten Preisnachlal hinnehmen, wenn
p <0,15 und Z > 11. Mit H, = {B(50; p)|0 = p = 0,15} ist das Risiko des Ver-
kiufers
o' = Py (Z>11) = P7%Z > 11) A p €[0;0,15]
<o =1-—F°%l1)A0=p = 15%.

Da o mit p echt monoton steigt. ist der ungiinstigste Fall p = 0.15, also
o' (0,15) = 1 — F795(11) = 0,06281 < 6,3%.

b) Der Ki#ufer muB einen ungerechtfertigten Preisaufschlag hinnehmen, wenn
p=0,15und Z <5
Mit Hg = {B(50; p)| 0,15 < p <1} ist das Risiko des Kéufers

oty = P(Z < 5) = Py Z =4) npE F18%:d]

L

< o, = F°4) A pe [I_‘!‘_’,;. 1]

229




371/43.

371/44.

Da o mit wachsendem p echt monoton fillt, ist p = 0,15 der ungiinstigste Fall:
el (015) = F3is(4) = 011211 = 11,2%.

¢) PP(Z>k)=5% = FgYs(ky) =295% = ky 212
PoSs(Z <k;) 5% < Fyistk,—1) = ﬁ“ = ky =4

— (4]
Entscheidungsregel: NachlaB bei mehr als 12, Aufschlag bei weniger als 4 faulen
Apfeln.

d) NachlaB: Pg%:(Z>11)=1—10,38162 ~ 62%
Aufschlag: Pg%s(Z < 5) = 0,00211 =~ 0,2%. 3

TestgroBe Z := Zahl der Personen mit weniger als 1600 DM Einkommen

Q = {0,1,..., 100}

Nullhypothese H,:= Z ist nach B(100; $) verteilt, d. h., die Zeitung hat recht.

Zulissige Hypothese H := Z ist nach B(100; p) mit pe[0; 1] verteilt.

Kritischer Bereich K := [0; 42] u[58; 100] .

Zweiseitiger Test sinnvoll, da als Alternativen Verteilungen B(100;p) mit p<;

wie auch mit p > 5 in Frage kommen. Wegen der Symmetrie von H, und K gilt
= Py (ZeK) =2 F33°(42) = 0,13322. Signifikanzniveau o = 13.47%;.

1. Art: Testgrofle Z := Anzahl der Lampen, die weniger als 1000 Std. brennen.
H={B(100; p)|0 = p = 0,25} ; H, := {B(100; 0,25)}

D= k=1T.

K :=[0; k] A k maximal, so daB Py 35(K)<5%. d.h. Fy35(k)

!|f'\

Es diirfen hochstens 17 der 100 Lampen weniger als 1000 Std. brennen, d. h., es mis
sen mindestens 83 der 100 Lampen mindestens 1000 Std. brennen, damit man di
Nullhypothese auf dem 5% -Niveau ablehnen kann.

2. Art: Wihlt man als TestgréBe X := Anzahl der Lampen, die mindestens 1000 Std.
brennen, so lautet die Nullhypothese H,:={B(100; 0,75)} und die zulissige Hypothes

H:={B(100; p)|0.75 = p = 1}.

K = [k; 100] A k£ minimal, so daB Py92(K) <5%, d.h. 1 — Fg9%2(k —1) = 5%
=k =183

Es miissen mindestens 83 der lUU I.unpen mindestens 1000 Std. brennen, damit
man die Nullhypothese auf dem 5%, -Niveau ablehnen kann.
Tatsichliches Risiko <3, S

5. TestgroBe Z := Zahl der Personen, die ihre Leistung nach Einnahme des Mittels

Ln

steigern. (Ein Gleichbleiben der Leistung sei ausgeschlossen.) € = {0...., I

Nullhypothese: P(Z = k) = B(15,4: k), d.h., die Leistung #@ndert sich rein zuféllig.
ohne einen »Trend«.

Zulissige Hypothese im Fall a): P(Z = k) = B(15;p; k) ape[$; 1]
b): P(Z = ky = B(15; p; M;\Ump";_fl

a) K :=[k; 15] A k minimal, so daB Fg3(K) = 309, = k = 10.

Entscheidungsregel: Priparat wirksam, wenn sich mindestens 10 Personet
steigern. Im konkreten Fall Entscheidung »wirksamu«.
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b)

K = [0; k,]Ju[k,; 15] A k; maximal A k, minimal, so daf}
%QLK ) < 30%, d.h.
Fi3(ky) S 15% A 1 — Fi(k, — 1) £15%

= ey :4;\#\'37 11

Entscheidungsregel: Praparat wirksam im positiven Sinn, wenn sich mindestens 11,
im negativen Sinn, wenn sich hichstens 4 Personen steigern.

Im konkreten Fall Entscheidung »nicht wirksame«.

372/46. Es mub einseitig getestet werden, weil andernfalls Zahlen, die besonders hiufig kom-

men, »selten« heiBen und umgekehrt.

a)

b)

32/47. a) X

b)

Seltene Zahlen

TestgroBe Z := Absolute Ziehungshaufigkeit bei 1225 Ziehungen.
=610 = 1395)

H, := Z ist nach B(1225; 5) verteilt.

H := Z ist nach B(1225; p) mit pe[0; 55| verteilt.

K = [0; k] A k maximal, so da «' = Py (K) £ 1% < F¥ (k) < 17%.
25

Angenihert verlangt man

i e [k | e &Y
& ( K—1225-35 IJ'?,. ) <12
< T = 1%
\ l 22.-.:" 1 }1,_‘1) 49 Y,
< k< —2,3264-35]/258 — 0,5 + 1225 3%
—= . — 35
—" ;\ﬂ’ii.\ . [“_“'_,.

Bei der Zahl 13 kann die Nullhypothese, eine nicht-seltene Zahl zu sein, auf dem
1% -Niveau abgelehnt werden.

Hiufige Zahlen

TestgroBe Z, Q und H, wie bei a).

H := Z ist nach B(1225; p) mit p e [3%: 1] verteilt.

K = [k; 1225] A k minimal, so daB o' = Py (K) =17 <= 1— FP2 k-1 =1
Niherungsweise i
i e 6 g
tf)( ||[l = 1 = 12?:‘ 49 I “:‘) :z;\_gﬂ_}uu
\ 23)/258 ;
< k =23264-33]/258 + 1225 %5 + 0,5 = ko = 178
Fiir keine Zahl kann auf dem 1%-Niveau die Nullhypothese, eine nicht- hiaufige
Zahl zu sein, abgelehnt werden.
:= Anzahl der richtig erkannten Teebeuteltassen
Q:=1{0;1}, K:={1),
H={B(l|p)|pe[d;1]}, Hy={B(1;d}; o =B(1;3:1) =05

Auf dem 50%-Niveau kann Begabung attestiert werden.

Z = Anzahl der richtig erkannten Tassen

Q:=10,1,2}, K:={2}

Zulissige Hypothese ist die Menge aller Binomialverteilungen B(2; p) mit
1

pe [z L]

Nu]lhvpolhcw(:' Z ist nach B(2; 3) verteilt.

= B(2;4;2) = 0.25. Auf dem 25%-Niveau kann Begabung attestiert werden.

231




htig erkannten Paare

b, K= {5)

L1}, Hy= 'ms:il';:

~% — 0,003125. Signifikanzniveau = 3§%.

¢) Y := Anzahl der ric
Q:=1{0,1,2,3,4,5
H:={B(5;:p)lpe(3

= B{5:5:.9) =2

d) TestgroBe Z wie in b).
Q:=10,1,2,...,9,10}, K:={10}
H:={B(10; p)|pe[3: 1]}, Hy:= {B(10; %)}
o' = B(10; 4; 10) = 2719, Signifikanzniveau = 1%,.
e) TestgroBe X wie in a).
Das Zufallsexperiment besteht in der Auswahl der 5 Teebeuteltassen.
Q:=1{0,1,2,3,4,5}, K:={5)
Nullhypothese H,: X ist nach H(10; 5; 5) verteilt.
o' = B (X = 5) = H(10;3; 5; 5) = ) = =15 = 0,003968 ...
Signifikanzniveau = 4%;,.
f) Testgrofe X wie in e).
Das Zufallsexperiment besteht darin, einer gepriiften Tasse aus den noch ver-
bleibenden 9 Tassen die 4 gleich gebriihten zuzugesellen.
Q2=10,1,2,3,4}, K:={4}
Nullhypothese H,: X ist nach H(9; 4; 4) verteilt.
a'= P (X =4)=H(9;4,4;4) = {i—] = 14z = 0,007936...
4)
Signifikanzniveau = 8"/, .

372/48. a) 1) Es sei zunichst k <n.

3 i n—i
E}(k) = E_U Mp'(l—p)
dFM (k) _ d i _
P — . n T J_I i - 25 24
i o e lan

i=1

k o : ; 3.
= —H{L _;}-]n--l + Z 1’::'”—:'.‘,”' 1[ _p]r: Eio® (n — nptl:l _!”]rl i |] —

k

— _”“ _l”).l.-- 1 + 1 }_: [::-—]LUJI- '_Lill '”]rr | S0
i=1

I‘ -

Law 2’ ru ”?H p}rl-l il =
i=1

B k=1 _

=hn| =il _fJ]-" I Z ["_,-' ljp.l,{i i J”}-'-" Lecins

j=0

&
— E ':”4' P’;”‘[' _F'Ju | it T
Eat

=nl -l —pr il R o =
= - 'FT';JJJ:}]JUAH _'Fr] 1—k

0. Dieser Wert ergibt sich auch.

o n
Ist kK = n, so ist F'(n) = 1, also d£)(n) =
dp

wenn man im oben gewonnenen Ausdruck fiir k = n setzt.




) L S Bapi=

b) Typ 1: OC(p) = 1— E(k). Nach a)l) ist

Typ 2: OC(p) = FJ'(k —1). Nach a)l) ist

p

d
dp
el e j”“ |l ]]P;'c

=np (1 —p)"

(FMi) — (k) =

l J”}u i Hl:nk'lllln.l\'[l > ‘[?]"
1--J|:i“-j.1]|.i I”r'-k {u‘ll}‘r}:’-k]
doC(p)

0.
dp
dOC(p) _ 0
T e

Typ 3: OC(p) = F'(k, — 1) — F]'(k,). Nach a)2) gilt

dp

dOC(p) npki(1 — pyr=1 -kt l (

n—13\
k,

Fiir 0 < p <1 erhilt man als innere Nullstelle dieser Ableitung

i (_] -

ka—ky— 11—

[4E=3)
LI.' tu:‘: 1} )

Man erkennt mit x:=k, —k, — 1

o S
dOC(p) _ np

dp
st p> po. so

ka—1(

ist (;}

(n—1)

oK n—1
(

(’ O W ()
! P J (i k_lj |

1=k

){5 _ p)la—1- A lr;-’j—_ ll ) pka=1- -kll

| ] < g ]’J, also die OC-Kurve echt monoton fallend

‘-H k

in [po:1]. Ist p <po, so ist andererseits die OC-Kurve echt monoton steigend

in [0; po]. Somit ist p, innere Maximalstelle.

Typ4: OC(p) = Flky — 1)+ 1 — Flky) = 1 = [EF'(k;) — F'(k; = 1]
Zuriickfithrung auf Typ 3 ergibt. daff die OC-Kurve eine innere Minimalstelle bei

i [
K Ky

p = (’] -

3?249‘ “1} _I.',l

0
0,01
0,02
0.03
0,04
0,05
0,00
0,07
0.08
0.09

fee ) ."l. ‘“

OC(p)
0
0,00332
0,02172
0.06007
0,11688
0,18774
0,26730
0,35042
0,43263
0,51035

Zulissige Hypothese ist

ich,

OC: p— Y B(30; p; i).

3

fi ks
n
f gy =1

.1_]] ) hat.

P

0.10
0.15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0.45
0.50
0,55
0,60
0,65

{B(30; p)|pe[0

d OC

dp g

| OC(p)

0,58087
! 0,77881
0,71661
0,50369
0,27926
0,12342
0,04348
0,01210
0,00261
0,00042
[ 0,00005
| 0,00000

(1]} K =[3:7]

30p2(1 — P22 [(R)(1 —p)° = (F)p°]




r
i

Fiir den inneren Hochpunkt gilt also (

Das Maximum hat den Wert 0.78514.

b) P

0.01

0,02
0.03
0,04
0.05
0.06
0,07
0,08
0,00
0,10
0,11

0,12
0,13
0,14
0,15
0,20
0,25

¢) n =200

K = [0; 108]

OC(p)

I
0,09947
0,08452
0.91916
0,78837
0,61600
0.44069
0,20142
0,17988
0,10452
0,05758
0,03025
0,01522
0,00737
0,00344
0,00155
0,00002
0,00000

oC: p— ."f”“{ 108)

dOC(p) _

dp
= —200

Randmaximum bei p

P

0.35
0,40
0.45
0,475
0,50
0,525
0,55
0.575
0.60
0,625
0,65
0.675
0,70

199
i- 108

)pl(ltitl i ]”]".‘l = U

OC(p)

1,00000
0,99998
0.99563
0.97197
0,88538
0,68954
0.41474
0,17613
0,04918
0,00851
0,00086
0,00004
0,00000

*,

. 5 20

> ‘”] = ';'L}; <= PR 0.16099.

&

" J;,';cml:i.} iy \ {Jt_‘.l{‘r}ﬂa{] _al J|l,J}If_rtJ =L

P 3 i ¢

i=0

: pr> —1000%) p*(1 — p)**

Die OC-Kurve ist echt monoton fallend. Rand-
maximum bei p = 0.

n = 2000
K = [0:957]

OC: p+ F7°%°(957)
dOC(p) _

= '10[.-}“ [ lLIIf:l".'l:l] I“d_"\'.'l: I . p"’,f].t_'-" = “
dp

Randmaximum bei p = 0.
Niherungsweise

F2900(957) ~ @ ("957',_2"} —2000p
P i

201/5pq
Jii | OC(p) = ®(p)
0,42 1.00000
0,43 0,99999
0.44 0.99976
0.45 . 0.99512
0,46 ' 0.95376
0.47 0,78349
0.48 0.45545
0,49 | 0,15710
0,50 | 0.02867
0,51 0,00259
0,52 0,00011
0,53 0,00000

R




372/50. H := Z ist nach B(6; p) verteilt mit pe {15, 15, .... 1]
H, := Z ist nach B(6; i%) verteilt
2 (0) = By (Z =h)= 1 = Ffslk=1)

o fu Al
OC(p) = -'”p{}’f < k) = f‘;'{f\' — 1) = E B(6; p:i) = . :—T*'.—'
i=0 i ] »
k=1 ; . »
=N GpNl —p)* ! | . oA
i=0 & =
[ ] o
Auf Grund der zulidssigen Hypothese stehen nurin s A £\
den grau unterlegten Zeilen Punkte der OC-Kurve. | s SR
Nur diese sind vom Schiiler zu bestimmen! Im | I )
Schaubild ist die zulissige Hypothese auf pe[0: 1] | o e
erweitert. Fiir pe [0; 15| ist die OC-Kurve punk- | S0 o o
tiert gezeichnet, fiir [75; 1] ist sie ausgezogen A "’ b 20 1._p’
gezeichnet. 0.5

k 0 I | 2 3 Z 4 5 6 7
o' (0y) | 0.88235 ‘ 0,57982 0.255609 | 0,07047 0,01093 0,00073 o]

P OC-Kurven in Abhiingigkeit von k, also OC,(p)

0 il I ! 1 I | | I | 1
005 | © .73500 0,06723 0.99777 | 099991 1,00000 | 1,00000 I
o0 | [* 0 0,53 144 0.88574 0.98415 | 0.99873 0,09995 | 1.00000 I
0.I5 ‘ 0 0.37715 0,77648 0.95260 0,994 11 0,999060 0.99999 1
0,20 (6] 0,26214 0,65530 | 0.90112 0,98304 0,99840 0.99994 I
0.25 0 0.17798 0.53394 | 0.83057 | 0.96240 0.99536 0.99976 I
030 | 0 | 0,1765 0,42018 | 074431 | 0.92953 0,98007 0,99927 I
035 | © 0.07542 0.31908 0.64709 0.88258 0,97768 | 0.09816 1
o040 | © 0.04666 0.23328 0.54432 | o0.82080 | o0.95904 | 0.99590 I
045 | © 0.02768 0.16357 0.44152 0.74474 | 093080 | 0.99170 I
050 | © 0.01563 0,10938 0.34375 0.65625 | 0.89063 | 0.98438 1
055 | © 0.00830 0,06920 | 0.25526 0.55848 0.83643 0.97232 1
060 | o 0.00410 | 004096 | 017920 | 045568 | 076672 | 095334 | I
0.65 0 0.00184 0.02232 0.11742 0.35291 0.68002 0.92458 1
s o el 0,00073 | ©0.01004 | 0,07047 0,25569 0,57983 | 088235 | 1
0.75 0 0.00024 0,00464 | 0.03760 0.16043 0.46606 | 082202 | |
oo | o 0.00006 | 000160 | 001606 0.00888 0.34464 | 073786 | 1
0.85 4] 0.00001 0.00040 0.00589 0.0473¢ 0.22352 | 0.62285 1
090 | © 0.00000 | 000006 | 0.00127 | 001585 0.11427 | 046856 | 1
0.95 0 0.00000 0.00000 0.00009 | ©.00223 0.03277 0.26491 I

I |\ 0 | 0 | 0 | (6] 0 | 0 R

3n2/s1. P C) o' (0,1) = 1 — OC(0,1) = 0,07257
B'(0,15) = OC(0.15) = 0.45722
5 ' B'(0.25) = OC(0.25) = 0,00542
0.05 0.99986
0,10 0.92743
0,15 ‘ 0,45722
0,20 0,08044
025 | 000542
0.30 0,00016
0.35 0,00000

2
Led
Ln




373/52. K = [0; k;]u[k,: n], k, maximal, k, minimal, so daB Fgs(k,) = 2,57 und 3
Fis(k, — 1) = 97,5%.
n=15 =K =[4;12] 50 = K =[18;32]
n=20 = K=[6;15] n=100 = K = [39; 61]
ka—1
OC: p—PMZeK) = F'(k;)+1— Elk;—1)=1- ¥ Binip;i
P=ky+ 1
e |
15 , 20 50 ; 100
P |
|
0 8] 0 0 ! 0
0,05 0.00547 0,00033 0,00000 |  0,00000
0,10 0,05556 0,01125 0,00000 ' 0,00000
0,15 0,17734 0.,06731 0,00021 0,00000
0,20 0,35184 [ 0,19579 0,00626 0,00001
0,25 0,53871 | 038283 0,05512 0,00140
0.30 0,70312 | 0,58362 0,21781 0,03398
0,35 0,82725 |  0.75455 0.49402 0,23013
0.40 0.90g22 [ 0.87408 0,76294 0,61780
0.45 0,95647 ! 0.94314 0.92123 0.90439
0,50 0.97873 0,97340 096716 | 097902
0.55 0,98302 0,97470 092123 | 090439
0,60 0,97096 0,04744 0,76294 0,61780
0,65 0.93779 _ 0,88149 0,49402 0,23013
0,70 0.87308 0,76245 0.21781 0,03398
0,75 0,76390 ‘ 0,58515 0,05512 0,00140
0.80 0.60108 | 0.37035 0.00626 0,00001
0.85 0.39577 i 0,17015 0,00021 ‘ 0,00000
0.90 0,18406 ‘ 0.04317 0,00000 | 0.00000
0.95 0,03620 0.00257 0,00000 0,00000
1 0 0 0 0
0c (p}
¥
n=15
]
i
o “"jll
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d 373/53. Z := Anzahl der Befragten, die sich fiir Meier erkliren. p 0C(p)
a) Q:=1{0,1,2,...,20} '

H =7 ist mth H["(I p) mit pe[0; 1] verteilt qu 100|Goo
H, := Z ist nach B(20; p) mit pe [0; 0,6 [ verteilt 030 | 099999
I-mt;t:]tmer Test mit K = [k: 20] A k minimal, so daB %35 | 0'99923
») = 0, 0,40 | 0,9996¢
= Py (Z 2 k) = 107, 0,45 | 0,99847
Du OC-Kurve ist ec hE monoton fallend, d. h., o' ist mit p 0.50 | 099409
echt monoton wachsend. 0,55 | 098114
; .6 .94¢
DEthCi' verlangen wir ! g\;: I ggi?g;
PAUZ zk) 2 10% = 1 - FAk—1) 20,1 = k= 16. 070 | 076249
Entscheidungsregel: Erkliren sich haochstens 15 der gz; | g;i;lﬁ
20 Befragten fiir Meier, so ist ein harter Wahlkampf o-;;:. | o‘_r"'ro_;z
zu fithren. 090 | 004317
OC-Kurve zum Ereignis A :=[0;15]: OC(p) = F°(15) 0,95 0,00257
. I 0
b) 2:=40,1,2,...,2000}
H := Z ist nach B(2000; p) mit pe [0; 1] verteilt p |  OC(p)= @(p)
H, := Z ist nach B(2000; p) mit pe[0; 0,6 verteilt i
K :=[k; 2000], sonst wie bei a): 035 L0008
o A e 0,56 | 1,00000
l !‘U“l'] UIL — ” o IO o 0,57 | 0,99997
Naherungsweise erhdlt man 058 | 0.99904
JoIETL T o VAN 0.59 [ 0.98627
d)( k—1-1200 {]‘:’.) > 909/ 0,60 0,90334
. 41/30 ; 0,61 0,65161
k - £ 54 e 0,62 0,20813
<= [__"OU’D = 1,2816 0.63 0,07230
4130 0.64 | 0,00822
- > > 1 )'18 g, 0_65 0,00040

Also K = [1229_ 2000].
Harter Wahlkampf, falls héchstens 1228 der 2000
Befragten sich fiir Meier erkldren.
OC-Kurve zum Ereignis 4 := [0; 1228]:
~200 1228 — 2000p + 0.5
OC(p) = {}: 0(1228) ~ ( [ )
20 5,::-& —p)
373/54. Da o'(p) = PY(K) = P3(Z = k+1) = 1 — F;(k) mit p echt monoton steigend ist,
miif3te
o' (0.4) = 1 — Fg (k) = 1% f
gemacht werden, also Fy4(k) =99%. Das ist nur fiir k = 5. also fiir K =[0;5]
moglich.
Man diirfte die Nullhypothese also nie ablehnen. Ein Test wiirde sich damit eriibrigen.

Wertetabelle der OC-Kurven von Figur 357.1 auf Seite 238.
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t
L
~1
L

238

o

|
- '-1'
a4 b5 |
& | I i I
. S (8] : 1
e I ‘ 1,00000
I : 0.99997 \ [
88 99999
o | e i 0,99954 e
77378 - 0,99144 < 0,99992
05 0.77: 91854 2 0.99777 g
0,05 59049 00,0105 0.97339 o ()1}(]{‘;3
sl O‘:}Jijl | 83521 . Lz%:ﬂ 0‘5}{)32}5 o.t)t;'(')oz
0.15 “"-44-"5 8 0,73728 0.33643 0.98438 Sooad
3 2776t 0,896 A 1997
0,20 s Moot e o G igaiTs
0,25 16807 | 052822 0,76483 ‘ 09459 0,08976
= 0.16007 [ 2842 il 0,912906 S
2L 1603 O 0,68256 | 0,98155
. 0,11003 11606 e | 0.86878 e
35 0.07776 0.3399 0.59313 0,96875
040 Lo';clﬂ’% G:25622 0 ‘-’10-000 9,81250 0,94967
243 2'0?; 125 0.18759 0,40687 0,74378 092224 |
0.50 S 0,13122 e 0.66304 e |
: 0.01845 ‘ & 0.31744 i 0.88397 ,
0.55 5 0.,08704 - | 0,57139 83193 |
0.60 O'gé‘z::' 0.05402 g?gqm ‘ 0.47178 2_.—,:_63?_0
0,05 g-oo‘:ﬁ 0,03078 0.10352 Q80119 0.67232
0,70 S | 001563 s 0,26272 it
: 098 : 05792 - 0,55629
0,75 {}'32032 | o0.00672 2&()61 0,16479 0.3109%'
o g‘ooobg ‘ Gonds 0,00856 co 0,22622
= y ; ] 7 | 225
0.85 o s 0.00046 e 0,02259 F
0,90 5000 | 0,00003 o o
i 0.0 -
o.:;_ﬂ o 0
c) d}'| [UL?O|
b 28 5:0 Tt
S| | o &
s -(ﬂ |..4‘ ]O-| | I
\‘\ A l—D- 3 | . o |
jil Syl ‘ I 106 I [
O 0,0000 |
I ] 0.99994 1 L |
0 o 000103 | 3931? 0,00163 [ }
0,05 1,00 6.01250 0,9 :}{1 0,00074 : !
0,10 C"ngg 0,04997 O'Q?E(ﬁ 0,03193 . '
0.15 D‘Li"’_wj ’ 0,12087 0?328 0,07462 i
0.20 09914 0,22412 | O'j;ﬁ' 5 0.13968 3
0,25 0:99649 0,35039 ‘ i ]D?’: 0;22248 :
o 41 S 7752 3
0,30 0,989 - 048617 | e 0,31213 ,
1 0.9739 o 0,68787 0,39360
0.35 i 0,6177 560610 393 ,
0.40 0‘94'?" 73206 2 0. 45117
4 20801 0,7339 0,54883 : I
0.45 %00 2813 i | 047240 -
: 82813 0,92513 0,52760 ! I
e o 685801 034852 pantas '
e Q. 3 | 2 paghd Y - ]
0.55 i 0,94524 i 9,39124
e | uE | R B
0.65 0.,46017 0,98041 0,0 | 0,20440
0.70 933039 ?[ 64¢ O'Il)'?ﬁo | 011450 :
7 I3AT2 0,99049 0.88550 | ol I
0,75 i 7 | 099014 A I 0,04859 I
80 0.12087 | of 0.9514 0,01265
b 997 B.095°1 98735 !
8= 0,04997 QQ 0,0673! 0.00103
0,85 SELRG 0.99999 0,.99897 I
0,90 e 1,00000 e 0
0.95 S0UI04 I :
95 5

8) 4= [0:6]:

d OC(p)

dp

OC(p) = F,°(6) =

G

'>_' [II.EJL”{[I _J“.}I{I-" i

i=0

= —10(2)p®(1 —p)* <0

allend in [0; 1].
ist ec ton fallend in [0; 1
3 ve 1st echt mono
OC-Kurve is
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o o o |

(=

@ oS O Eaio

o

e T e O v 1 e O o P e TR - R i o

o

b) 4 =[4;10]: OC(p)=1-F°B)=1- i ('Dpit=prot
d OC(p) i

dp

OC-Kurve ist echt monoton steigend in [0; 1].

= 103)p*(1 = p)°>0

5]
¢) A=[0;4]u[7;10]: OC(p) = F°@+1-FE%6) =1- 3 (Dp't—p)"°"
doC(p) _ '

- 10241 — PP [ —p)? — @p*] =

= 420p*(1 — pY*(p> —6p+3) =
= 20p*(1—pP(p—-B-1/6)(p—(3+]6)
OC-Kurve echt monoton steigend in [0; 3 —|/6], echt monoton fallend in
[3-]/6:1].
h .
d) A=[5;6]: OC(p)= E*@®6) - F°@) =Y (‘MHpi(t—p)°"
i=5
Unter Ausnutzung von c) ergibt sich: OC-Kurve echt monoton fallend n
[0; 3 —]/6] und echt monoton steigend in [3 —]/6; 1].

373/56. a) 1) TestgroBe Z :=»Anzahl der MeBwerte, die liber u liegen«. ey

Es sei p = P(»MeBwert > u«). Da »MeBwert = p« praktisch die Wahrschein-
lichkeit 0 hat. liegen bei einer gut funktionierenden Analyse die Mef3werte mit
gleicher Wahrscheinlichkeit {iber bzw. unter . Somit:

Zulissige Hypothese H := Z ist nach B(7; p) mit pe [0: 1] verteilt.

Nullhypothese H, = Z ist nach B(7; 3) verteilt.

Kritischer Bereich K := {0; 7}.

o' = Py o({0; 7)) =2"%=0,015625.

OC(p) = P,(ZeK) = P,(Z€{1,2,...,6}) =

=1-B(7:;p;7)—B(7;p:0) =1 —;JT = (I =p)
Wertetabelle siche unten! (Seite 240)
2) TestgroBe Z := Maximalzahl monoton liegender Werte.

Q= {2,3,4.5,6,7}
Es bedeute p:= P(»Der nichste MeBwert ist grofier als der vorhergehende.«)
Beachte; Z ist nicht binomial verteilt!

Fiir die zulissige Hypothese ist die Menge aller Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen von Z iiber @ aufzustellen. Dies soll in b) geschehen. Dabei wird
pe[0; 1] zugelassen. 1

Fiir die Nullhypothese wiihlen wir »p = %«, was sicherlich problematisch ist.
Denn wenn z. B. ein MeBwert iiber u liegt, so ist die Wahrscheinlichkeit, daB

der nichste MeBwert noch gréBer ist, vermutlich kleiner als 3.

Kritischer Bereich K := {7}.

oW =Py (Z="T) =
= By, (»Alle 7 Werte sind monoton steigend oder monoton fallend«) =
=2-(3)% =27 = 0,03125.

OC(p) = P(ZeR)=1-P(Z =T =1-p°—(1-p)°.

Wertetabelle auf Seite 240.
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b) Der erste MeBwert ist durch O dargestellt. Ist ein Nachfolger

1) 2)
p OC(p) OC(p)

0 ' 0 0
0,01 i 0,00793 0,05850
0,02 | 0,13187 0.11400
0.03 0,19202 0,16703
0.04 0.24855 ‘ 0,21724
0,05 0,30166 0,26491
0,06 0,35152 0.31013
0,07 0,39830 0.35301
0,08 0.44215 0,39364
0,09 0.48324 0,43213

2)

i OC(p) OC(p)
0.10 0,52170 0.46866
0.15 | 0.67942 0,62284
0,20 | 0.79027 0,73779
0,25 [ 0.86646 [ 082178
0,30 0.91743 | 0.88162
0.35 0.95033 | 0.92274
0.40 0,97037 0,94925
0.45 , 0.98104 0,96402
0,50 | 0,98438 0.06875

Symmetrisch zu p = 0,5 fortsetzen!

gréfBer als der Vorginger, so steht +, andernfalls —, z.B.

Die rechte Spalte enthilt die noch ausstehende
Wahrscheinlichkeitsverteilung von a) 2).

Folgen mit zugehoriger Wahrscheinlichkert

Fil

I

s
N

(&)

wn

(]

O+

O+ ++

+ + + -

+——+
_E__'r_
re il
_+.+__
-+
— +
r
B B |
!
__.i__
..i.
— 4 =+
+___
i
b+ —

die geklammerten Folgen sind die Wahrscheinlichkeiten bereits addiert. ! P(Z = k)
,n”r; :'::_ ql‘l i ph i q(—.
Py O Fogcp 2(pig +q°p)
Pyq D= —— = g p
P e
B = F=1 4 Prat+qp+
(£4 ®) —— 4+ & F2(p*qg 4+ 4% p)
I”.I.{I'l,z .’__)" i ik SR o) fllr_:lp_-_
| .4 i —
) rqTp
| 1{ {n’ P \_i_ ______ L ' B
L opigt e i e pat cﬂpz
[t ® p 2 +2(p*q +q*p) 4
. e R L33 +aipd) 1]
A o ratp A e
L )
| P (::l | i Pt T b | I
[ 2 - gep
@) T,
g2 (D | L
(P g i =t (T P
I BE R —1 4 [
[Pq itk gt trassce il [
p*q? 7t p?
pragt D= == gty 2ptq® + qtpd) +
' 2 O ' + X 1 4(pPa® + g ph)+
Lpdg? = f L g7 2 g !
) J" {f {_) e T I {}‘ f 4;}"' q"'
Led o @ F i =l B
b pt gt ; . g p2
(st D=t TP |
pl g’ oF F q*p?
7 O+ ——+ =47 ;
10q = T ‘
32 O—+——++1 3,2 |
[Pq o R
IIIJ-I-rlll.’. I,-J AE T o o f}'.ll,l'-":
e - ¢ gty
p*q’ O == gdpticd| urd2pig®
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313/57.

Erwartungswert § Z:

EZ = s{p‘ +4°) +12pg(p* + ¢ ) +5p°¢ (p* + t;’i+
- 10 ‘{J{j[‘rl + :f ) + 4p? fj 1_;1' + g% + 3;;{;{,” J+ L"J ’ql{p+q}+
+6p Fpr+q>)+12p°¢*(p+q +12p° q° 4;;1 q°
= T(p* +q“] + 12 p.-:;[p + g4+ "ipq[p +q°) + 15p2¢*(p* +q°) +
+24p2q* + 16 p° q°
NR: ,U—i-q'—— 1
pPP+q*=(p+q9°—-2pq=1 —2p4q
p" 4 ,r [;; 4+ E;H;J —pq -q } =1—3pgq
pt+q*=0*+ ) P ¢ =(1-2pgP—2p"¢" =
=1 —4;){; + 7;} :;
p+q° =+’ -2p°¢ =1 —t’wpc,ra 9p? q _IpYg
— 7(1 —6pg+9p*q¢* —2p q>) + 12 py(1 —4;Jq+ p*q’ ]
+ 18 pg(l —3pg) + 15p*q*(1 —2pq) + 24p*q* +16p° ¢
=7—12pg—-4pq>.
Varianz VarZ = &(Z*) — (6 Z)*
VarZ = 491;;" + q }-+ }"Urqtp + g J~ ‘\0;1:;[;: +q |4 25p2¢*(p* +4°) + 3
|f1ﬁ q 2(p®+ %) + T‘,m;[,n +c; } 48 p*q° [p—kq)— 1“§p q (p* + q*)+
+ 36p2q° (p+q) + 36p g 4 8p*q® —(1—12pq- 4p* )
= 49(1 —6pq+9;: g* —2p°q°)+ T2pq(l ——1;:.{; F2p° q 1 }
F 59p* g (1 — ’pq}—r}%“pq{l — 1;}(;)+H4p {,f +44p q
— 49 — l44p g* — 16p°q° 4 163;}{;¢ 56p°q° —96p* 4"
= 28pg—94p*q* +28p° q> —96p*q* —16p°q° =
= 2pq(14 — 47 pg + 14p%q* — 48pq> — 8p° q°).

Fiir p = % ist §Z = §5 = 3.9375 und VarZ = 312 ~ 1,62.

TestgroBe Z := Anzahl der Tore: €2:=MNg
H, = Z ist P(u)-verteilt mit 0 <pu=<15
H, := Z ist P(w)-verteilt mit p> 1,5

Rechtfertigung fiir die Annahme einer Poissonverteilung fur Vi
den sehr viele Versuche gemacht, em Tor zu schieBen; fiir jeden V
scheinlichkeit eines Treffers sehr klein.
K = [‘% - oC 1—
; ; i e e e T
= f}hli_zfe; K)=Fy(Z 23) = 1 — ILH[[ =2)=1— .LH;:_] =1l—e l+pu+z#)

In jedem Spiel wer-
ersuch ist die Wahr-

ili—i — TS Somit: & wird in H, maximal fir g = 1.5, also
de = 1—F 52)=1— 0,80885 = 0,19113.
OC(u)= P, (£Z€ K) =
= F,(2) =
= }_ P(u: i) =
i=0
=(1+pu+3p)e”, u=>0

241




)
0.05
0,1
0,5
1,0
L5
2,0
2,5
3.0
3.5
4,0
4.5
5,0
»5
6,0
6,5
7.0
8,0
. 9,0
H 10,0
Aufgaben zu 17.6.
373/58. Fiir die Operationscharakteristik des Ereignisses K = [4; 7] gilt
oC: pr— Z (tptg? =
i=4
oC'(p) = ¥ (Olip' "¢"° " = (10— i) p'q®~].
i=4
Es geniigt zu zeigen, da} OC'(3) # 0 ist.
0CH) =75 ¥ (HC2i—10)= 57 (9 +0, qed
= i=4 &
Fiir den Hochpunkt gilt zuniachst OC’(p) = 0
= Z {].-0.]{”": Lg10=t _ (10 — f)f?[.ffg 5) =
i=4
080 10! R T 10! o
o b TR =1
=l (u— Diao—pt2 ¢ nao—i—1’?
= 10 E [[I _'_J[}FJ- — qq—(,--- 1y {t_i_;”}ch;- EJ =0
i=4
Lo N 3 b G5
- m) L (;}P'rf}‘u_" e E {;r_;“}.qc; :ﬁl =0
j=3 - f=4
<= 10{3)p3¢®* - ()p'g*} =0
< 1022 {3)¢* - C)p*t =0
i
= 10p7¢2(3 J("’-"—\ —3b=y
P'q°(3) 7, |
7 L 8
= | S = 055076
L P 4[_.-- 3 +1

242

oC ()

‘(}

0.05
0,10
0.15
0,20
0.25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0.55
0,60
0,605
0,70
0,75
0,80
0,85
0.90
0.95

0.99908
0.99985
0,98561
0.91070
0.80885
0,67668
0,54381
0,42319
0.32085
0.23810
0,17358
0,12465
0,08838
0,06197
0,04304
0,020064
0,01375
0,00032
0,00277

OC(p)
o]
0,00103
0,01279
0,04996
0,12080
0,22371
0,34880
0.48135
0,60542
0,70657
0.77344
0.79845
0,77795
0,71237
0,60603
0,47090
0,32134
0,17967
0.07018
0,01150
0
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(50

Man erkennt durch leichte Rechnung, da OC’'(p) 2 0 fiir p S -.-—i--— —, also liegt
3

/7 +1

bei p &~ 0,55276 ein Hochpunkt der OC-Kurve. Auflerdem 4fache Nullstelle bei
p = 0 und 3fache bei p = 1.

374/59. a)

b)

H, = 7 ist B(6;7y)-verteilt
H:= Z ist B(6; p)-verteilt mit pe :U: s ,-lt]...., 1}.
Bedingung: Pf3(Z < k) £ 12.59% A Bos(Z 2 k) =1
- JFohall'l’w] g UJ‘:‘O{-} A ‘F(ﬁ_l{'{‘z ]J :=}
<k, Z0Ak,—123
= K = {Ua« ) [42 ('}-]
Operationscharakteristik des Ereignisses K = [1;3]: OC: p+ 1;_ Gptgd=t
i=1
d (;(i} p) _)__'I O)ip' gt —(6—1D)pig° ) =
—6¢°—6-5pq*+15-2-pg*—15-4p*¢* +20-3p*¢* —20-3p°¢* =
= 64%*(q° — 10p?).

Da OC'(f%) = 6 745 (fo00 — 760) + () wire der Test verfilscht, wenn in H als

Parametermenge fiir p das Intervall [0; 1] zugelassen wire. Der Hochpunkt der
OC-Kurve liige dann namlich bei e
P | OC(p)
p= L — = 031761 S ' i
+ /10 0,1 0.46729
Bei der gegebenen zulissigen Hypothese ist der Test g 9-?3032
unverfilscht, wie die Wertetabelle der OC zeigt. g‘?' ' 2‘2:}14
e . n P 1 4 i
Graph auf Seite 244. o 0.64063
0,6 0,45158
Es bedeute R die Anzahl der roten Kugeln in der 07 | 025496
Urne. Damit sei 0.8 0-09333
0, 0,01585
H, = Z ist H(10; 3; 6)-verteilt ,g _ )
H:=Z ist H(10; R~ 6)-verteilt mit Re{0,1,2,...,10}.
k | H(0;3 () !\j F(k)
0 | 3 0,03333
1 £ 0,33333
2 1 [ 083333
3 515 | 1,00000
F(k,) < 0,125 A F(k, — 1) 20,875 ist erfiillt fur p i OC(p)
k, <0nk,—123, d.h _0 ‘ y
ky, 20k, 24. 0.1 0,60000
Als kritischer Bereich ergibt sich K = {0} U[4;6]. g_\z 282223
Die zugehorige Operationscharakteristik lautet: 0:31 oigzj‘dz
3 [Jt; pJ[IU — 10 py 0.5 . 0.73810
oC: pm Z H(10; 10p; 651) = S L e 06 | 04523
Fee le ) Q.7 ‘ 0.16667
5 S 0,8 0
Graph auf Seite 244. 0.9 0
10 0

Der Test ist unverfalscht.
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#—%—*— 0C-Kurve zu 3 3

o OC-Kurve zu b)
tocip)

-,

M

1 .-’

ol

\* Die ausgezogene Verbindungslinie ist die OC-Kurve,
1] P wenn pe[0; 1] zugelassen ist. Die punktierte Verbin-
-,fl k dung hat keinen Sinn; sie dient lediglich dazu, den Zu-

| e LD o e sammenhang der Punkte darzustellen.
05 1
¢) H wie in a) pi= Sl 9Cn).
H, := Z ist B(6; p)-verteilt mit pe (3 15, ..., 1. 6 o
Man wird einen einseitigen Test ausfiithren mit 0.1 0,46856
= [0; k], so daB 0.2 0,73786

L : 'TJE'? :/ {’ Ill <= )50/ 0.3 088235

a'(p) = (Z = k) < 25% 0.4 0,9533

fiir alle pe {56 16, 1}. 05 | 008438

: 76 (1 0,6 0.99590
dp dp 0,8 0,99994
=—6(G)p*(1 —p)P® *<0, 0[9 - LOCJ)GOU

mufBl «'(0,3) < 25% gemacht werden. Der Test ist unverfilscht,

Das ergibt als kritischen Bereich K= {0}. auch wenn man pe[0;1]

Die zugehdrige Operationscharakteristik lautet: in H zuladBt.

5 b I
OC: P l {{;]pl qb—l g qh
i=1
d) H wie bei b)
H, := Z ist H(10; R; 6)-verteilt mit Re {3,4,...,10}.
Fiir alle R aus H, muB o’ = Pg(Z < k) < 25% sein. Da sich das Maximum der

Verteilungen H(10; R; 6) mit wachsendem R nach rechts beziiglich k verschiebt,
muB P,_5(Z < k) < 25% sein. Das ist erfiillt nach b) fiir k = 0. Somit K = {0}.
Die zugehorige Operationscharakteristik lautet:

oclp) —*—* *—0C-Kurve zu ¢
; 6 : i ingmmigm 00 = Kurve zu -d)
OC: pr— ;2’1 H(10; 10p; 6; i) = 1_] : .w—l—t *—*

o (%20 p | OCw) ] /

=, 1h‘ T
=1 [ 6 } o : 0 A
10p)(10-10p) 0,1 | 0.,60000 ’-"f
=1—- "m——-— = 62086667, .| i
(e 0,3 | 0.96667
l 297 Jup) 0.4 | 099524 1
£ 210 g5 1 i
i
f p
= . r gl
; 05 1l
Der Test ist unverfilscht. Siche Bemerkung zu den Graphen von a) und b)




374/60. a) OC(p) = F)*(3)—B(12; p; 0) =

=Y (A —p)*
i=1

(Tabelle bei b))

dOC(p)
dp

ip;u+iw@y‘xum@1+h

Maximalwert U.?()'5943. _

Fir Hy:= »p = (1 +]/1635)" I« ist der Test unverfilscht.

- 121 - pP L) - PP = ()] =0

b) OC(p) = P:,,m{?} B(20; p; 0) \,» 0 pi(l — py*°!

d ?ﬁ;{'ﬁ'} = 20(1 — p)"2[({2)(1 - p) — I_lf}!’j—i =0

= p=(1+]/50388)"" ~ 0,17555 +
Maximalwert 0,96365

i OC von a) OC von b)
0 0 0
0,05 0,45740 0,64151
0,10 0,60193 0,87801
o8 0.76555 0.95532
0,20 0,72585 0,05633
0,25 0,61710 0,89502
0,30 0,47867 0,77147
0,35 0,34096 0,60085
0.40 0,22316 0,41586
0.45 0,13370 0,25200
0.50 0,07275 G,I3159
0,55 0,03551 0.05803
0,60 0,01525 0,02103
0,65 ' 0,00561 0,00602
0,70 0.,00169 0,00128
0.75 0,00039 0,00018
0,80 0,00006 0,00002
0,85 0,00001 0,00000
0,90 , 0,00000 . 0,00000

374/61. Aufgabe 52 zufolge gilt
ka—1
OC: p>1— 3 Binp;i)

i=k + 1
Nach 372/48 erhilt man
dOC(p) _
dpi o
n=15;: ha - p)® —(12)p° =

—”ﬂkl'[l _p}n k-_»[{th“L _P'jkn—fq : [J, = lJp.la-g—I.': B 31 =y G

e

=1
ﬂp:(uql) ~ 0,54321
\ /2
b) Der Test ist verfilscht.

2
=
L




19

n=20: EDd—pY — (G257 =0

¢ —1
=P (1 W ) ~ 0,53048
e

Der Test ist verfalscht.

n=>5: @H1-p*-Ep'*=0
= p=035
Der Test ist unverfilscht.
n=100: G =pr*=ENp*=0
= p=05
Der Test ist unverfilscht.
374/62. Fehler 1. Art: Strafanzeige, obwohl Alkoholgehalt in Wirklichkeit unter 0,8°/,,. Ein
Unschuldiger wird angeklagt.
Fehler 2. Art: Keine Anzeige, obwohl Alkoholgehalt in Wirklichkeit iiber 0,8%,. Ein
Schuldiger bleibt unbehelligt.

»In dubio pro reo« bedeutet: o' muf} klein gemacht werden; ein groBier Wert von f'

in ungiinstigen Fillen, nimlich wenn der wirkliche Alkoholgehalt nur ganz wenig

iitber 0,8%,, liegt, ist in Kauf zu nehmen.

An der Grenze (Alkoholgehalt exakt 0,8%,,) gilt o'+ f’ = 1, andernfalls hoffentlich

o'+ ' < 1. Ist der Test verfilscht, d.h., gibt es ein o' und ein g, so daB o' + f' > 1

ist, dann koénnten folgende Fille eintreten.

a) Zwei Fahrer haben mehr als 0,8°/,,: Der Fahrer mit einem hiheren Blutalkohol-
gehalt wird seltener entdeckt als der mit einem geringeren.

b) Zwei Fahrer haben weniger als 0,8%0: Der Fahrer mit einem niedrigeren Blut-
alkoholgehalt wird mit groBerer Wahrscheinlichkeit fiir straffillig gehalten als
der mit einem héheren Blutalkoholgehalt.

Problematisch ist der scharfe Ubergang, der vom braven Biirger unmittelbar zum
Verkehrssiinder fithrt. Man muB unterstellen, daB die 0,8°/,,-Grenze so hoch ange-
setzt ist, wie man es gegeniiber den zu schiitzenden nicht-alkoholisierten Verkehrsteil-
nehmern gerade noch verantworten kann. In diesem Fall fiihrt der scharfe Uber-
gang nicht vom pbraven Biirger« zum »Verkehrssiinder«, sondern vom straffrei
bleibenden Verkehrssiinder zum straffilligen Verkehrssiinder. — Die scharfe Grenze
lieBe sich entschirfen, wenn dem Richter ein Ermessensspielraum zugebilligt wird

Aufgaben zu 17.7.

Es bedeute N(u; o) digjenige Wahrscheinlichkeitsverteilung, deren kumulative Ver-
teilungsfunktion @, ist.

a

50 & > ,zq ;
374/63. X =<5 Y X;; po=¢&X =1000; ¢:=0(X) = %’"’55 =11/
i=1 Fil
Hy = X ist nach N(1000; 4]/2) verteilt.
a) H:= X ist nach N(u; 3 [2} verteilt mit u = 1000.
K :=[po +106; + o[ At minimal,so daB P, (X € K) < 5%
< Py ( Xe Ho+1ta) £ 5% <= Py, (é S VR ;j >95%

<= &(f) = 95% < 1 = 1,6449.
Damit K = [1000 + 1,6449 - $]/2; +oo[ = [1001,163; + o[

[V

246

37

3




(9]

374/64.

374/65.

b) H:= X ist nach N(u;$]/2) verteilt mit yeR.
K:=]—00;puy—to] e+ to; +oo[ und ¢t minimal, so daB3
Py, (X € K) < 5%
< Py (1 X — pol < to) 295%
= | = 19600, also
K<]—o0;998,615] U [1001,385; + oo

X0 = 49,18 Q
Rechnen wir ohne Benennung, so gilt

X =15 f X;; hi=&X =50: o= 12 =k ]f}
T L b BORE aes S R z |/ 10,

H,:= X ist nach N (50; $]/10) verteilt.
H := X ist nach N (y; 3]/10) verteilt mit peR.

K:=]—00;po— to] [y +te; +oo[ und ¢ minimal, so daB
Py (X € K) £ 5% < Py, (1X —pol < ta) Z95% < ¢ 21,96

Also K c ] —o0;46,91] U [53,10; + o[
Da X,,€ K, kann man die Nullhypothese, die Widerstinde besitzen einen Nenn-
wert von 50 Q mit einer Streuung von 5 (Q, nicht ablehnen.

TestgroBe L; Q2 =R

H, = L ist N(u;0,5)-verteilt mit pe[97; 103]

H, := L ist N(u;0.5)-verteilt mit peR™\[97;103]

Liegt L in [a; b], so kann die Maschine weiterlaufen. Es soll sein

Py (LeR\[a: b]) =987, < Fy,(Le [a;8]) = 2%

< @, (b)—D,,(a) < 2% fiir alle pe R™\[97; 103].

Da die Graphen von @, mit wachsendem g nach rechts wandern, ist die letzte Glei-
chung fiir alle pe N“\ffi’?; 103] erfiillt, wenn sie fir u = 97 und fiir = 103 er-
fillt ist.

| ] /b — 103 P 103 - o,
il j’m;; ;.3'7;} —;:’m,x;g[;ft“::}z[.-'}. L. @ ( 0.5 ) il L_' ()j__> =2%
A IL @y, 4(b) — Pyy.4(a) = 27 - > : / %
] = / "h A= {)? i = 9? < D9/
AL (;,L o ) @(\ T ]_ 2%

Legt man zusitzlich [a; b] symmetrisch um / = 100, also a = 100 — ¢,
b = 100 + ¢, so erhdlt man




%, v /
] e+ 3 =43\ . -0,

AL q:»(‘ o ) —q‘v(\ . ) <29
Wegen &(—x) = 1 — ®(x) sind die Gleichungen I' und I’ aiquivalent. Also bleibt noch
D6+ 2¢)—P(6—2¢) =2%.
Nun ist @(5) = 0,99999971, also ®{6+ 2¢) =~ 1.
Die letzte Ungleichung ist sicherlich erfiillt, wenn
| —B(6—2¢)<2% <> B(6—2¢) =098 < 6—2c=20538 < ¢ < 19731
Damit ist mit [a; 6] = [98,03; 100,97 ] die Aufgabe gelost.
o' = Py (LeR\[a; b))
Da [a;b] symmetrisch um /= 100 liegt, wird o' minimal, wenn u = 100 ist, also

"98.03 —
.x' 2. z(pﬂﬁ{ﬂj —_ EI'IJ()E!U-{}‘S EUQ

min

); 2 d(—3,94) = 810~

NB: o' steigt aber bis auf 989%,, wenn u die Toleranzgrenzen 97 bzw. 103 erreicht.

Aufgaben zu 18.3. -18. 6.

384/1.

384/4.

384/5.

Si=tr [B=522+(5-52)%+(3—=52)%+(6—52)7+(9—52)*] = 62.
:ﬁ —
b) . =024, s> =10283 ¢} x.= 240, 5* = 283000 dy 2, =1, =0
X0 = 14,74 m s? =13 m? = 0,68...m? Bremsweg = 14,74 m 4 0.82m

Nach Satz 212.1 ist §X = &X. Nach Satz 212.2 ist VarX = 1 Var X.
a) VarX = 0,15 b) VarX = 0,01 ¢) VarX = 0,001 d) VarX = 0,001

EV=28EY X—w)==%Y X, —pw?=2%) VarX,=1-n-o0} = o}.
i=1 i=1 i=1

a) X =1-1=1% VarX =%, oX)= 11/3.
X nimmt nur die Werte 0 und 1 an. Fiir die Stichprobe (X,| X,| X;) gilt

(s [x|x3) | P(X; =x; A Xy =X, A X3 =x3) | 55 | 5 | =
000 3 =% 0 [4[(0—02 +(©0—-02+(0—072]=0| 0
001 @ d=o |3 092+ 09 +(1 -] =14 [4)/3
010 @ 4=2 F 30—+ (1 - +0-H*1=14]3)3
100 @ t== L A[a-H*+(0-9*+(0-%*]=%|3)/3
011 @D =4 2 4[0-3*+00—-3*+(1-D*]=3|413
101 i@’ = F [0+ 0-9*+(1 -3)] =% |%)/3
1o | 1@ =% |3 3032+ =D +0-H]=4[4)3
BEk | B = | &[4[ 1P 0 =12+t —=1]=0| 0




Damit erhalten wir die Verteilungen und Erwartungswerte

% =1 & 2 1 P S
o 77 23 g ::-é){}_"s EZ‘]."';-;'{,.;'}I {)]42%1-:(1:)(
H q\ ‘i] | t;-l‘l. [ 64 t’;-‘-

| s* | 0 L‘ » Q2 1, 3¢ 3

T 28 36 = £5° = 332 = 76 = Var&
Wis~) 64 64

§ 0 3)3 = ,

e ~ 65 =4)/3-8 = %3 +0(0)

we | B %

b) 6X =2-+=4, VarX =2, o(X)=2]/6

: . t22.5% : : X ligad | 2
X hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung — —
Bl S W (x) O i
Fiir die Stichprobe (X,;|X;) gilt
() | x2) | P{Xy = X% 0K =x2) %, 52 | s
00 | S 0 ‘ 0—0P7+(0-07%*=0 0
01 755 2 0—D*+(1—-%P° =3 3)/2
02 758 ! O-1P+2-172=2 /2
i 756 e 1-+0-%t =1 1)/2
11 yis I =1l =1 =0 | 0
) 5 | 1 -
12 LT (=8Pt =2 =1} i)/2
2 ] 2 ( 2 "
20 2 1 =12 +(0 =1 =2 12
21 138 3 2-+0-9 =7 112
22 fs 2 2—22+@2-22=0 0
0 Damit erhalten wir die Verteilungen und Erwartungswerte
X 0 ! | 3 2 2 [
1 = Tt R
7= ] 8 5 2 1
Wi(x,) 7% 196 7 55 255 258
% Ty : )
|0 F L gsto i 842 M= A== Vark
(g2 120 18
W(s?) | 356 256 336
s |© 0. V2 2 ) %
= = _zh V = &S =42+ )2 = T )/2 T o(X)
W (s) : g é%g L

384/6. a) FaBt man die Stichprobe als Bernoulli-Kette der Linge n auf_mil »T_r::ﬁ‘?r an der
i-ten Stelle« = »X, = x;«, so ist 2+ N; die relative Haufigkeit des Treffers. Also

gilt nach Satz 248.1

i”[f'f_,:) = !D[H Nj —pi = a) = j_.___)_

W) A= d, i

3 o
¢) P(A) = P(A;U...UA) S P(A) + ... + P(A) S — (P11 =PI+ - +p,(1 = pJ);
lim P(A4) =1

n

also lim P(4) =0 <=

n

249




384/7.

384/8.

.a) G ="

VarX = 100-04- 0.6 = 24.

VarX = iVarX < 15o

= n> 2400

X hat die Wahrscheinlichkeitsverteilung

x 0 1
%4 ‘ — = £X =0,514, VarX = 0,249804
Wix) 0486 0,514
E(X 00) = 0,514 VarX o0 = 15 VarX  o(X,00) = 0,04998

a) Die Schitzung lautet stets »p = O« oder »p = l«.
EZ =1-p+0-(1 —p)=p. Z ist also erwartungstreu.
b) T =tEX, + (1 —1)X, =tu+(l—8-p=pu.

T ist fiir jedes ¢ eine erwartungstreue SchiitzgroBe fiir den Erwartungswert & X
einer Zufallsgrofie X.

. Es gilt zwar &Y, = Y — &Y + 9 = §; aber Y, ist im allgemeinen fiir jedes 9 eine

andere Zufallsgrofe. Man kann also die Werte von Y, gar nicht aus der Stichprobe
berechnen, wenn man 3 nicht kennt!
Es gilt auch £Y, = 9. Aber Y, hingt ebenfalls von 3 ab.

Z ist nach B(n; p) verteilt. Daher & Z = np. Also ist Z erwartungstreu.

sl-l-:l

= G — 1 ist erwartungstreu.

b) Unter Verwendung der Formel aus Aufgabe 192/31. b) erhilt man

&(G?)

< (986G =nY g =

n Y g +1DE )]
gi=il

g=1
=1 D (I DETH =) =
g=1
—nm+1) Y € —nY =
gr=n g=n
=g t=n
=nan+ 1Y CHH=n Y =
5=0 =0

nin+DEEH—n(id).

nit+ )(nt+n+1)

= &(G? - -
L (n+ 1Dn+2)

: : e i (t+ 1)z —n)
VarG = & (2 —(FG) = ”L +'4"“_"i-
= &L sed) (n+2)n+ 1)

* 0+ 1)3 AT — (r+ 1)(x —n) ;
n ) nin + 2)

Es sei X, := Nummer der i-ten gezogenen Kugel, i
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X;:

Damit erhilt man VarG




d)

P(X,=k)=P(X; +krX, £kn .. AX; 1 FkraX,=k =
T it/ R s Ll e
7 1—1 7 t—=({-2) t—=(i—1) T
d.h., die ZufallsgroBen X, sind gleichverteilt, jedes X; ist gleichmiBig verteilt.
Also ist

. 1l z(t+1

X, = _I (l+24...+1)= _---—[—-_, ) F(z+1).

Damit

ERX)=28(0)=2¢(4 Y X)=22n2CtD=ztl
i=1

Erwartungstreue SchatzgrdBe fiir die Anzahl 7 ist somit die ZufallsgroBe 2X — 1.

Berechnung von VarX.
Wegen der Gleichverteilung der X; ergibt sich zunichst fiir

ZixY) =21 -Z X;)? = }F &() X2+ Y X, X)=
i =1 £
= LZ &(X7 —3 X, UJ
= ;,,2' [n-&(X2)+nn— DEX, X,)] =

= = [6(XD)+(n—1)EX, X)) =

1 & ;3 . 1 :
2 4 (1 — d= o Sy =
. l kX4 (n—1) A Z i Z ]

fkE=1 k=1

I -
. 5 e 5 &
7 1 t—n zl{t+ (27 —|_-__I) T n—1 2‘ G- Z fx
nt | t—1 6 T—1 ;=% e
{ [v=n s+DRt+1) , n=1 & - o p o
= L= i e T = J L k1=
nt|t—1 6 T — 1 j-__zl =

_ L [e=n t@+D@i+Y)  n-l PEDT]_
“nt | T—1 6 7—1 4

=41 - W e 4 LA
= - - 2t —n)(27t+ 1) +3n—Drle+1)] =
12n(z — 1) L2 )t
= : [7*(3n+1)—tn+ 1) —2n].

i uET - 1)

Damit
VarX = £(XY) - (£X)* =

= it [2Gn+ )~ 1+ 1) = 2n] - Lo+ 1) =

= Bl {Tll\.‘{‘?i +1)—z(n+1) _n—-3n@x2=1)] =

LH{L
T+ 1 1L+IJT—H}
— t—n)lt—1)= :
L”r:rlf—l]'l ) 12n




385/13.

9
2

385/14.

Tt Ti—= +2 = = A
Var(2X — 1) = 4VarX = (t 1}—{“ il e ”—%——_— VarG >VarG fiir n 2 2.
In :

G ist also in allen nicht-trivialen Fillen besser als 2X — 1, weil es weniger streut.

Wie in Aufgabe 12 ist P(X, = k) = + und damit £ X = L (z + 1). -
&(2X —1) = 1, also ist auch im Fall des Ziehens mit Zuriicklegen 2X — 1 eine
erwartungstreue SchatzgroBe fiir die Anzahl 1.

Fiir £(X?) erhalt man jedoch (vgl. 12. d))

&(X3)

1

1 3 . L1 <2 1 5o
— [6(X)+ (- 1)6(X, X,)] = ( YR +n=1)— ;-J‘c}:
n 1 [ Tt e _

g (r+ D21+ 1) il £ ?E(T_, 1}—’ =
TNt 6 P — . =

41 ryn =
— : 221 4 .. 3 = -+ -

T [2Q2T+ 1)+ 3(m — 1)(z + 1)]
Damit
VarX =t [4z+2+3nt+3n—-3t—3—-3nt—-3n] = T —1 :

12n 12n

e =4 .
Var2X — 1) =4VarX = - b (e ) ie =)
3n 3n

Vergleicht man damit Var(2X — 1) fiir » = 2 beim Ziehen ohne Zuriicklegen, so gilt
g e (t+ z—=n _(t+Dz=1) LT
T D, el e st ) _ Var(> X
Var(2X .. — 1) o < e Var(2X ., —1)

Hilfssatz 1: X und Y stochastisch unabhiingig = X* und Y? stochastisch unab-
hingig.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir alle 7, j

P(X=x;AY=y)=P(X =x)-P(Y = y).

Es ist zu zeigen, dal fiir alle k, [ gilt:

P = s =) —BlX - = F) - P(Y =)

Unter Weglassung der Indizes erhalten wir

PX*=(AY?:=n)=P(X =-)EivX=1/ar¥=-)nvY=)n)=
VX =)EnY = — liij viX =V EAY =lin).
Da die Komponenten der Oder-Ereignisse disjunkt sind, kann man weiter umformen
Zu
P(X = —1,._ AY = _[-f";’l') + P(X = _l'f o e !«"";-""F} i
FPAX =/EAY=— [..«-""J']'] +PX =AY =]/n) =
=P(X = —|/&)-P(Y = —)/m)+ P(X = —)/&)- P(Y = /) +




=P(X = —|/¢)- (PY = =}/ +P(Y = |/n) +
+PX =)&) (PY=—-)Ym+PX =)n)=
=(PX = =)/ +PX =)&) P¥ = —)/nvY=]n) =
=P(X = v X =)E:PO* =n) =
= P(X? = &)+ P(Y? = n, g.e.d.
Man beachte: Die Herleitung ist auch giiltig, wenn X ? = ¢ z.B. nur aus X = [h
entstanden ist und —]/¢ nicht zur Wertemenge von X gehort. Die entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten sind dann eben 0.
Gehort 0 zur Wertemenge von X 2 oder Y72, so gilt:
1. Fall:
P(X2 =0 AY? =10 =P(X= 0 Y =0)=PX =0y B(¥ =0)=
= P(X? =.0)-P(¥2=.0).
2. Fall: Mit 40
PiX2 = 0¥ = q) = PX = 0= —[_..-"'-i; vY=|n) =
=P(X=0AY=—)nvX=0AY= I,.-':F}]l] =
=PX=0AY=—)n+PX=0rY=)n) =
=P(X =0)-P(¥Y=— [,-"u'i +PX =0)-P(Y =)/n) =
=PX=0)(P¥Y=-)n+PX¥=)n)=
=PX=0)PY=—-)nvY=)n=
= P(XE=0)"P(Y" =),
da es sich jeweils um disjunkte Ereignisse handelt.
3.Fall: £+0An=0 (analogzum 2. Fall).
Hilfssatz 2: Wenn X, ¥ und Z unabhingige Zufallsgrofen sind und wenn [ eine

beliebige Funktion zweier Variabler ist, dann sind X und f(Y, Z) auch unabhiingige
ZufallsgroBen.

Bewels:

PIX=anf(Y,Z)=b= ) PX=anY=ynZ=2=

= Y PX=a-P¥=)PZ=2=

fly,z)=h
= P(X =ia) -y PX =) PlZ=2)=
fiv,z)=b
= P{X = gqj - Z PY=yaZ=2)=
fiy,z}=h

= P(X = a)P(f(Y.Z) = b).

Hilfssatz 3: X, Y, Z stochastisch unabhiingig = X 2, ¥, Z stochastisch unabhingig.
Beweis: Wir beniitzen wieder das Disjunktsein der auftretenden Komponenten im
Oder-Ereignis.
P(X?=an¥Y=brZ=0)=
=P[X=JavX=-Jal A Y=bAZ=¢)=
=P([X=VarnY=brZ=c]v[X=-YanY=brZ= c]) =




[
L

=!’{_,‘£';[¢:r\}’—fJA/_c)— P(- -_—[un}_hf\/—(}—

= P(X = |/ ‘a)- P(Y =b)-P(Z =)+ P(X = — a)P(Y =b)-P(Z =c¢) =
=[P(X =)/a)+ P(X = =)/a)]-P(Y=10)-P(Z =¢) =

= P(X = [,-""u vX=-Va PY= b)* P(Z = ¢c) =

= P(X%2=a)-P(Y=0):P(Z = c).

Zum Beweis der Konsistenz von S? ist zu zeigen, dafB3 Ilm P(|S*—0o?| =¢) =0 fir
jedes ¢ > 0 gilt. &
Nach der Brem:_1mé-'.'-".x-r-!:r’h}'.\'{-J’mu'-Ungh—:ichung gilt

: : o NarS*® e .
0 < lim P(S*—c?|=¢ < lim —5— = — lim Var§~®.
T n—-a n—+ o £ E7 n—a
Nun ist, da S? eine erwartungstreue SchiitzgroBe fiir ¢° ist,

varS? = #[(52?] — (€(52))? = &%) — (6% = &(5*) —o*.

Man errechnet
1 = 2 l i n_ . | i} _:' 2
5 =X )2 )= - A= X.]“) , also
(n—l EZZ ] {J!—i]'!(E-_'1( T "{ '
. . n = 2 5 n I n 5 ;‘
i I}_‘S_l:(E ,_XJF_ E)\r Z X'j_ ”T(Z x.l]u‘“ =
i=1 i=1 i=1
S i) g .
_(>_ [AI = l }‘tXJ Fs X ‘k.'“«“ T
i=1 n =4 ne k=1
n - ] n i "
=() X-= X, X, +n — l .\’J.,‘(,‘}z
i=1 noij=1 ; R k=1
n 5 2 J'|I 1 I -
=(y x*-= Y XX Y X;X,)=
i=1 n k=1 n k=1
= ( T ¥ 2 1 N ‘Y‘[I}(‘.}’} 4
= B =1
o s 3 3 2 = 9 , [ rlr__' »
— Z kf”.{k;—_— Z }ll;-:\/_l-.kk“l‘ ] ‘XH-XJ-'X?{X!'
ij=1 : k=1 n k=1 ;

Wir zerlegen nun diesen Ausdruck in 2 Teile. Im ersten Teil fassen wir all die Glieder
zusammen, bei denen mindestens 2 der Summationsindizes gleich sind. Im zweiten
Teil wird dann nur iiber lauter verschiedene Indizes summiert. Wir lassen u. U. dabel
die Angabe, daBl von 1 bis n summiert wird, weg.

[st im 1. Term i = j, so erhilt man fiir den 1.Teil den Anteil l Xk

Im 2. Term kann i=j+k, i=k=+j, i+j=k und schlieBlich i = j =k sein.
Das licﬂ:rl als Anteil fir den 1. Teil

2 I 3 xr 2 g ¥ - 2
S LXK 5 G Z XPXP—= 3 Xf =
i*k i*j
4 - 3 2 2 r - rd
—_ — .}.}. ?TJ X I.' YJI j; ing ‘YI' X _.i = n Er; ‘([ .

Der 3. Term liefert, je nachdem, ob alle 4 oder nur 3 oder nur 2 der 4 Indizes gleich
sind, den Anteil

'T;

ﬁ' E .:YE':! ‘Y]’ Xk .

] n- ik Ei




Damit erhalten wir

e 5 s 4 3 2 2
_l,_sdl.;{f (_-1__ ! ol D I( 2 P 4
(n—1) Z = .;; Xi Nz .-2_-.', XX = rZ} X+
1 & 5 4 2
L S T XPXX
n i=1 R i%j 1 iFj*k*i :
&
F{Z ol e SOME S W T S
iz i*j+k+i sk
IR

Nach Zusammenfassung gilt also

I Tipteain) JT—172 & Lo 4n—1) _ n—2 v y2vyz,
Vars® = FE EL 5 iS p i E X3y SR Ex

6—2n P =
7 i Y, AFX G
n i+jFk*i N itiFk+l

Zur Berechnung des Erwartungswerts von S* bedenken wir, dafi die X; Kopien
von X sind. Neben Satz 205/1 kénnen wir ferner auch Satz 205/2 auf die Produkte
anwenden, da

l. nach Hilfssatz 1 mit X; und X; auch X? und XJ?' stochastisch unabhingig sind
2. nach Hilfssatz 2 mit f(x,y):=x-y mit X;, X; und X, auch (X;-X;) und X, und
unter nochmaliger Anwendung von f auf (X;- X;), X, und X, auch (X;- X)) X3)
und X, stochastisch unabhingig sind

nach Hilfssatz 3 mit X;, X; und X, auch X2 X; und X, stochastisch unabhéngig
sind und somit wegen Hilfssatz 2 auch X;* und (X;- X).

L

Es ist also, wenn die Indizes verschieden sind,
E(X2 - XP) = 6(X)-E(XP) = 6(X?)-6(X7) = (6 X°)
E(X2X,X) = (X2 (X; X)) = (X)) 6(X; X)) = E(X*)- XX, =

= £(X?%) X -€X = (62 + 1?)- i

EX X, X, X) = &((X;- X))- X, X)) = 8(Xi- X)) X,) € X, =
= &XX) EX, p=8X EX;pp= p

Damit gilt

VarS? = ( I 1)? J{E” —,1}.. n-&(X*)— il - ) n(n— 1)EX X)) +
Fh=1i) ri
[ '} iy = 2 F ri ] Y2
- —n(n—1)(FX7)" + o 2 Ron(n—1)n—2)-(EX)EX) +

| lj -n(n— 1) (n—2)(n— 3][55'){}“*} e

n*
= e E(XT) — i & l:."('g‘ X5)+
n n
+ 1 (n(n — 2)(c” + 2P 4 (=2n° +10n — 12)(? + a*)u* +
(n—1)n

= v 4
+(n2=5n+6)u*—nnh—10"; =

=2
Lh
wn




I Gt e :
BEL (S ¢ e ay
H Iy

1

: LA —2n—2n* +10n—12+n

nin—1)

— (XY —4E(XX,

Fiir S2 erhilt man dann

Anhang 11

392/1.

392/2.

o]
Ln
o

MRS A
a
2{::? fiir b= >
p=
a
1 fiir 'h=
p
| I) Q |
r =
Xy X2

b Tk
By (1_ ) fiir b < a:
a)

bY

p=1firb>a.

+ 2 0?(2n% —4n—2n% +10n — 12) + o* (n* -

)} =+ = 1 j;a*(.ﬁ—é)—l—;r:nz(()—-

n

n—1 {

Damit ist lim VarS* = 0, g.e.d.

- 5n+6)+

: - . . VarSs? . =1 g
lim P(|S* —6*|Z¢) = lim I-Ej-s- = lf?_ lim Var [ : 52)
n—* [ n—t & £ n—« \ H /
g S et
= I—z lim ( £t l-) VarS? | =
£ n—+x k ! /
h Pl !
= lim [( 1 — l )“ \-"urS"?J =l g.e.d.

In—n+n) =

12

7

7
1T |
I
|
|
|
' »h
a
2
Ap
i L
»D

a




392/3.

392/4.

393/5.

a) A: In einem Punkt des Umfangs wird ein drehbarer Zeiger angebracht, der in
willkiirliche Drehung versetzt wird und schlieBlich beliebig stehenbleibt.
B: Man rollt einen runden Bleistift iiber den Kreis.
C: Kurzzeitig eine Kreisscheibe beregnen lassen. Jeder Tropfen erzeugt einen Mit-
telpunkt.
D: Auf der kurzzeitig beregneten Scheibe durch jeden Tropfen eine Sehne in vor-
gegebener Richtung zeichnen.
Abweichungen: Psychologische Hemmungen, extreme Lagen zu wahlen.
b)

Losung A:

Si"f}f = Efll-:' — ] 4 r‘.] .\} == I//]. — L&_J

Y
«» o = 4rcsin l/ 1= {-,-]-—)
2r

T — 20 Dt g
p=—"—""=1—Zarcsin|/1— ('?'i_' =
T m 27

e

2 (n s }
= = [ =——arccos — | =
s ( 2 I el

z arcsin —
_—0
T 21

Losung B:

Doy %)
L F Py |
lf] = £0 —
2r
B
A
= ]_L"“_(’._.)
Losung C:
> 2 2 2
_tm—piw . =gy (39)
[ . 2 2 o2
/ N 32
Foss (Zr' )
Losung D:
filecion s S i - T
5] A e Sl it 142 — (L gyt
2 j.f 2 - arcsin o 5 s/ (z5)
P-= T %) T

e . S gL J 5 ) )
= arcsi — —|/f1- !
b (,{ 2r 2r |/ e )l
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393/6.

393/7.

(o]
n
20

Wertetabelle fiir die Wahrscheinlichkeiten p, bis pp, in Prozent

* o 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 06 065 07 075 08 085 09 095 1
ir |

pe | 032 64 96 128 161 194 228 262 297 333 37,1 410 450 494 540 590 647 713 798 100
ps | O 01 05 11 20 32 46 63 83 107 134 165 200 240 28,6 339 40,0 473 564 688 100
Pe |0 03 {0 23 40 63 90 123 160 203 250 303 360 423 490 563 640 723 E10 903 100
o | 0 0005 004 01 03 07 12 19 29 41 58 78 104 136 175 224 285 361 463 61,0 100

Der Graph von py ist ein Kreisbogen, der Graph von pc ist ein Parabelbogen.

=
D, = — Arcsin
Pa " o7
2
/ 5
=1—1|/1-
i 2r
7 5 2 I i
Pec = (E
N
S SO s
Po =7 arcsin T
; 2 2
S
2r
pl) ...........................
B 4. 3 5l 3 [ ] [
p=-5 ledo— —— [e arcsin dg =5 | = S
r° do PO o 0 e e rm
o
Berechnung einer Stammfunktion fir /:
& ; 1 . 1 1 0
parcsin €2 dg = — @”arcsin 2o . 0} ———r - —3 1 dp =
0 7) 0 2 | [ = &) 0
1 ] oo [ 0
= - p*arcsin £ 22| ——=—sdg =
£ 0 ==
= 2 orrein B0 1 ) LR
= g arcsin=>+30o)/@" — Qo +
- 4]
Damit erhilt man
2 4 B 3 i
P s 2o 0o 1 /2 =
p=—5@Er'—308——=—|zeoarcsin=—"+30p|/0" — 2 =
2 2x | 2 0 2 Qn[ L, go
leo
5 ;
i 2o 4 E 8 e 00 Qo 1/.2 o o
=1— ST (-ji arcsin = + e T EQ‘ =L =
2 o) 9, . 2
2 S 200/ 0
=1 Q;’ — Z.arcsin =2 — R0/t — of + =3 =
! () re r
" fina) FRETT ey o s ) i P N2
: ( 2 5
=]——arcsin|/1—|— —-—/1—(-— 1 — (1= o) =
| 2r T 2r 27
7 N \ ,




2 g 2 g f = v \ 2
= 1 — AICCOS — — — b (e =
|8 ?_J‘ 1" 2r 2r
W £
2 (Tc AICCOS 2 /I e
= — — AICCOoS = : — — =
T\ 2 i 2 21 ( 27 )
\ / \ 2 ;
— e

Beweis des lokalen Grenzwertsatzes von de Moivre und Laplace
1. Hilfsmittel aus der Analysis

Wir stellen zuniichst die mathematischen Hilfsmittel bereit, die beim Beweis benotigt wer-
den.

1.1. Die Reihenentwicklung des Logarithmus

Fithrt man die Polynomdivision 1:(1 + f) nach steigenden Potenzen von  aus, so erhilt man

fiir ¢ & —1
1 5 = = ) " n
BB e N e PSR U s e S R S
1 1 =t
Durch Integration folgt fiir —1 <x <+
o "}- i -
B O N s e e Lo o L [
J A 1+t
0 0 0
oder
T -
g ==X T Sepnp iyt R, (1)
2 3 n

Wenn |x| < i, strebt R, nach 0 fir nT+c0. Es gibt nimlich nach dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung zu x eine Zahl fmit0<0=1und

X

" f“ ],' n
R ST R i )
i+t  + Ox
0
Fiir |x] <1 ist auch |8x] <1, und damit gilt lim R, =0. Damit haben wir bewiesen:

nt 4o

: g -2 53 0 : bll
Fiir | x| < 1 gilt: In(1 +.\')=.\'—f' Pl ¥ =1 b=,
2 '1 n=1 M

Die spiter in 2. verwendete Formel erhalten wir, wenn wir (1) fir n = 2 anschreiben:

. e
h{il+x)=x——+
ni X)=X >

bzw. mut — x statt x:
Il —x)=——
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1.2. Die Formel von Wallis

Durch partielle Integration erhélt man nach einigen Umformungen:

20 i ; = AR ST e e e
I.= | (sinx)'dx= | — —cosx (sinx)" Hl 4+ —— ) (sinx) “dx =
a “m o no g
n—1 2 : n—1
B : j (sinx)" *dx = Lo
T h

Wir unterscheiden die Fille # = 2k und n = 2k + 1 mit k € N, und erhalten rekursiv

2k —1
12.1\-= ‘?k" 2k—2 =
2k —1 2}'(—?-!
ST ST )
k-1 (2k—=3)-...01 ,  Ek=1H
T R e e T e
. F s L U @k— D! 7
Mit .!‘0 [H' dx= 5 erhilt man .{31‘- _RZII'L}” —2
Analog berechnet man
2k 2k(2k—2)-...°2 (21!
Lrir= — Liy-y=...= 5T : — 1, = = — I, .
2k +1 Ck+1)2k—1)-...-3 QCk + 1H!!
. 2 4 (2k)!
Mit [; = | sinxdx =1 erhédlt man f5; ., =- -
]

2k + !

Fiir 0 < x <

R

gilt (sinx)***? < (sinx)?**! £ (sinx)?*

und daher wegen der Monotonie des bestimmten Integrals

74 T
. 2 :
[Emx  2de = GEn)*  dx s | (smx) tdx;
0 0 0

R . SN 2k =1t
@k 2= Qk+1D1 -  2Phu

-

o N |

N2

s 2k +1 T | { (2k)!! <7
2k+2 27 2k+1 \ (k-1 2

1A

el : ; s
Multipliziert man diese Ungleichungskette mit ~—, dann erhilt man

s e |.( @RI N2 2k +1
. e i) =%

2k+2 2k Tk \@k—D!

=]
[1A

\

Da die bei 7 stehenden Faktoren fiir k1 + oo den Grenzwert 1 besitzen, haben wir die Formel

s S
von Wallis* gewonnen: n = lim —( : )
kt+ok \(2k—1)! )
* John Wallis (1616-1703) veroffentlichte sie 1656 in seiner Arithmerica Infinitorum in der Gestalt
4 i Tt el o o b [
1 2-4:-4°6-6-8-8-10-10-12-...°




Nun ist aber (2k — D! (2k)!1 = (2k)!, auBerdem (2k)!! = 2% - k!, Unter Verwendung dieser
Beziehungen erhiilt man

. (2K)!! R 2K 22k (k1)
I-'R. = ]_1111 : “ ) =y ("A) 3 ['Ii\':' =i U\IJ
ke Joges (le— 11 kito S ek (20! KT+ |k - (2k)!
b — . 2%k (k2 .
und schlieBlich Jn= lim :
KL [ hen(2 )

1.3. Die Formel von Stirling

n! ist fiir groBe » sehr miithsam zu berechnen.

Man ist daher bemiiht, eine Niiherungsformel fiir 7! zu finden. Dazu betrachten wir zunéchst
Inr!'=Inl+In2+h3+...+Inn=m2+m3+... +Inn.

.—"'-f
o]
/ '
In x
3
/ =
x A 2 n-1 n x
Fig. 1 Obersumme von Fig. 2 Skizze zu den Sekanten- und Tangentenpolygonen
n n
| Inxdx fiir | In xdx.
1 1

n

Aus Figur 1 ersieht man, daB dieser Ausdruck eine Obersumme des Integrals | Inx dx ist.
1

Um zu einer moglichst guten Abschiitzung fir Inn! zu kommen, nihern wir die Fliche

[ Inx dx folgendermaBen von unten und von oben an (siche dazu Figur 2). Da lnx rechts-

|

gekriimmt ist, liegen Sekantenpolygone immer unterhalb der Logarithmuskurve, Tangenten-
polygone immer oberhalb. Das aus den Kurvenpunkten (k|lnk), k=1,2,....n gebildete
Sekantenpolygon bildet mit der x-Achse eine Fliche, die aus einem Dreieck und n — 2 Tra-
pezen besteht. Da alle Teilflichen die Hohe 1 haben, gilt fiir die Flichen maBzahl dieser Fliche:

In2+4(n2+mn3)+... +3(n(r—1) +Inn) =Inn! —1Inn.

Bt =

n i 5
Diese Fliche ist sicher kleiner als ]' Inx dx. Wir wollen nun eine Fliche konstruieren, die

1

groBer als dieses Integral ist. Dazu zichen wir an den Stellen x =1, 2, ...,n — 1 die Tangenten
an die Kurve y = Inx: die Ordinaten In2,In3,...,In(n —1) wiithlen wir als Mittenlinien von

T i : T i aa 2 34 !
Irapezen. Wir erhalten wieder n — 2 Trapeze der Gesamtfliche In2 +1n3 + ... +In(n —1).

it an den beiden Enden so, daB wir eine Gesamtfigur

"

Dieses Tangentenpolygon ergianzen w

erhalten, deren Fliche sicher groBer als { Inxdx ist. Links fiigen wir das von der Tangente
1

3 . : : = S el R P e P A o

in (1|0) gebildete Dreieck mit der Grundlinie § an, das den Flicheninhalt § hat. Rechts schlie
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Ben wir an die Trapeze das Rechteck des Inhalts 3 Inn an.* Damit haben wir die groBere Fliche
des Inhalts

e

Lin2+mm3+...+In(r—1+3nn=4%+Inn! —Llnn.
] 8 2

Fiir 1" Inxdx erhilt man durch partielle Integration den Wert n-Inn—n+1. Es gilt also
1

folgende Ungleichungskette:

Inn! —3Inn<n'lnn—n+1<4+Inn!—3lnn;

o —miHmn+n—t<—Inn!l<—(n+3)Inn+n -

< m+PHmn—n+g<lnn! <(n + 4 Inn—n+1;

" n

1 1 o |
ot g ek nl <t T T 0l

Zur niheren Untersuchung dieser Annéiherung von n! betrachten wir die Folge aus den Termen

a, = i (2)

Wegen e8<a, <e ist die Folge der a, beschrinkt, und falls sie konvergiert, ist ihr Grenz-
wert + 0. Die Folge ist konvergent, wenn sie monoton ist. Zum Nachweis dieser Monotonie

. ’ a 4} f
untersuchen wir den Quotienten —"—. Es gilt:

f"n 1
e
a, _nln+1y* (i o S
I e (n 4-1)! ¢
und damit
o
a 1
In—— = (n4 E}En(l+--)—t.
y 41 \, ”;

Um den Ausdruck auf der rechten Seite
abzuschitzen, betrachten wir Figur 3. Da

s s :
der Graph von y = = fiir x > 0 links-ge-

kriitmmt ist, ist das gezeichnete Tangen-
tentrapez dem Inhalt nach sicher kleiner
ais_ das Sckumen-tmpcz. Zwischen diesen n n+-L n+1 X
beiden Werten liegt der Inhalt des von 2

der Kurve begrenzten Flachenstiicks

. : 1
Fig. 3 Die Hyperbel y = =
n+l -
e, PR ! j also
X n

e 1+i)fi(l_} 1 )
n+3 . n .-E\H n+1)

Fi

il i i (1 i .
= O<ln|{ 1+ ) - =< — + —— )— = 3
] ey 2k nly n+z

J
/

* Diese Rechtecksfiiche ist iibrigens genau die Halfte der Trapezfliche zur Mittenlinie In nl.




<> U«i(!?-l—%}ln(l l) — :;{Hé)(—l + —I—) =

iy n n+
a i (2n+1 2n + 1 i
s D ln—t- & ( il —4);
@sa 4\ nm n+ 1
a: { /1 N
<0< < (o )
(B 4\n n+1
10 1 A
a, 4 l. n ntl :I
e | = e i
Ay i1

Damit 1st bewiesen, daB die Folge der @, monoton fallt. Es existiert also ein positiver Grenzwert
A= lim a,. Zur Berechnung von A greifen wir auf die Formel von Wallis zuriick. Wir er-

nf 4o

setzen darin k! mit Hilfe von (2) durch &**!e *ag, und (2k)! durch (2k)***!e

: : ) 22.&: ;L.k-r_'.e *(J. 2 | al
Damit erhalten wir [/n = lim (R = lim —=*

kt+ o !.J;.fr‘ {2’.‘)25 ,_Le. lkdgk Bt 0o lj HER i
] - : s A? A
Wegen lim g, = lim a,, = A +0 ergibtsich |/n = =
kT + o0 kT +o A Lz Ij

Damit haben wir die Formel von Stirling (1692—1770) hergeleitet:

3 n!
lim — - — =

v =l Iann’e

Il
5
4

Eine genauere Auskunft iiber die Giite dieser Konvergenz liefert folgende Uberlegung. Wir

schreiben (3) fiir die Gliedera,, a, ,1,..., 8, pn—y &0;
= |
0 <lng, —Ina, ., < - :
dn 4n+1)
1 i

0<lnag,, —Ina,, ;<

“dn+1) d(n+2)’

y | i
y —Ina < — — —

0<lIna A - =t
i din+m—1) 4(n +m)

n-Fm
Summieren wir diese Ungleichungen, so erhalten wir

i 1 a
0 <lng,—Ina, .. < — = l<—"—<e¢
4n d(n 4+ m) Qnim

Halten wir n fest und bilden den Grenzwert fiir mT + oo, so erhalten wir

a n! e
= l‘_l I/

P n é l_1-l|: S | é - <
l/2n [ 2ann"e "

= |/ 2nnn"e " <n! <)/ 2nnn"e "edn j
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Danmit ist es uns gelungen, n! zwischen 2 Grenzen einzuschlieBen. Wir konnen diese Tatsache
durch folgende Formel* ausdriicken:

T o
L nl=|/2rnn"e "edn mit 0=9=1.

']

Diese Approximation von n! ist erstaunlich gut. Schon fiir n =9 liegt der Fehler unter 1%,

2. Der lokale Grenzwertsatz von de Moivre und Laplace

Eine ZufallsgroBe sei nach B(n; p) binomial verteilt. f, sei ihre Dichtefunktion. Mit ¢, be-
zeichnen wir die Dichtefunktion der zugehorigen standardisierten Zufallsgrofe. Die Be-
hauptung des lokalen Grenzwertsatzes lautet: Es gibt eine Grenzfunktion ¢, so daB fiir alle
uelk gilt lim ¢, = @u).

n—*+to
Zur Berechnung der Grenzfunktion ¢ halten wir eine beliebige Stelle u fest und lassen » tiber
alle Grenzen wachsen.
Die Dichtefunktion f, wird beschrieben durch
_ B(n; p; k) fir xelk —5;k+3] ak=0,1,...,n
L) =14 .
0 sonst.

Daraus erhiilt man fiir ¢, mit ¢ =np und ¢ = |/ npg den Term

| g

Nle=0 1. om
a o

k—pu—% k—p+t
{UB{N;;};I{) f'i'lrur::l AR A =
Py (1) =

0  sonst.

Zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen f, und ¢, betrachte man Figur 285.1
des Lehrbuchs.

Die Schwierigkeit beim GrenzprozeB besteht darin, daB je nach dem Wert von n andere
k-Werte zum festgehaltenen « gehoren. Nach dem Obigen gilt nimlich

s k—p—t<ousk—p+i;

< —gqu—pu—53<—k= —ou—p+73;
< outpu—itsk<outpu+i

k muB bei festem u in Abhéingigkeit von n so gewihlt werden, daB die letzte Doppelungleichung
erfiillt wird. Durch sie ist ein halboffenes Intervall der Linge 1 bestimmt. Es gibt also immer
genau ein k, das dieser Bedingung geniigt. Fur dieses & gilt

k=ou+pu+h mit —3<h<3 und kelN, (4)

[n Tabelle 1 ist dieser Zusammenhang zwischen n und k am Beispiel B(n; 1) dargestellt.

Schreiben wir (4) in der Form k = u |/npg + np + h, so sehen wir, daB} k mit » nach Unendlich
™

at +oft nt +a n nt 4+

ot s : : : : —k L0 T k
geht und daB gilt lim — = p. Hieraus folgt sofort lim ik —;\ = lim ( 7= ”) l—p=gq.

* De Moivre (1667-1754) bewies im Jahre 1730, daBmit 0 = ¢, = 1 giltn! = C-n""" ¢ ™ e Imselben Jahre konnte
Stirling zeigen, daB C = +2m ist.




u=1 fi=2 =" u= 100

H [
' k ke k ke

| I I 2 40
4 2 2 5 81
9 3 4 8 122
16 5 6 [1 163
25 7 o 15 205
64 ' 16 19 29 333
100 24 28 40 420
10* . 2040 2080 2200 6000
10° ; 200400 200800 202000 240000

Tab. 1 Zusammenhang zwischen n und k bei festem u fiir die Binomialverteilungen B(n; %)
dabei gilt k =04 u]/n+0.2n + h. Grau unterlegt sind diejenigen k-Werte, die groBer ‘tls n
sind. fiir die also ¢, den Wert 0 annimmt.

Das bedeutet, daB mit n auch n — knach U nendlich geht.

Nun wollen wir uns der eigentlichen Untersuchung zuwenden, niamlich der Berechnung von
]
k .n—k

lim o B(n; p; k) fiir festes . Es gilt o B(»; p; k)=|/npq i Py

n!
Ry l(n —k)!
Driickt man die drei I-'ukulliiwn n!l. k! und (n — k)! mit Hilfe der Stirling-For mel (siche 1.3.)
aus. so erhiilt man fiir 0 <k <

— .y Moo= adn gy
o B(n; p; k) =|/npq olp [ 2annies e, i g =
[/ 2nk k*e *edn |/ 2n(n — k) (n — ky—te=""Yedn &
= n'llllll_ ”- E {fjr;r \.}k (‘ £ (!_ )J: k e L |' l.:.': lJI ] I-‘.l..f_ :
| 2nkn—k) \ k) \n—k

mit0< 9§, =1firi=1,23.

Der Limes eines Produkts ist bekanntlich gleich dem Produkt der Limiten der Faktoren,
wenn diese existieren. Wir spalten daher den obigen Term in 3 Faktoren auf, deren Grenz-
werte wir berechnen konnen.

| ; b

" a EY |I _: .'. |
a) Berechnung von ]:m T S o

nt X
Wie oben gez 3_1 wachsen k und n — k mit n iiber alle Grenzen, Im Exponenten steht also
eine Nullfolge. Wegen der Stetigkeit der E xpnmnlmlhml-.tmn ergibt sich als Grenzwerte” = 1.

[
|- HDd 9%

b) Berechnung von lim |/ /
i [ 2wk (n — k)

At +a0

Wegen der Stetigkeit der Wurzelfunktion berechnen wir den Grenzwerl des Radikanden:

n’pq lim o gk
2ak(n—k) A k. n—k 2npq 27

Lo
n M

lim

ni +

Der zu berechnende Grenzwert ist also -
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¢) Berechnung von lim

nf +oo

Es empfiehlt sich hier, statt des Produkts zuerst den Logarithmus des Produkts zy untersuchen.
k

A

r.'

(’fw ) ( nq_ ) =
n—k
p)

i Nk Nm=k
A =hlnTe i —kin—"
EI“R;) (n—k) 1 A g R
= —k in(] - k _Hﬂj (n —f()ln(l — E---}-Ui).
np ng

k — np ist die Entfernung der Stelle £ vom Erwartungswert np. Wir kiirzen diese Entfernung

—kln A— (n—Kk)In b
7 ng

"

N

— p. Damiterhdlt man k = nk +npundn —k =n —nk —np = ng — nkK,

mit nicab, d. h. k==
H
Fiihrt man diese Werte in 4, ein, so gewinnt 4, folgende Gestalt:

b

A, = —nlic+tp) 111( = E) nig—x)In (1 - ]
\ P \ q)

Nun bentitzen wir die Entwicklung des Logarithmus aus 1. 1. die wir etwas umgestalten wollen:
7

X
=:x — — r(x).
: +n_1-,) T

x> "] . 20%x
2 |

l,‘.?. “.’_“_.\
In(l +x)=x— - =
2 1 4+ 6x

x—+10

Offensichtlich gilt lim r(x)=1.
Entwickeln wir die beiden in 4, vorkommenden Logarithmen auf diese Art, so erhalten wir

An:—n{_r\'—i-p}(}—\ ;K—a'r f))—n(q—m(—h K—(r(t =
2 2p p/ gy 2 q
£ (x AR nj
-+ —— _ Ce—— j —_ =
(Zq 2(,'2) (q}.

s & K K
nc|-—==1-+ (——-,— -—) r —) 41—
L P 2p* 2p P) q :
il ettt N T deniliia ik K\
=haK" | ——=—— =+ -—(I—{- _),-(_ + e - ) :
ot P B 2PIN e PN o2 9/ \4
aber wegen lim == dafl lim x=0. Ferner ist

Nun gilt
nt +o X
i T ) G 2 .- h \?
nKc= n( —p) = —(k—np)* - : (u)/npg +h)* = (u|/pg + - i G
n n n G //n,
Also lim nx? =u’pg.
Damit erhalten wir schlieBlich lm A, = u‘pg( e + = oder
N e T 2

Rl + o

. (np\*{ ngq )”"“' b2
lim ) — =gy
e LL (n o i

nt 4+

Damit ist die Berechnung der drei Teillimiten abgeschlossen und das Problem gelost. Es gilt

also fiir jedes ueR

2 | L2 § e . 7

lim ¢ B(n; p; k) = — i Damit ist der lokale Grenzwertsatz bewiesen.
e I/ 2n

nt
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Nachtrige

275/96. Absolute Héufigkeit der Sechs nach jeweils 60 Versuchen:

1289 9 12 k58 R
104wlbwcidnd 13 19,8 438 10

Zugehorige Konfidenzintervalle, nach der sicheren Seite gerundet:

60 * hgo ' heo | 75%,-Niveau . 90%,-Niveau
5 008333 | Jo.03553: 0.18322] ' ]o,02262; 0.26309
T 0,11667 0,05686: 0.22439[ Jo.03830; 0.30455/
8 0,13333 ' Jo,06823; 0.24427[ ]0,04696: 0.32447[
9 0,15 ]0,07996: 0.26379| lo,05607: 0.34393[
10 0,16667 ]o0,09202; 0,28298 ]0.06559; 0,36298[
11 0,18333 Jo,10438; 0,30187] Jo.07548; 0,38166(
12 0,2 Jo,11700; 0,32050[ Jo,08571: 0.40000[
13 0,21667 ]o,12987; 0,33888[ | 0,09625; 0,41803[
15 0,25 Jo,15625: 0,37500[ ‘ Jo,11819; 0.45323]
16 0,26667 | Jo.16973: 0,39277[ ]o.12956; 0,47044[
o4t? i-.’.-’_ﬁ",,- \]\_LLLLJ_'
01
Nummer der
0 5 10 15 70 Versuchsserie
0547 [ 90%-Niveau |
P [+]
ey A q
o [+] (]
o | : e :
Wiles S J :
Nummer der

S 5 10 15 70 Versuchsserie
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275/97. Absolute Hiufigkeit von Adler nach jeweils 50 Versuchen: 3

268

22 2 23 300 2128 32 "26° 20 23 28 27 30 20 19 27

Zugehorige Konfidenzintervalle, nach der sicheren Seite gerundet:

50 - Hsg: 1| [/ 75%,-Niveau 90Y%,-Niveau
19" 0,38 ]0.25648; 0,52130[ | Jo.20083; 0,59917[
20 0.4 ]0,27386; 0.54095] [ Jo,21597; 0,61736
21 5 0,42 ]o.29146; 0,56039[ i |o.23139; 0,63527]
22 : 0.44 ]0,30927: 0.57962] | |o,24710; 0,65290|
23 0.46 ]0,32728; 0,59865] | |0,26308; 0,67025
24 0,48 10.34549; 0,61747] | ]0.27934; 0,68733(
26 0,52 ]0,38253; 0,65451] lo,31267; 0,72066
27 0.54 Jo.40135; 0,67272( ]0,32975: 0,73692(
28 0.56 ]o.42038; 0.69073[ lo.34710; 0,75290]
30 0,6 10.45905; 0,72614[ 0,38264; 0,78403]
32 , 0,64 10.49857: 0,76069[ | Jo.41932; 0,81402]
P

07

05 l ] i

| ?;'_’_,:‘\_ii\,-'c;m_
0:1 | P el e S H i |
Nummer der
0 5 10 15 Versuchsserie
08!’ | .
(o} " [+] q
f =]
05 ’
b s}
1 4
RE |
o A A
[=]
01 |[ 90%-Niveau i
Nummer der

0 5 10 15 Versuchsserie




316/41. Ab 2. Auflage:

Substitution:

1 rx—uyt 2

= | X— U

g . e tTiidn = £ -
o

VarX = &((X — p)?) =

= i l\ = ’ujlq}“a{-rjll =
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Fortsetzung von Aufgabe 122/81.b

an—11 an=1] {n

@-K . @ l-k & __a:.-k k )

— Gyl e

s | | = ﬁnj
(2" —k)! (2" —=k)! - k! k
2) Ist k> 2" !, dann plaziert man nach dem obigen Verfahren die 2" — k nicht-

deutschen Vereine. In der obigen Formel muB3 man dann k durch 2" — k ersetzen.
Man erhilt somit fir die gesuchte Wahrscheinlichkeit den Ausdruck

{ an—1 j ( an—1 N
L Aan I )
an—k.. (2 . ;‘ ST A k /
2:1 \) = 2” .
()II . .I'r\'; ;\




Notizen

271




Notizen




	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32
	Seite 33
	Seite 34
	Seite 35
	Seite 36
	Seite 37
	Seite 38
	Seite 39
	Seite 40
	Seite 41
	Seite 42
	Seite 43
	Seite 44
	Seite 45
	Seite 46
	Seite 47
	Seite 48
	Seite 49
	Seite 50
	Seite 51
	Seite 52
	Seite 53
	Seite 54
	Seite 55
	Seite 56
	Seite 57
	Seite 58
	Seite 59
	Seite 60
	Seite 61
	Seite 62
	Seite 63
	Seite 64
	Seite 65
	Seite 66
	Seite 67
	Seite 68
	Seite 69
	Seite 70
	Seite 71
	Seite 72
	Seite 73
	Seite 74
	Seite 75
	Seite 76
	Seite 77
	Seite 78
	Seite 79
	Seite 80
	Seite 81
	Seite 82
	Seite 83
	Seite 84
	Seite 85
	Seite 86
	Seite 87
	Seite 88
	Seite 89
	Seite 90
	Seite 91
	Seite 92
	Seite 93
	Seite 94
	Seite 95
	Seite 96
	Seite 97
	Seite 98
	Seite 99
	Seite 100
	Seite 101
	Seite 102
	Seite 103
	Seite 104
	Seite 105
	Seite 106
	Seite 107
	Seite 108
	Seite 109
	Seite 110
	Seite 111
	Seite 112
	Seite 113
	Seite 114
	Seite 115
	Seite 116
	Seite 117
	Seite 118
	Seite 119
	Seite 120
	Seite 121
	Seite 122
	Seite 123
	Seite 124
	Seite 125
	Seite 126
	Seite 127
	Seite 128
	Seite 129
	Seite 130
	Seite 131
	Seite 132
	Seite 133
	Seite 134
	Seite 135
	Seite 136
	Seite 137
	Seite 138
	Seite 139
	Seite 140
	Seite 141
	Seite 142
	Seite 143
	Seite 144
	Seite 145
	Seite 146
	Seite 147
	Seite 148
	Seite 149
	Seite 150
	Seite 151
	Seite 152
	Seite 153
	Seite 154
	Seite 155
	Seite 156
	Seite 157
	Seite 158
	Seite 159
	Seite 160
	Seite 161
	Seite 162
	Seite 163
	Seite 164
	Seite 165
	Seite 166
	Seite 167
	Seite 168
	Seite 169
	Seite 170
	Seite 171
	Seite 172
	Seite 173
	Seite 174
	Seite 175
	Seite 176
	Seite 177
	Seite 178
	Seite 179
	Seite 180
	Seite 181
	Seite 182
	Seite 183
	Seite 184
	Seite 185
	Seite 186
	Seite 187
	Seite 188
	Seite 189
	Seite 190
	Seite 191
	Seite 192
	Seite 193
	Seite 194
	Seite 195
	Seite 196
	Seite 197
	Seite 198
	Seite 199
	Seite 200
	Seite 201
	Seite 202
	Seite 203
	Seite 204
	Seite 205
	Seite 206
	Seite 207
	Seite 208
	Seite 209
	Seite 210
	Seite 211
	Seite 212
	Seite 213
	Seite 214
	Seite 215
	Seite 216
	Seite 217
	Seite 218
	Seite 219
	Seite 220
	Seite 221
	Seite 222
	Seite 223
	Seite 224
	Seite 225
	Seite 226
	Seite 227
	Seite 228
	Seite 229
	Seite 230
	Seite 231
	Seite 232
	Seite 233
	Seite 234
	Seite 235
	Seite 236
	Seite 237
	Seite 238
	Seite 239
	Seite 240
	Seite 241
	Seite 242
	Seite 243
	Seite 244
	Seite 245
	Seite 246
	Seite 247
	Seite 248
	Seite 249
	Seite 250
	Seite 251
	Seite 252
	Seite 253
	Seite 254
	Seite 255
	Seite 256
	Seite 257
	Seite 258
	Seite 259
	Seite 260
	Seite 261
	Seite 262
	Seite 263
	Seite 264
	Seite 265
	Seite 266
	Seite 267
	Seite 268
	Seite 269
	Seite 270
	Seite 271
	Seite 272

