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7. Die Entwicklung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs
7.1. Der Begriff der statistischen Wahrscheinlichkeit

Wie wir in 4. 1. gesehen haben, scheint sich die relative Haufigkeit bestimmter Er-
eignisse bei einer grofen Anzahl von Versuchen um einen festen Wert zu stabili-
sieren. Es liegt also nahe, diesen Wert als Wahrscheinlichkeit eines solchen Er-
eignisses zu nehmen. Damit kann Wahrscheinlichkeit nur fiir Ereignisse aus Zu-
fallsexperimenten definiert werden, die beliebig oft unter gleichen Bedingungen
wiederholt werden konnen. Subjektive Wahrscheinlichkeiten wie z.B. diein 5.1. er-
wiithnte konnén damit jedoch nicht erfafit werden. Die Wahrscheinlichkeit eines Er-
eignisses erscheint bei diesem Vorgehen als eine physikalische Mafzahl, die tiber
die relative Hiufigkeit gemessen werden kann. Uberlegungen dieser Art liegen der
Definition der Wahrscheinlichkeit durch Richard von Mises (1883—1953)* zu-
grunde.

In Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung definierte von Mises 1919 fiir die
Wahrscheinlichkeit P(A4) des Ereignisses A :

P(A):= hm h,(A),
n—++ oo

wobei h,(A4) die relative Hiufigkeit des Eintretens von 4 nach n Versuchen ist.
Die so festgelegte Zahl heil3t auch statistische Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Die Definition der Wahrscheinlichkeit a posteriori (nimlich nach dem Ausfiih-
ren einer langen Reihe von Versuchen) als Grenzwert stiell auf theoretische
Schwierigkeiten, da der Limesbegriff sich nicht auf eine vom Zufall beherrschte
Folge anwenden lieB. Es ist zum Beispiel nicht méglich, zu einem vorgegebenen ¢
ein n, € IN anzugeben, so daB |h (4) — P(A4)| < ¢ fiir alle n > n, ist. Es ist ndmlich
nicht auszuschliefen, daB auch fiir sehr groBes » die relative Hiufigkeit h, (A)
sich immer wieder einmal um mehr als ¢ von dem »Grenzwert« P(A4) unterscheidet.
Wiihlt man z. B. fiir den 800fachen Miinzenwurf nach Tabelle 11.1 fiir ¢ = 1%, dann
kénnte man nach etwang, = 500 Wiirfen zu der Meinung kommen. daf3 die relativen
Hiéufigkeiten den e-Streifen um den »Grenzwert« 50% nicht mehr verlassen wer-
den. Fiir n =650 erhilt man jedoch A, (»Adler«) = 51,4%, weil zwischen 525
und 650 Wiirfen »Adler« sehr viel hiufiger eintrat als »Zahl«. (Vergleiche dazu
Figur 71.1.) Es gilt ja auch fiir jedes noch so groBe n, daB die relative Hiiufigkeit
h,(A) eines Ereignisses A jeden der n + 1 Werte 0, L, 2 ..., 1 annehmen kann,
wenn auch Figur 34.1 zeigt, daB eine gewisse »Konzentration« der relativen
Héufigkeiten mit wachsendem n zu beobachten ist.

Ein ganz anderer Weg zur Definition der Wahrscheinlichkeit P(A4) eines Ereig-
nisses 4 entsprang aus Uberlegungen zu Gliicksspielen.

L . hicche Finea g f g ther Aia A 1 i o " .y . ro -
Biographische Einzelheiten fiber die in diesem Abschnitt erwihnten Mathematiker findet man auf Seite 3041
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} e \ Fig. 71.1 Relative Haufigkeit h, (»Adler«)
: bei den 800 Miinzenwiirfen aus Tabelle 11.1

7.2. Entwicklung des klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriffs

Der beriihmte Arzt Geronimo Cardano (1501-1576) notierte als leidenschaftlicher Spicler seine
Erfahrungen und faBte sie wohl um 1563 in seinem Liber de ludo aleae™ »Uber das Gliicks-
spiel« — zusammen, dem iltesten Buch, das der Wahrscheinlichkeitsrechnung gewidmet ist.
Gedruckt wurde es aber erst 1663, als es lingst {iberholt war. In Kapitel IX behauptet er, dal
man darauf setzen kénne, daB nach spitestens 3 Wiirfen mit einem Wiirfel die Sechs er-
scheine. Seine Argumentation lautet, in unsere Termini iibersetzt: Die Wahrscheinlichkeit fiir
eine Sechs ist 1, also kénne man nach 3 Wiirfen mit Wahrscheinlichkeit I erwarten, daf die
Sechs auftrete. Ebenso schlieBt er in Kapitel XI, daB mit Wahrscheinlichkeit 3 beim Werfen
zweier Wiirfel die Doppelsechs nach 18 Wiirfen mindestens einmal auftrete. Da sich nun 3 zu
18 wie 6 zu 36 verhilt, schloB man wohl spiter daraus auf einen allgemeinen Lehrsatz, daB
sich die kritischen Wurfzahlen, ab denen es giinstig ist, darauf zu wetten, dal ein Elementar-
ereignis eintritt, sich wie die Michtigkeiten der zugehorigen Ergebnisriiume verhalten.

Den Ergebnisraum fiir 3 Wiirfel zu finden, war schon frith gelungen. Richard de Fournival
(1201-1260). dem Kanzler der Kathedrale von Amiens, wird das Gedicht De Vetula zuge-
schrieben, in dem die 216 méglichen Ergebnisse richtig hergeleitet werden. (Vgl. Bild 72.1 mil
seiner schénen, aber fehlerhaften Darstellung der 36 Augenzahlkombinationen.)

Cardano bemerkt in Kapitel XIV seinen Fehler: Da 125 der mdglichen 216 Ergebnisse keine
Sechs und nur die restlichen 91 mindestens eine Sechs enthalten, ist es noch nicht giinstig, bei
3 Wiirfen auf das Erscheinen einer Sechs zu sefzen.

1559 behandelt der Monch Jean Buteo (1492-1572) in seiner Logistica (ed. 1560) K ombina-

lionsschlbsser und zeigt,

»was bisher noch niemand angepackt hat«,

daB sich die Zahlen von 1 bis 6 auf genau 6-6-6-6 = 1296 Arten kombinieren lassen, die
* alea bezeichnet zundchst den Wiirfel als Spielgeriit, unabha ] , 151 also j_.:':'.\1.1'4L':."|1'||i»,-|'|
Oberbegrill zu astragalus und ressera (siche Seite 46). Es b 1 iuch das Gliicksspiel und schlieBlich all-

gemein den blinden Zufall
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er auch alle in einer Tabelle angibt!

625 davon enthalten keine Sechs, also o e ouofilés rugmen oot vanan
671 mindestens eine Sechs. Daraus er E:m‘,m;mom;z:mﬁu:wrm
kannten Spieler, daB es erst bei 4 Wiirfen :gﬂ;ﬁgﬂ;ﬁ;‘rﬁ‘fm‘:ﬂ;ﬂ”'
giinstig ist, auf das Erscheinen einer Sechs ?.;‘g’ﬂ:ﬂ}?ﬂﬁﬁﬁ%:rr?g;l_‘w'
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Die kritische Zahl fiir das Erscheinen
einer Doppelsechs beim Wurf mit 2 Wiir-
feln konnten um 1650 mehrere mathema- i
. - » ﬂ_’u
tisch Interessierte ermitteln. Darunter war I~
auch Antoine Gombaud Chevalier de Mére,

= kT R A U et i {1t omis T

Sieur des Baussay (1607-1684), wie der be- i mlen]| ;ﬂ‘;}m:&::‘f:{:ﬂ:ﬁgm“

& Mathematiker Riagive Paceal (1671 g e e sl 1l peoenis vebiqm owe puncidl lom flaee
:L.i]'l‘-'l'llL..\L.lI‘.Ll'l'.l‘l.I}\LI Blaise Pascal | 1623 e e

bis 1662) am Mittwoch, dem 29.Juli 1654

o tndfrmed mdte e fov oo
nach Toulouse an den Juristen Pierre de

qll 7 MpriTARITLS- PEETIIT O (oo
J=5 et cnurerm fhovmandy puabsneeer

Fermat (1601-1665) schrieb, der zu den
fithrenden mathematischen Képfen des
damaligen Frankreich gehort. Gerade
wegen seiner Erkenntnis war de Méré
aber mehr als unzufrieden mit der Mathe-

matik! Lesen wir Pascals Brief:

»Er sagte mir namlich, daB er aus fol- Bild 72.1 Ergebnisraum und Kombinationen
gendem Grund einen Fehler in den beim Wurf dreier Wiirfel aus dem Gedicht De
Zahlen eefunden habe: Vetula des Richard de Fournival (7) (1201 bis
Will man eine Sechs mit einem W 1260). In den beiden letzten Zeilen steht
erzielen, so ist es vorteilhaft, 4 Wiirfe zu cucentis atque bis octo. — Handschrift des
tun, und zwar 671 zu 625. 14. Jh.s.(Harleian Ms.5263 — British Museum)

Will man eine Doppelsechs mit 2 Wiir-

feln erzielen, so ist es nachteilig, 24 Wiirfe zu tun

Und nichtsdestotrotz verhilt sich 24 zu 36 (was die Anzahl der Ereebnisse bei 2 Wiirfeln
1st) wie 4 zu 6 (was die Anzahl der E :

ebnisse eines Wiirfels ist).
Hier haben Sie sein groBes Argernis, das ihn ausrufen lieB, daB die Lehrsitze nicht sicher
seien, und

que " Arithmetique se dementoil

dal die Arithmetik sich widerspreche. Aber Sie werden mit Leichtigkeit mittels Threr

Verfahren die Ursache dieses ‘\.\'idcr:‘;]}ru(_"nu. erkennen. «

Im selben Briel beschiftigt sich aber Pascal noch mit einer weiteren, weitaus bedeutenderen
Aufgabe, die ihm de Méré bereits [rither vorgelegt hatte und die dieser nicht lésen konnte.
Es handelt sich um die gerechte Verteilung des Einsatzes bei vorzeitig abgebrochenem Spiel,
dem probleme des partis, also um die alte Aufgabe von Luca Pacioli (siehe Aufeabe iﬁli[]]_
Hiertiber entwickelte sich ein reger Briefwechsel zwischen Pascal und Fermar. in dem beide
das IE'UE'(‘]'JI';.'m.l_‘ des EWQIE'lf.‘l losen. Fermats i.i'\kl;ll&‘_h'ﬁ'{?_ basierend auf kombinatorischen l“'h,__';'—
legungen — dhnlich unseren Baumdiagrammen —. kann auf der

inert werden, Bereits im Fribjahr 1654 hatt

Fall mehrerer Spieler verall-

iebenen

geme

. D Il - M -l T 1 .
e Paseal in einer lateinisch geschi

Adresse der »Er

chten Pariser Akademie der Mathematik« seine Pline

angekund

darunter
»eine vollig neue Abhandlung tiber ein bis heute absolut unerforschtes Gebiet. namlich die

1 o1 1 1o (T hane : s - i - . .
Aulteilung der Chancen in Spielen, die dem Zufall unterworfen sind. [...] Und gerade hier

muli man um so mehr durch Rechnung untersuchen, je w eniger man Aufschlufd durch Ex-
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perimente erhilt. Billigerweise sind niimlich die Ergebnisse eines ungewissen Geschehens
mehr dem Eintreten durch Zufall als einer naturgegebenen Notwendigkeit zuzuschreiben.
- bis heute dieses Gebiet unentschieden umher; jetzt aber konnte es, das der

war. dem Reich des klaren Denkens und Rechnens

Deswegen 1rr

Erfahrung gegentiber so widerspensti
nicht mehr entflichen. Wir haben es mit solcher Sicherheit mittels der Mathematik zu einer
exakten Wissenschaft gemacht, daB diese, teilhabend an der Genauigkeit jener, schon kiihne
¢ der mathematischen Beweisfithrung mit der

Fortschritte macht; sie verbindet die Streng
UngewiBheit des Zufalls, wodurch sie scheinbar Gegensitzliches vereinigt. und wird so
sich. nach beiden nennend. mit Recht einen verbliiffenden Namen verschaffen:
aleae Geometria — Mathematik des Zufalls.«

ssung dieser Adresse ahnte Pascal noch nicht, d

Beil der Al
‘aite du tricngle arithmetigu

20.8.1654 bedankt. Aber in der Nacht vom 23. auf den 24.11.1654 erlebte Paseal emne

[} er bald seinen berithmten

assen wiirde, fiir dessen Ubersendung sich Fermat am

mystische Erweckung; er 1Bt den bereits gedruckien 7Trairé nmicht mehr ausliefern und
zieht sich von der Mathematik und auch zeitweise von der Welt zurtick.®

Chris
Tuli bis Ende November 1655) nur vom Briefwechsel zwischen Pascal und Fermat.

iaan Huygens (1629-1695) hort daher withrend seines Pariser Studienaufenthalts (Mitte

»Diese hielten jede ihrer Methoden so sehr geheim, daf ich die gesamte Materie von den

Anlang

{inden an selbst entwickeln mufite.«

So steht es im Brief vom 27.4. 1657 an seinen Lehrer Frans van Schooten (um 1615-1660), der
als Einleitung zu seinem Tractaet handelende van Reeckening in Speelen van Geluck dient.
Hi
griff der »mathematischen Erwartung« legt er den Grundstein fir eine allgemeine Behandlung
Er beweist einige einfache Sitze tiber die

rens geht dabei iiber Pascal und Fermat hinaus; denn mit dem von ihm geschaffenen Be-

wahrscheinlichkeitstheoretischer Aufgaben™*
Erwartung und 16st mit ihrer Hilfe das probléme des partis

e ZUrucK

bleibt also hinter Pascals allgemeiner Losung aus dem Traité du
und andere Aufgaben iiber teilweise recht komplizierte Spiele.

Van Schooten iibersetzte diesen Traktat ins Lateinische und fiigte ihn 1657 unter dem Titel
nen Werk Exercitationum Mathemarticarum
mgue an, das 1660 auch auf hollindisch erschien Welche Bedeutung Hiuygens diesem
, geht aus seinem Einleitungsbriefl hervor:

T . e - H Y [ i i ') %y T .--.
Tractatus de Ratiociniis in Alect Litdo seinem ¢
||l .':'llJl""l r [£)

neuen mathematischen Gebiet zumil:

»Ich zweifle auf keinen Fall, daff derjenige, der tiefer das von uns Dargebetene zu unter-
suchen beginnt, sofort entdecken wird, daf es hier nicht, wie es scheint, um Spiel und Kurz-

r eine schéne und iiberaus tiefe Theorie entwickelt

weil geht, sondern daB} die Grundlagen |

*

werden«. ™
Fiir ein halbes Jahrhundert blieb Huygens’ Abhandlung das Lehrbuch der Wahrscheinlich-
keitsrechnune. Huveens beschlof3 seine Arbeit mit 5 Problemen zwel davon stammten von
Fermat. eines von Pascal —, ohne die Lésungen mitzuteilen,
wweil diese viel zuviel Arbeit erfordert hiitten, wenn ich sie griindlich ausgefiihrt hatte,
aber auch. damit diese unseren Lesern, so es welche geben wird, als Ubung und [ so filgt er
im Holl:indischen hinzu] als Zeitvertreib dienen mogen.«
Die einzige Teillosung. die 1687 verdffentlicht wurde, stammt héchstwahrscheinlich von dem

Philosophen Baruch Spinoza (1632-1677). Die Wahrscheinlichkeitsrechnung schien zu stag-
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Bild 74.1 Titelblatt der lateimischen bzw. der hollindischen Ausgabe der Mathematischen
Ubungen des Frans van Schooten, denen Huygens berithmter Traktat iiber Berechnungen bei
Gliicksspielen angefiigt wurde.

nieren. Auch Jakob Bernoulli (1655-1705), der sich ab 1684 mit Huygens® Arbeit beschiiftigte

erhielt auf seine im Journal des Scavans am 26. 8. 1685 gestellte Aufgabe keine Losung zuge-
sandt.® Bernowlli ibermimmit Huyveens .f\hh:ll‘adlung_: als 1. Teil seiner Ars conjectandi, versieht
sie mit Kommentaren, entwickelt neue Methoden und lost damit wa. die 5 Probleme. Aber
der Titel Ars conjectandi, zu deutsch Mutmafungskunst, zeigt den neuen Standpunkt. Es geht
nicht mehr nur um Spiele. Spiele kann man lassen, aber Mutmafen ist eine unentbehrliche
Titigkeit; denn alle Entscheidungen und alle Strategien griinden sich auf MutmaBungen.
Jakob Bernoulli hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung vom Odium befreit, nur eine Lehre von
den Chancen im Gliicksspiel zu sein. Ehe er jedoch den entscheidenden 4. Teil, die » Anwen-
dung

der Wahrscheinlichkeitslehre | auf biirgerliche, sittliche und wirtse ‘haftliche Verhdltnisse«
ausbauen konnte, ereilte ihn 1705 der Tod. Die erfolgreichen neuen Losungen Bernoullis
wurden in den Nachrufen gerithmt. Dies gab Pierre Rémond de Montmort (1678—1719) den
Mut, Probleme iiber Gliicksspiele anzugehen. 1708 veréffentlichte er anonym den Essa)
d’Analyse sur les Jeux de Hazard. Griindliche Literaturkenntnis und eigene Forschungen
stecken in diesem Werk. Gegeniiber Huygens, der simtliche seiner Aufgaben nur mit einer
Methode loste, stellt der Essay eine bedeutende Erweiterung des 16sbaren Aufgabenbereichs
dar. Die weitere Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung verlief dann fast wetthbewerbs-
artig zwischen Abraham de Moivre (1667-1754) mit seiner De Mensura Sortis, seu, De Proba-
bilitate Eventuum in Ludis a Casu Fortuito Pendentibus von 1711**, de Montmort mit der
wesenthch verbesserten 2 Auflage des Essay (1713) und Nikolaus I Bernowlli (1687—1 759),
der endlich 1713 die Ars Conjectandi seines Onkels her: wusgab. 1718 publizierte de Moivre dann
The Doctrine of Chances: Or, A Method of Calculating the Probability of Events ir Play, eine
erweiterte englische Fassung von De Mensura Sortis. .

Wir iiberspringen den Ausbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung im 18. Jahrhundert

+

| unter der |1Ll||'1<‘l]'1 § ¢ gewonnen habe, der als erster ein As wirft,
Zuerst wirft A, dann B; daraof wirlt A zw I, dann B zv ...] usw. Oder: A wirlt einmal, dann B zweimal
dann A drei dann B viermal, bis schlieBlich einer gewinnt, Ge agt wird nach dem V .__I\-,,-u is threr Chancen.«
Jr‘t'*'?-‘-'?h'_f-"i veroffentlicht 1690 eine Ldsung .LlI"LI wird Zum ersten Mal in der hrscheinlichkeit h-
nung emne unendliche Reihe beniitzt. ¥ C he Resultat, ebenso ohne Bewe

tischen Wurfzahl
1} In2, was zu 2] In 2 verg

#A und B spielen mit einem W

** De Moaivre bewies darin u.a., daB der ’-|1LI5|'I1'I|lIlI.'I.l!|,
Ist nimlich |£2| groB, so mit fiir die kritische Wurfzahl: 1 = (

n asymptotisch glt.
rert werden kann
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ESSAY O

I)A N A L Y S E (Rumb. 320.)
PHILOSOPHICAL

TRANSACTIONS

SUR

LES JEUX DE HAZARD.

For the Moaths of Tanuary, Februasy, sad March, z71r.

D E
MENSURA SORTIS,
SEU; DE

Probabilitate Eventuum in
Ludis a Cafu Fortuito

A PARIS, Pendentibus.
Chez Jacque Quirriv, Imprimeur-Juré-Libraire
de 'Univerfité, rue Galande, Autore '&bf ne Moil’rﬁ R. iy S

MDCCVIIL
AVEC APPROBATION ET PRIFILEGE DU ROT.

Bild 75.1 Titelblatt des 1708 anonym erschienen Essay des Pierre Rémond de Montmort
(1678—1719) und erste Seite der Philosophical Transactions fiir die Monate Januar, Februar
und Miirz des Jahres 1711 mit der De mensura sortis des Abraham de Moivre (1667-1754).

R.S.S. (= Regiae Societatis Sodali), die erst 1712 erschienen.

7.3. Die Definition der klassischen Wahrscheinlichkeit durch Laplace

Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827) brachte im Jahre 1812 mit seiner
Théorie Analytique des Probabilités die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einem
vorlaufigen Abschluf.

»La théorie des probabilités consiste & reduire tous les évenemens qui peuvent avoir lieu dans
une circonstance donnée, 4 un certain nombre de cas également possibles, c’est-a-dire tels
que nous soyons également indécis sur leur existence, et 4 déterminer parmi ces cas, le nombre
de ceux qui sont favorables A 'événement dont on cherche la probabilité. Le rapport de ce
nombre 4 celui de tous les cas possibles, est la mesure de cette probabilité qui n’est donc qu'une
fraction dont le numérateur est le nombre des cas favorables, et dont le dénominateur est

celui de tous les cas possibles.«

(bersetzen wir dies in unsere moderne Sprechweise, so besteht also die ganze
Theorie der Wahrscheinlichkeiten darin, einen Ergebnisraum Q zu bestimmen,
dessen Elemente alle gleich moglich sind. Giinstig fir ein Ereignis 4 heillen all
die Ergebnisse w, deren Auftreten 4 zur Folge hat, fiir die also we 4 gilt. Damit
definierte Laplace als Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A den Quotienten
Anzahl der fiir 4 giinstigen Ergebnisse

; Anzahl aller moglichen Ergebnisse, sofern sie gleich moglich sind
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Die so festgelegte Zahl heifit auch klassische Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.
Im Gegensatz zur statistischen Definition der Wahrscheinlichkeit nach v. Mises,
die a posteriori aus der Erfahrung gewonnen wird, ist die klassische Wahrschein-
lichkeit eine Wahrscheinlichkeit a priori. Sie wird nimlich unabhiingig von der
Erfahrung allein durch logische Schliisse (z. B. durch Symmetrieiiberlegungen) ge-
wonnen.

Bei der von Laplace gebotenen Definition der Wahrscheinlichkeit wird der Begriff

der Gleichmoglichkeit, die wir als Gleichwahrscheinlichkeit der Elementarereignisse
interpretieren, undefiniert vorausgesetzt. Um diese Definition anwenden zu kén-
nen, miilite man daher wissen, daf3 al
»gleich moglich« sind. Das ist fiir Laplace dann der Fall, wenn

¢ Ergebnisse des Experiments tatsidchlich

»wir gleich unentschieden iiber ihr Eintreten sind«.

Noch deutlicher driickt es Laplace dann 1814 in der 2. Auflage der Théorie Analyti-
que des Probabilités aus:

»sofern uns nichts veranlaBt zu glauben, dal einer der Fille leichter emntreten muld als die
anderen, was sie fiir uns gleich méglich macht.«

Laplace st sich aber bewuBt, dal} dies gerade der springende Punkt ist; denn er
fahrt fort:

»Die richtige Einschatzung dieser verschiedenen Fille ist einer der heikelsten Punkte in der

Analyse des Zufallsgeschehens. «*

Fiir Laplace war Wahrscheinlichkeit nur ein Notbehelf des Menschen in uniiber-
sichtlichen Situationen und nicht — wie heute allgemein angenommen — eine ob-
jektive Eigenschaft des Naturgeschehens.

Wie schwierig das Erkennen der Gleichwahrscheinlichkeit ist, zeigt folgendes
Problem. Gliicksspieler beobachteten, daB3 die Augensumme 10 beim gleichzeiti-
gen Wurf dreier Wiirfel haufiger auftrat als die Augensumme 9, obwohl ihrer
Ansicht nach diese Augensummen gleichwertig sein sollten, da es fiir 10 die
6 Zerlegungen 1|3]6, 1|4|5, 2|2(6, 2|3|5, 2|4|4 und 3|3|4 und fiir 9 eben-
falls 6 Zerlegungen, nimlich 1|2|6, 1|3|5, 1|4/4, 2|2|5, 2|3|4 und 3|3|3
gibt. Galileo Galilei (1564-1642) klirte in seiner Considerazione sopra il Ginoco
dei Dadi (erschienen 1718) den FehlschluB auf, indem er zeigte, daB Zerlegungen
nicht als gleich mogliche Ergebnisse genommen werden konnen, da z B. 2|34
sechsmal so hiufig wie 3|33 ist.

Aber nicht nur Gliicksspieler irrten sich. Schrieb doch selbst Gortfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) am 22.3.1714 an Louis Boureuet (1678—1742).

»ndal} es ebenso leicht sei, mit 2 Wiirfeln die Augensumme 12 wie die Augensumme 11 zu er-

reichen, weil beide nur auf eine Art zustande kimen, daB die 7 hingegen 3mal leichter zu er-

halten sei.«**

sont favoral ;au nombre de tous les

que les al
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1.4. Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegrifl vor Laplace
1. Der kla he Wahrscheinlichkeitsbegriff vor Lapl

Laplacens Einflul auf seine Mit-
und Nachwelt war so groB, dall ihm CONSIDERAZIONE
allgemein das Verdienst zugeschrie- Rl

ben wird, als erster Wahrscheinlich- GALILEO GALILEI
keit genau explizit definiert zu ha- SOPRA IL GIUOCO DE DADL.
ben. Dall dem nicht so ist, wollen ; i
wir fiir den geschichtlich Interessier-
ten im nédchsten Abschnitt darlegen.

Bild 77.1 Erste Seite der Considerazione
sopra il Giuoco dei Dadi des Galileo Galilei
(1564 bis 1642), erschienen in Florenz
1718.

Die Arbeit entstand zwischen 1613 und
1623. Galilei selbst gab ihr den Titel Sopra

le scoperte de i Dadi.

7.4. Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff vor Laplace

Unausgesprochen taucht der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff schon bei Geronimo
Cardano (1501-1576) in Cap. XIV seines Liber de ludo aleae (um 1563) auf, wenn er die Regel
aufstellt, daB die Einsiitze im Verhiltnis der Zahl der Fille, bei denen ein Ereignis eintreten
kann, zur Zahl der restlichen Fiille geleistet werden sollen, damit man unter gleicher Bedin-
gung kimpfen kénne. Die Gleichméglichkeit dieser Fille spricht er an, wenn er in Cap. IX

bereits sagt, daf eine solche Regel nur gelte,
wsi alea sit iustax — pwenn der Wiirfel in Ordnung ist«.

Die Gleichwahrscheinlichkeit der einzelnen Fille spricht Galilei bei der Losung des oben
zitierten Problems deutlich an: legt er doch seinen Uberlegungen zugrunde (siehe Bild 77.1,

Zeile 14 v.u.)

wun dado terminato da 6 faccie, sopra ciascuna delle quali gettato, egli puo indifferente-
mente fermarsi«
»einen 6seitigen Wiirfel, der, einmal geworfen, auf jeder seiner Fliichen unterschiedslos

Zu liegen kommen kann«.

Auch Pascal und Fermat arbeiten mit dem klassischen Wahrscheinlichkeitsbegriff, ohne ihn
explizite zu definieren. Pascal hiilt am 24.8. 1654 in einem Brief an Fermat fest, dall die Auf-
teilung des Einsatzes

keiten der Augensummen fiir 3 Wiirfel richtig in secinem Epos De
1 Lana in seinem zwischen 1324 und 1328 entstandenen und 1477 in

4,17 und 18 mit 3 Wiirfeln nur
it. Da

Richard de Fournival (%) (1201-1260) die Haufig
Fetila, Dagegen behauptet Jacopo di Giove .
Venedig gedruckten Kommentar zu Danres Divina Commedia, dal die Augensummer

schwierig ab 15

1 gzari, was vom arabischen asir

auf eine Art zu erzeugen seien. Solche Wiirfe hie :

oy < . 4.2 - ¥ S T o~ che 0 fur
konnte hasard, das franzdsische Wort fiir Gliicksspiel, abgeleitet sein, das andere von az-zakr, dem ar abischen Wort fii
Wiirfelspiel, herleiten.
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»suivant la multitude des assiettes favorables a chacun« — »gemil} der Anzahl der fiir jeden

glinstigen Lagen [der Wiirfel |«

zu erfolgen habe. Fermat antwortete am 25.9. 1654 und erklirt,

scette fiction d’étendre le jeu 4 un certain nombre de parties ne sert qu'a [...] rendre tous
les hasards égaux« — »ndie fiktive Ausdehnung des Spiels bis zu einer gewissen Anzahl von
Partien dient nur dazu, [...] alle Ausgiinge gleich zu machen«.
Christiaan Huygens formuliert gleich zu Beginn seines Traktats in Satz 3
»sumendo omnes casus aeque in proclivi esse« — »unter der Annahme, daf} alle Fille gleich
leicht eintreten.
Nicht unterschitzen sollte man den EinfluB, den Leibniz durch seine umfangreiche Korre-
spondenz auf seine Zeitgenossen ausiibte*® Leider wurde seine Abhandlung De incerii aesti-
matione — »Uber die Schitzung des Nicht-Sicheren« — von 1678 erst 1957 veroffentlicht. Sie
enthilt, sogar mit einer Formel, die Definition der klassischen Wahrscheinlichkeit:
»Si plures sunt eventus aeque faciles [...] spei aestimatio erit portio rei quae ita sit ad
rem totam, ut numerus eventuum qui favere possunt ad numerum omnium eventuum.

' 2 F
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Bild 78.1 Titelblatt der 1713 erschienen 2. Auflage des Essay des Pierre Rémond de Montmort
(1678-1719) und Titelblatt der 1. Auflage von 1718 von The Doctrine of Chances des Abraham
de Moivre (1667-1754)

sein »Probabilitas est gradus possibilitatis« liest man bei Jakob Bernoulli als » Probabilitas enim est pradus certi-
d I " g
tudiniss,
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Auch Abraham de Moivre setzt die Gleichleichtigkeit aller Fille ausdriicklich voraus, als er

1711 seine Abhandlung De Mensura Sortis, ganz im Stile seiner Zeit und aller seiner Vorgin-
mit der Definition des Verhiltnisses der Wahrscheinlichkeiten fiir Eintreten und Nicht-
Eintreten eines Ereignisses beginnt, da Spieler nur dieses Verhéltnis interessierte™®
»Si p sit numerus casuum quibus eventus aliquis contingere possit, et ¢ numerus casuum
quibus possit non-contingere; tam contingentia quam non-contingentia eventus suum
habent probabilitatis gradum: Quod si casus omnes quibus eventus contingere vel non-
contingere potest, sint aeque faciles; probabilitas contingentiae, erit ad probabilitatem
non-contingentiae ut p ad g.«

1718 formuliert aber de Moivre in The Doctrine of Chances bereits
»The Probability of an Event is greater, or less, according to the number of Chances by
which it may Happen, compar’d with the number of all the Chances, by which it may either
Happen or Fail.«

1738 fiigt er in der 2. Auflage eine explizite Definition der Wahrscheinlichkeit hinzu:
wWherefore. if we constitute a Fraction whereof the Numerator be the number of Chances
whereby an Event may happen, and the Denominator the number of all the Chances
whereby it may either happen or fail, that Fraction will be a proper designation of the Pro-
bability of happening.«

Und eine Seite weiter lautet es noch priziser

»[...] that it is the comparative magnitude of the number of Chances to happen, in respect
to the whole number of Chances either to happen or to fail, which is the true measure of
Probability.«

Also wortlich die von Laplace gegebene Definition! Zwar fehlt hier die Einschriinkung, dal

néelich sein miissen — damals stillschweigend meist vorausgesetzt — aber in

alle Fille gleich 1
einem anschlieBenden Beispiel weist de Moivre wieder ausdriicklich darauf hin

7.5. Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit
durch Kolmogorow

Als Jakob Bernoulli (1655-1705) im 1. Teil seiner Ars {'{JHft’('ffHIrﬁ Huygens’
Abhandlung kommentiert, spiirt er, daB ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit
fehlt** Er erginzt den oben zitierten Satz 3 durch Bildung des Quotienten
;5. wobei p die Anzahl der Fille angibt, in denen man etwas gewinnen kann,
und ¢ die Anzahl der Fille, in denen man nichts gewinnt, und verwendet diesen
Quotienten als MaB fiir die Wahrscheinlichkeit, ohne ihn jedoch so zu benennen.
Erst im 4. Kapitel des 4. Teils kommt er auf diese Quotientenbildung nochmals
zurtick und schreibt:

»Und hier scheint uns gerade die Schwierigkeit zu liegen, da nur fiir die wenigsten Erschei-

* Die erste Aufeabe. bei der nach der Wahrscheinlichkeit in unserem Sinne gelragt wird, |' nden wir in der 2. Aull
des Essay von Montmort. Dort .in Brief von Nikolaws Bernoullian Montmort yom 30. 12. 1712 L‘: N
stellt das »Probléme I: Plusieurs Joueurs dont le nombre est n+ | jouent une |m-.||.i. on

probabilité que chacun a de gagner la poulle.
** Wahrscheinlichkeit ¢
von Port Royal, die sicl
1st vermutlich Bernoullis Ars conjectandi gepragt

er 1662, die Logik

» Ars cogitandi

Beerifl erscheint zum ersten Mal in La L
nspiriert wurde. Nach deren lateinisc
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nungen und fast nirgends anders als in Gliicksspielen dies moglich ist: die Gliicksspiele
wurden aber [...] so eingerichtet, daB die Zahlen der Fille, in welchen sich Gewinn oder
Verlust ergeben muB, im voraus bestimmt und bekannt sind, und daB alle Féille mit gleicher
Leichtigkeit eintreten konnen. Bei den weitaus meisten anderen Erscheinungen aber,
welche von dem Walten der Natur oder von der Willkiir der Menschen abhidngen, ist dies
keineswegs der Fall.«

Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff bewihrt sich also sehr bei der Analyse
von Gliicksspielen, ist aber kaum tragfihig fiir Probleme aus Technik und Wirt-
schaft, bei denen es praktisch unméglich ist, die Ergebnisse so festzulegen, dal3
sie uns als »gleich wahrscheinlich« erscheinen. Auch bei der bereits von Jakob
Bernoulli vorgenommenen Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf
Krankheiten und Todesfille lassen sich »gleich mogliche« Félle nicht ausziihlen.

Die Schwierigkeiten bei der statistischen und auch der klassischen Definition der
Wahrscheinlichkeit rithren davon her, dal} sie »Wahrscheinlichkeit« durch eine
explizite Definition inhaltlich erfassen wollten. In der modernen Mathematik
geht man solchen Schwierigkeiten dadurch aus dem Weg, daBl man die Theorie
axiomatisch begriindet und die Begriffe darin implizit definiert. So treibt man
Geometrie mit Punkten und Geraden, ohne explizit definiert zu haben, was Punkte
und Gerade sind. Wichtig sind ihre Eigenschaften, die in den Axiomen der Geo-
metrie festgelegt sind. Fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie wurde ein solcher
axiomatischer Aufbau von Andrei Nikolajewitsch Kolmogorow* (1903-1987) in
seiner 1933 in Berlin erschienenen Arbeit Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung vorgeschlagen. Die mathematische Festlegung des Wahrscheinlichkeits-
begriffs orientiert sich dabei auch an der experimentell zuginglichen relativen
Héufigkeit, aber sie ist allgemein genug, um auch eine Grundlage fiir den subjek-
tiven Wahrscheinlichkeitsbegriff abzugeben. Kolmogorow hat gezeigt, daB 3 ge-
eignet ausgewihlte Eigenschaften der relativen Hiufigkeit gcniigcn_- um »Wahr-
scheinlichkeit« so zu definieren, daB3 damit eine tragfihige Grundlage fiir eine in
der Praxis brauchbare Theorie aufgebaut werden kann. Nach Kolmogorow wird
aul der Ereignisalgebra die Wahrscheinlichkeit P(4) eines Ereignisses 4 als
Funktionswert einer reellwertigen Funktion P definiert. Ist der Ergebnisraum Q
endlich, so lassen sich die Forderungen von Kolmogorow wie folgt formulieren:

lichkeitsverteilung, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:
Axiom I: P(A4) = 0 (Nichtnegativitit)
Axiom II: P(Q)= 1 (Normierung)

AxiomIll: An B=( = P(4uB)= P(4)+ P(B) (Additivitit)

Nichtnegativitit und Normierung entsprechen den Eigenschaften (1) und (4) fiir
relative Haufigkeiten aus 4.2. Dem Additionsaxiom fiir unvereinbare Ereignisse
liegt die entsprechende Eigenschalft (6) fiir relative Hiufigkeiten zugrunde.

Man kénnte auf die Idee kommen, an Stelle von Eigenschaft (6) die Eigenschaft (5)

*ygr
Konmoropos (sprich: kelmegsref)
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dem dritten Axiom zugrunde zu legen, da sie keine Voraussetzungen fir die
Ereignisse 4 und B fordert. Das ergibe ein

Axiom III': P(Au B) = P(A)+ P(B)— P(An B).

Leider geht das aber schief, weil die Axiome I, IT und III" auch unerwiinschte Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zulassen. So wiirde z B. die Festsetzung P(E):= 1
fiir alle Ereignisse E des Ereignisraums die Axiome I, I und III" erfiillen:

. PA)=1=0

I1: P(Q)=1

[II': 1 = P(AwB)= P(A)+ P(B)— P(AnB)=1+1—-1=1.

Bei dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung hitte die leere Menge und damit das
unmogliche Ereignis die Wahrscheinlichkeit 1. Also kann man aus [, IT und I1I"
bestimmt nicht mehr folgern, daB P(0) = 0, was aber fiir eine sinnvolle Anwen-
dung wiinschenswert ist, weil die Interpretationsregel P(0) = 0 nahelegt. Nach
(3) gilt namlich A,(0) = 0.

Wir haben in Definition 42.1 die Wahrscheinlichkeit ebenfalls axiomatisch defi-
niert. Die daraus gefolgerten Sitze 44.1, 44.2 und 44.3 sind gerade die drei
Axiome von Kolmogorow. Umgekehrt 148t sich aus den drei Kolmogorow-Axiomen
unsere Definition 42.1 herleiten. Es gilt ndmlich

Satz 81.1: Ist P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber einem endlichen
Ergebnisraum €, die den Axiomen von Kolmogorow genigt, dann gilt:
1) Fiir alle we Q gilt 0 = P({w}) = 1.
2) Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Elementarereignisse ist 1;
kurz E P{jm:-] — =
e
3) Die Wahrscheinlichkeit des unméglichen Ereignisses ist 0; kurz P(0) = 0.
4) Ist A nicht das unmégliche Ereignis, so ist die Wahrscheinlichkeit P(A)
gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten derjenigen Elementarereig-
nisse, deren Vereinigung das Ereignis A ergibt; kurz
A+0 = P(A)= ) P({o}.

weA
Beweis:
4) Ist A = {a,,ay,...,a.), so erhalten wir durch wiederholte Anwendung des
3. Kolmogorow-Axioms
PlA)Y= PlHai,@s,---»057) =
= Pi{a,} v ia. @} =
= 1!}[ :(ll| :] ‘I’ [J{jﬂ?" ""{'IL-;} =
it > ] i 3 1
P(la;}) + P({az;
i.

= P({a,}) + P({as}) + P({a3,.... @;) =

o -
ta:JJ......f:;‘.Jj =

= P({a,}) + P({a,}) + ... + P({a,}).
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3NIstA=0s0ist AnB=0nB=0. Somit st fiir 4 B die Voraussetzung des
3. Axioms von Kolmogorow erfullt, und wir erhalten emerseits FP(4 w B) =
= P(0w B) = P(B), andererseits P(4w B) = P(4)+ P(B) = P(Q) + P(B).
Der Vergleich der beiden rechten Seiten ergibt P(0) = 0.

2) Nach dem soeben bewiesenen Teil 4 dieses Satzes ist P(Q)= ) P({w}).
men

Axiom 11 besagt aber, daB P(Q) =1 ist, woraus die Behauptung folgt.

1) Wegen Axiom I ist P({w}) = 0 fiir jedes w € Q. Unter Verwendung des soeben
bewiesenen Teils 2 erhalten wir noch P({w}) = }_ Plio})=1.

e}

Fiir endliche Ergebnisriume sind die beiden Definitionen demnach dquivalent.
Wir haben Definition 42.1 gewiihlt, weil das Belegen der Elementarereignisse mit
Wahrscheinlichkeiten ein sehr anschaulicher Vorgang ist, ebenso wie das Zusam-
mensetzen der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses aus den Wahrscheinlichkei-
ten seiner Elementarereignisse. Die Definition von Kelmogorow hat den Vorteil,
daB sie sich so verallgemeinern 1dft, daB sie auch fiir unendliche Ergebnisriume
brauchbar wird. Das haben wir in diesem Buch aber nicht vor.

Die Festlegung der Funktionswerte P(4), d.h. der Wahrscheinlichkeiten der Er-
eignisse, ist im Rahmen dieser Axiome véllig willkiirlich. Man wird jedoch die
Werte so festlegen, daf} sie den jeweiligen Verhiltnissen angepalBt sind. So wird
man bei einem idealen Wiirfel auf Grund der Symmetrie fiir jede Augenzahl die
Wahrscheinlichkeit ¢ a priori festlegen. Bei einem realen Wiirfel hingegen emp-
fiehlt es sich, wie im Beispiel auf Seite 42 durchgefiihrt, die relativen Hiufig-
keiten der Augenzahlen in einer moglichst langen Versuchsserie zu bestimmen
und diese relativen Hdufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten der Augenzahlen a
posteriori zu verwenden. Dann ist niimlich die Interpretationsregel fiir Wahr-
scheinlichkeiten (Seite 44) anwendbar, wie Jakob Bernoulli im Hauptsatz seiner
Ars conjectandi, dem »Gesetz der groflen Zahlen«, gezeigt hat.

Aufgaben

Die Behauptungen der Aufgaben 1, —6. sollen rein formal aus den Axiomen von Kolmogorow
hergeleitet werden.

1. Fiir alle Ereignisse A gilt: P(4)=1— P(4). | 5. Fiir paarweise unvereinbare Ereignisse
2. B()=0. A (i=1,2,...,n) giltdie folgende
3. Fiir alle Ereignisse A gilt: P(4) = 1. ' Verallgemeinerung des Axioms [11:
4. Fiir alle Ereignisse A, B gilt: :
P(A\ B) = P(A)+ P(B)— P(4An B). | [P(U 4)= Y P(4).

6. Es gilt das Monotoniegesetz fiir Wahrscheinlichkeiten: 4 = B = P(A4) < P(B).
e7. a) Ein Axiomensystem heiit widerspruchsfrei, wenn es ein Modell gibt, das siimtliche
Axiome erfiillt, Zeige, daB das Axiomen-

: ; R 4 0 Q
system von Kolmogorow widerspruchsfrei Q:={w! und

ist anhand nebenstehenden Modells: P(4) | 0 1

b) Emn Axiomensystem heillt unvollstindig, wenn es mehrere, nicht isomorphe Modelle
gibt. Begriinde, dafi das Axiomensystem von Kolmogorow unvollstindig ist.
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