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9. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
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Beim »Mensch drgere dich nicht« darf man bis zu 3mal versuchen, durch Werfen einer Sechs
herauszukommen. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1355 & 7,0 % kann der Schwarze den
Weillen schlagen. Aber er schlidgt ihn mit einer Wahrscheinlichkeit von L =~ 16.7%., falls er
herauskommt. — Erfunden wurde dieses Spiel 1905 von dem Miinchner Josef Friedrich
Schmidt (1871-1948). 1912 nahm er die Produktion auf. Aber niemand wollte es fur 35 Pf
kaufen. Daher schenkte Schmidt seinen Bestand von 3000 Spielen 1914 dem Deutschen
Roten Kreuz: In Lazaretten, Soldatenheimen und schlieBlich sogar in Schiitzengraben wur-
de es gespielt. Bis Kriegsende 1918 war die erste Million von Spielen abgesetzt.




9. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
9.1. Einfiihrung

Problem: Leben deutsche Frauen linger als deutsche Méanner?

Ein Blick in das Statistische Jahrbuch gibt uns erste Informationen: Am 1. 1. 1970
waren 4.8 Millionen von den 61.2 Millionen Einwohnern der Bundesrepublik
Deutschland mindestens 70 Jahre alt. Von den 29,2 Millionen Minnern waren
1,7 Millionen iiber 70 Jahre alt (siehe
Figur 128.1). Der Anteil der Ménner an
der Gesamtbevolkerung betrug damals
also ey ~47,7%, der Anteil der M | 1,7 Mill. 29,2 Mill.
Miénner an den mindestens 70jdhrigen je-

doch 74 35,49,

Der Anteil der Ménner unter den »Alten«
ist somit kleiner als unter der Gesamtbe-
volkerung. (Das Bild des Altersaufbaus 4.8 Mill. 61,2 Mill.
auf Seite 29 zeigt dies anschaulich.) Dar-
aus konnte man vorschnell schliefien, daf3
die deutschen Frauen tatsichlich linger
lebten als die deutschen Minner. Eine

5 S

Fig. 128.1 Vierfeldertafel mit den In-
formationen iiber alte Minner in der
Bundesrepublik Deutschland

genauere Untersuchung miiBte jedoch auch noch weitere Faktoren beriicksichti-
gen, wie etwa den EinfluBl von Kriegen, von Lebensgewohnheiten wie etwa Rau-
chen oder Trinken usw. Dementsprechend miifite dann auch die Fragestellung
priazisiert und die Antwort differenziert werden.
Uberlegungen der vorstehenden Art fithren uns zu einem neuen Begriff der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Dazu denken wir uns die oben berechneten Anteile als
Wabhrschemlichkeiten des Zufallsexperiments »Auswahl einer Person auf gut
Gliick«. Der Ergebnisraum € ist hier die Menge der Einwohner der Bundes-
republik Deutschland. Die Wahrscheinlichkeit, ausgewiihlt zu werden, ist fiir
jeden Einwohner gleich groB; also liegt ein Laplace-Experiment vor. Wir betrach-
ten dabei folgende Ereignisse:
M :=»Die Person ist méinnlich« und
S :=»Die Person ist mindestens 70 Jahre alt«.
Damit gilt: P(M) = 233 und P(S) = &% und P(MnS) = &5.
LaBt sich nun das oben berechnete Verhiltnis 4 ~ 354% der Minner zu den
»Alten« auch als Wahrscheinlichkeit deuten? Der Quotient zeigt, daB es sich
tatsichlich um eine Laplace-Wahrscheinlichkeit handeln kann, allerdings tiber
einem neuen Ergebnisraum Q' :=S = M enge der mindestens 70jihrigen, aufl dem
man eine gleichmiflige Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ festlegt. P'(M) ist dann
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB eine aus den mindestens 70j4hrigen ausgewihlte
Person ein Mann ist.
MnS 17 - a : - ;
— " = Th Diese Zahl laBt sich auch als Quotient zweier
Wahrscheinlichkeiten iiber dem urspriinglichen Ergebnisraum € deuten: Es
gilt ndmlich

Es gilt P'(M) =
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MnS| |MnS|/|Q| P(MnS)

1S STAR] BT aP{S)

Dieser Quotient wird iiblicherweise als »(bedingte) Wahrscheinlichkeit von M
unter der Bedingung S« bezeichnet. Man verwendet dafiir das Symbol Fg(M)
und definiert allgemein:

Definition 129.1: (Q. P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ist B ein Ereignis
mit positiver Wahrscheinlichkeit und A ein beliebiges Ereignis,
P(A N B)

P(B)

die (bedingte) Wahrscheinlichkeit von A4 unter der Bedingung B.

dann heilit Py(A4):=

Bemerkungen:

1) Fiir Py(A) sind auBer der angegebenen Sprechweise auch noch andere im Ge-
brauch. So liest man Pg(A) auch als »Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A4

unter der Voraussetzung. dal B eingetreten ist«
unter der Annahme, dall B eingetreten 1st«

unter der Voraussetzung, da3 B eintritt«

unter der Annahme, daB} B eintritt«

_wenn man schon weiB, da B bereits eingetreten ist«
falls B«

unter der Hypothese B«.

2) Statt Py(A4) findet man in der Literatur auch die Bezeichnung P(A|B), die
allerdings problematisch ist, da es sich bei 4|8 um keine Menge und damit
auch um kein Ereignis handelt. Dariiber hinaus macht das Symbol P(A|B)
nicht ausreichend klar, daB es sich bei der bedingten Wahrscheinlichkeit um
eine im allgemeinen von der urspriinglichen Wahrscheinlichkeitsverteilung
P verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilung P, handelt.

P(A nB)
P(B)
scheinlichkeit. Wir miissen noch zeigen, daB dies zulassig ist, d.h., dal es sich

bei P, iiberhaupt um emne Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt.

In Definition 129.1 gaben wir dem Quotienten den Namen einer Wahr-

Satz 129.1: Sind (Q. P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und P(B) + U, dann
b ™ & - = . . an

ist Pp: A F(d 0 B) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber €.
P(B)

Beweis: Wir beniitzen, dall P als Wahrscheinlichkeitsverteilung die 3 Axiome
von Kolmogorow (Seite 80) erfiillt, und weisen nach, daB dies auch fir Py gilt.
P(An B)
P(B)
Pf2nB) P(B) _
BB . P(BD

1) Py(A) = > (. da Zihler und Nenner nicht negativ sind.

2) Py() -
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3) Offensichtlich folgt aus der Unvereinbarkeit von 4, und 4, auch die Unver-
einbarkeit von 4,nB und 4, B. (Siche Figur 130.1 und Aufgabe 139/7.)
Damit gilt dann

I l !‘-\ .'"I 2 = [} f—h
P([A,uAd,;]nB)
2 .'Jl L .’-i ) — - : = =
H{ 1 -} Pll"-"} .
e P([A;nB]u[A4,nB]) - vkl s e )
P(B) _/f_ 1 /. |'/_ \\ fl
__ P(A,nB)+ P(A,n B) 4 N e Nzt o)
P(B) - ' i S
P(4,nB) , P(4,nB)
P(B) P(B) Fig. 130.1
= Fp(A,) + P3(45)- Aind, =0 = (A;nB)n{4d,nB) =0

Den Ubergang von P zu Py kann man sich anschaulich folgendermalen vor-
stellen. Man hilt am einmal gewihlten Ergebnisraum Q fest und ordnet allen
Elementarereignissen {w,! mit w;¢ B die Wahrscheinlichkeit 0 zu. Dadurch
wird die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 neu verteilt auf diejenigen Elementar-
ereignisse ja;}, fir die w, e B gilt. Fiir diese {w,} erhilt man dann

3 . / o
J.I;I._f"h\:] "“'-:"JA:]-

P(B)
Die urspriinglichen Wahrscheinlichkeiten dieser Elementarereignisse werden also
mit dem Faktor P(B) multipliziert, was jedoch im allgemeinen nicht fiir belie-

L ! g
bige Ereignisse A gilt! Wegen der unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsbelegung
der Elementarereignisse aus Q durch Py ist also P, insbesondere keine gleich-
méfige Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber Q, selbst dann nicht, wenn P gleich-
mébig ist.
Im iibrigen konnte man auf bedingte Wahrscheinlichkeiten véllig verzichten,
wenn man den Ergebnisraum wechselt und B als neuen Ergebnisraum Q' wiihlt.

Diese Uberlegungen sollen verdeutlicht werden durch das folgende
Beispiel: Eine Urne enthilt 4 rote, 3 schwarze und eine griine Kugel. Man zieht
zweimal ohne Zuriicklegen je eine Kugel. Auf Seite 55 errechneten wir auf

=

2 = {rr, 15,18, 81, 88, 8¢, gr, gs} folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung P:
@ o 1 A i o3 S R e e

» I oy 3 b ! 3 3 3 1 3

P({w}) 14 14 14 14 28 56 14 6

Wiihlt man als Bedingung das Ereignis B:= »Die erste K ugel ist rot« = {rr, s, rg;

mit P(B) = 3, so erhélt man die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung P
auf Q:




T e e e e i e e e e e e T

2. Die Wahrscheinlichkeit von Und-Ereignissen und die 1. Pfadregel 131
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Es wird also die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 auf diejenigen Ergebnisse verteilt.
die r an erster Stelle haben; z. B.

: 1 3
Y Lol — B o 3 e L, U . s
WIS = Bip) PUSH S iy

=] | sl

Wihlen wir B a irgebnisraum Q', so konnen wir auf den Begriff »be-
dingte Wahrscheinlichkeit« verzichten. Wir erhalten die Wahrscheinlichkeits-
verteilung P’ auf Q' = {rr,rs, rg}. Dabei beschreiben die Ergebnisse aus Q' die
Farbe der zweiten Kugel, die aus einer Urne mit 3 roten, 3 schwarzen und einer
griinen Kugel gezogen wird. Diese neue Urne entsteht aus der urspriinglichen

Urne durch Ziehen einer roten Kugel. Es gilt:

' I | S TE
P'({w')) : 4 1
Der Anfinger neigt dazu, Pz(4) mit P(4nB) B B
zu verwechseln, weil die umgangssprachlichen Ty
Beschreibungen dieser Wahrsche inlichkeiten 1 VAR

sehr dhnlich klingen. (Vgl. Aufgabe 138/1)In bei- /
den Fillen handelt es sich tatsdchlich ja auch LI
um dieselbe Menge 4 B. Bei P(4AnB) be-

zieht man die Uberlegungen auf die Gesamt- 4

menge Q. Bei Py(A), was ja dasselbe ist wie Q
Py(A n B) — vergleiche Aufgabe 139/6.a) —, 1st Fig. 131.1 4 B als Teilmenge
die Bezugsmenge jedoch nur noch die Teilmenge von Q bazw, als Teilmenge

B. Die 4-Feldertafel von Figur 131.1 veran- von B

schaulicht diesen le srschied. Man achte also
sorgfiltig auf die gegebene Aufgabenstellung,
um die Verwechslung zu vermeiden.

9.2. Die Wahrscheinlichkeit von Und-Ereignissen
und die 1. Pfadregel

Figur 132.1 zeigt das Baumdiagramm fiir zweimaliges Ziehen einer Kugel ohne
"’HILILHL‘LUI aus einer Urne mit 4 roten, 3 ~,L,]w.tnn,n und einer griinen Kugel.
Dabei bedeute z.B. R;:=»Rot beim i-ten Zug«. Uber den Ergebnissen der Je-
weiligen Stufe sind die Ereignisse notiert, zu denen der Pfad bis dahin fithrt. Die
Wahrscheinlichkeiten auf den Asten entpuppen sich nach dem, was wir gerade
gelernt haben, als bedingte Wahrscheinlichkeiten iiber €. So gilt z.B. fiir die
Wahrscheinlichkeit. beim 2. Zug eine rote Kugel zu ziehen, falls der L. Zug eine
rote Kugel ergab, Py, (R,) - 3
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Fig. 132.1 Baumdiagramm zur Urne aus 9.2.

Die 1. Pfadregel liefert uns den Zusammenhang zwischen der Und-Wahrschein-
lichkeit P(R; nR;) und den Wahrscheinlichkeiten P(R,) und P, (R,):

PR, R;) = P(R,)" Py, (R,).

Diese Beziehung ergibt sich aber auch unmittelbar aus der Definition der beding-
: AR : RO P{R, "R,
ten Wahrscheinlichkeit. Man braucht namlich P, (R,) = P:H ; 2) nur nach
et

P(R,n R;) aufzulosen! Wir merken uns diese wichtige Beziehung allgemein als

Satz 132.1: Produktsatz.
Ist P(4) + 0, so gilt: P(4nB) = P(A4): P,(B).

Der Produktsatz ist die wichtigste Anwendung der bedingten Wahrscheinlich-
keit. Oft sind nimlich P(4) und P,(B) bekannt, und P(A4 n B) wird gesucht.

Die L. Pfadregel fiir lingere Pfade liefert uns auch gleich Formeln fiir die Wahr-
schemnhchkeiten mehrfacher Und-Ereignisse. So gilt z.B. fiir 3 Ereignisse (vgl.
Figur 132.2) ein Produktsatz der Form

P(A4nBNC) = P(A): P,(B)- P, 4(C). falls P(4r B) < 0 ist.

Die Produktsiitze sind nichts anderes als ein algebraischer Ausdruck der 1. Pfad-
regel. Da zu ihrem Beweis (vgl. Aufgabe 142/28) nur die Eigenschaften der Wahr-

/ £]
P|'|H] AnB f'/.n_q H{(‘:I AnBn

Y
\_A\ O

\-\H"'\

Fig. 132.2

Der Pfad zum Ereignis 4 B~ C.




9.3. Die totale Wahrscheinlichkeit und die 2. Pfadregel

e
ad

scheinlichkeitsverteilung P und die Definition der bedingten W Llhhuhun]mhl\m
benotigt werden, ist hiermit also nachtriglich die Verwendung der 1. Pf idregel
gerechtfertigt.
Abraham de Moivre (1667-1754) formulierte diese Produktsitze 1738 in der
Auflage seiner Doctrine of Chances.”

9.3. Die totale Wahrscheinlichkeit und die 2. Pfadrcgel
ab-

Beispiel: Bei der Wahl zum 1. Deutschen Bundestag (1
gegebenen Stimmen und die fiir die FDP wie folgt auf die it;l]'l'l:l]]“l,!] Linder:

2 # BE B O &
Anteil i Lo AR E| X 3
der Anteil i:' H ; 2 o
Bundesland Wihler | der FDP | S 7 7
NT. in ° in % a i
| | Baden-Wiirttemberg | 11,7 17,6 & g
2 | Bayern 19.8 8.5 F
3 | Bremen 1.3 12,9 i
4 | Hamburg 38 15.8 i 5 =y :
5 | Hessen 9.2 28,1 ] ||bessfEmreT] il
6 | MNiedersachsen 14.0 S A, A, AA A" A A AgAq
7 | Nordrhein-Westfalen | 28.2 8,6 Fig. 133.1 Wiihleranteile und Stummen-
8 | Rheinland-Plalz 6,2 15,8 anteile der FDP in den 9 Bundeslandern
9 | Schleswig-Holstein 3,8 1.4 bei der Wahl zum 1. Deutschen Bundestag

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat ein Wihler FDP gewihlt?

Wir nehmen als Ergebnisraum @ dieses Zufallsexperiments die Menge aller
Wiihler und hkllgl.thk,” die Ereignisse F:=»Der Wihler hat seine Stimme der
FDP g gchuw und A.:=»Der Wihler stammt aus dem /-ten Bundesland«. Die
I.|ugm>m. A iulldvn eine Zerlegung von Q. da sie paarweis¢ unvere einbar sind
ganz €2 L]“ihl Wegen der paarweisen Unvereinbz wrkeit der
mit paarweise unvereinbar: auBerdem gilt

und ihre \:'uumgun.t'
A; sind auch die Ereignisse Fn

F=|)Fnd

., was Figur 133.1 anschaulich zeigt.
Mit dun verallgemeinerten 3. Axiom von Kolmogorow (Aufgabe 82/5) konnen
wir nun die W dhuLhunlLLhkut P(F) des gesuchten E reignisses F berechnen:

P(F)=P(|) Fn4,) = Y P(FnA)
i=1 i=1
Mit Hilfe des Produktsatzes 132.1 laBt sich diese Summe umformen zu

P{F) = }'— -I“E.-'TI'] : Pl,-“{ )
i 1
Auf der rechten Seite sind nun alle Wahrscheinlichkeiten bekannt: wir erhalten

sendent, is the product of the Pro-

* Satz 1321 lautet bei ihm: “The Probability of the happening of two Evenis ; P
I the happer the Probability which the other will have ol happening, when the first

shal . ™
shall have been consider'd as having happen’d
=l

of one of them, b
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P(F)=0,117-0,176 + 0,198 - 0,085 + 0,013 - 0,129 + 0,038 - 0,158 + 0,092 - 0,281+
+ 0,140 - 0,075 + 0,282 - 0,086 + 0,062 - 0,158 + 0,058 - 0,074 =
=0,119795 ~12%.
Die im obigen Beispiel durchgefithrte Uberle-
gung gilt allgemein fiir jede Zerlegung eines Er-
gebnisraums (vgl. Figur 134.1):

Fig. 134.1 Veranschaulichung des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkert.
Satz 134.1: Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.
Bilden die Ereignisse 4, A,. ..., A, mit P(A4;) % 0 fiir alle i eine Zerlegung
des Ergebnisraums €, so gilt fiir die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen
Ereignisses B:
n
P(B) = E P(A4,) Py (B)

1

Beweis: Da die A4; cine Zerlegung von Q bilden, sind die Ereignisse Bn A4,
paarweise unvereinbar. Also gilt nach der Verallgemeinerung des 3. Axioms von
Kolmogorow (Aufgabe 82/5) und nach dem Produktsatz 132.1

L
P(B)= P(| ) BnA,) = Stul

i=1

P, (B P(4,): P, (B)

i=1

P(4,): P, (B)

Pli.—!ll e [R)

Fig. 134.2 Der Satz von der totalen Waht-
scheinlichkeit und die 2 Pfadregel bei
einem zweistufigen Zufallsexperiment

P(A,)- P, (B)

o ‘ " = o - ol 2 ¥ = y ¥
Wie man aus Figur 134.2 unmittelbar erkennt. ist der Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit nichts anderes als die 2. Pfadregel fiir ein zweistufiges Zufalls-
experiment.




9.4, Die Bayes-Formel 135
9.4. Die Bayes-Formel *

Beispiel: In einem Ferienort in Oberbayern leben wihrend der Hochsaison
Smal soviel Touristen wie Einheimische. 60%, der Touristen tragen einen Trach-
tenhut, dagegen nur jeder 5. Einheimische. Auf der Strafle begegnet uns wiihrend
der Hochsaison ein Mensch mit Trachtenhut. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist
er ein Einheimischer?

Bedeuten E :=»Der Mensch ist einheimisch« und H := »Der Mensch trigt einen
Trachtenhut«, so gilt P(E) = £, P(H) = % und Pz(H) = 3. Gesucht ist Py(E).
Es handelt sich also um ein Umkehrproblem: Aus bekanntem Pg(H) soll das
unbekannte Py (E) berechnet werden.

P(H ~ E)
P(H)
keiten P(H) und P(H n E) bekannt wiren. Ehe wir die Aufgabe rein rechnerisch
angehen, wollen wir zeigen, daB sie sich bei Verwendung eines Baumdiagramms

oder einer Vierfeldertafel besonders einfach losen 1aBt.

Wegen Py(E) = wire das Problem gelost, wenn die Wahrscheinlich-

1) Losung mit Hilfe eines Baumes

iR

h

dl
(]

o

L
=

Fig. 135.1 Baum zum Umkehrproblem Fig. 135.2 Baum zum Umkehrproblem
in iiblicher Beschriftung in ausfithrlicher Beschriftung

Dem Baum von Figur 135.1 entnimmt man
P(HNE) = P(EnH) =45 (1. Pfadregel),
P(H)= P(EnH)+ P(EnH) = 35 + 33
Also ist Py(E) = k.

2 = 18 (2. Pfadregel).

i)

gesprochen beiz, — Siehe Seite 396.
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Bemerkung: Der Baum von Figur 135.1 miifite eigentlich analog zu dem von
Figur 132.1 beschriftet werden, was in Figur 135.2 ausgefiithrt ist. Wenn keine
Miverstindnisse zu befiirchten sind, werden wir aber die oben angegebene ver-
einfachte Darstellung verwenden.

2) Losung mit Hilfe einer Vierfeldertafel

H H ) H H H H
E ¢ P(EH) =47 E%-3 Bk | kS
E : P(H)=%_ E| 3% s Bl o4 | & |4
- : =3 16 - 14

Man erhélt die vollstindige Vierfeldertafel in 3 Schritten:

I. Schritt; Eintragen des gegebenen P(E) und damit auch von P(E) = 1 — P(E).

2. Schritt: Ausfiillen der Felder fiir P(En H) und P(En H) mit Hilfe der gege-

benen bedingten Wahrscheinlichkeiten und des Produktsatzes.

3. Schritt: Berechnen der restlichen Werte durch Addition und Subtraktion.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit Py (E) liest man nun ab zu

P(HNE) 5 .
PlEy s 18 157

30

Py(E) =

Aus der Vierfeldertafel kann man aber auch kompliziertere bedingte Wahrschein-
lichkeiten ablesen, die mit Hilfe des Baumdiagramms nur sehr miithsam zu be-
stimmen sind, z. B.

. P((HUEInE) 4
B ()= Cy cilgm
o P(H U E) 20 = 3

30
3) Losung durch Rechnung
Ohne graphische Hilfsmittel erhélt man aus der Definitionsgleichung von Py (E)
unter Verwendung des Produktsatzes (132.1) und, da E und E eine Zerlegung
von Q bilden, des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit (134.1)

P(H~ E)
P(H)
P(E)- Py(H)
P(E): Py(H) + P(E)- Py(H)
1 1

)“” L .l,.i —

T,T'\ *

Unser vorgefithrtes Problem war zwar typisch, aber einfach, da die Zerlegung
von € durch 2 Ereignisse bewirkt wurde. Im allgemeinen Fall liegt eine Zer-




9.4. Die Bayes-Formel 137
legung von @ durch n Ereignisse A4,,4,,...,4, vor. Man kann dann einen
Baum mit 2n Asten und statt der 4-Feldertafel eine 2n-Feldertafel zeichnen.

: ; Ao ST et o U S 1
Zur Berechnung einer Wahrscheinlichkeit Pg(A4;) = wendet man auf

P(B)
den Zihler den Produktsatz und auf den Nenner den Satz von der totalen Wahr-
scheinlichkeit an und erhalt

Satz 137.1: Bayes-Formel.

Bilden die Ereignisse A, A,,..., A, mit P(4;) + 0 fir alle 7 eine Zerlegung
von @ und ist B ein Ereignis mit P(B) # 0, so gilt fiir jedes i

P(A.)- P, (B)

.IPI;[.'II._. — I - = a
Y P(4;): P, (B)

Sonderfall fiir » -
] - P(A)- P,(B)
Mit 4, = 4 und 4, = A gilt Pz(4) = Byl

P(A)- P,(B)+ P(A)- Ps(B)

Die heute als Baves-Formel bezeichnete Gleichung von Satz 137.1 stammt in dieser Form
nicht von Thomas Bayes (1702-1761). Verallgemeinert man jedoch einerseits seine erst 1763
posthum von einem Freund unter dem Titel An Essay towards solving a problem in the
Doctrine of Chances verdffentlichten Uberlegungen und reduziert diese dann andererseits auf
endlich viele Ereignisse A;, so gewinnt man den oben angegebenen Ausdruck fiir Py(4;).
1774 stellte Pierre Simon de Laplace (1749-1827)* in seinem Mémoire sur la probabilité des
causes par les événemens die obige Formel als Prinzip** an den Beginn seiner U I)ldﬁ'll_]illl‘ﬂun
setzte dabei aber im Sinne Bayes’ — ohne Bayes’ Arbeit zu kennen — voraus, dab alle 4; die
gleiche Wahrscheinlichkeit P(A4;) = }I-' besitzen. Das von ihm durchgerechnete Beispiel ist in
* _ wieder unter der Voraussetzung der

Aufgabe 145/53 wiedergegeben. 1783 leitete er dann
Gleichwahrscheinlichkeit der 4, — die oben angegebene Formel fiir Py(A4,) her und beweist
die ihm nun bekannten Ergebnisse von Bayes. Aufgabe 146/54 gibt das von Laplace ver-
wendete Beispiel wieder. Dall man den Inhalt von Satz 137.1 heute als Bayes-Formel be-
zeichnet, geht auf eine Interpretation der Erkenntnisse von Bayes durch Laplace in der Ein-
leitune zur 2. Auflage seiner Théorie Analytique des Probabilités (1814) zu riick., die er auch
unter dem Titel Essai philosophique sur les probabilités getrennt veroffentlichte.

Die Bayes-Formel von Satz 137.1 hat viellach eine interessante Deutung erfahren. Man falit

die A; als Hypothesen oder Ursachen fiir das Eintreten eines Ereignisses B auf. Aus bestimm-
ten Griinden werden vor Ausfiihrung des Experiments den Hypothesen A4 : bestimmte Wahr-
scheinlichkeiten P(A.) zugeordnet. Nach Bayes nennt man die P(A,) daher a-priori-Wahr-
scheinlichkeiten**** Weill man aber iiber dic Hypothesen A; nichts, dann ist es nach Bayes
gerechtfertigt, sie als gleichwahrscheinlich anzunehmen. Hinsichtlich 5 ist bekannt, daly es

1774 nennt er sich noch de la

** PRINCIPI Si un éver
ence de ces causes pr
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11t pdt un nomuopre o

1t entre elles c

robabilite de 'exist

B j nede
, divige ir la somme de ¢ LLE L

pamires [au

Mémoire sur

Mian beachte o5 eine andere Bedeutung als bei Jako

\ ; 3
haben. (Siehe Seite IHl und ‘\\m 251.3
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mit der Wahrscheinlichkeit P, (B) eintritt, falls 4, eintritt. Nun trete bei einem Versuch das
Ereignis B ein. Dann ist Py(4;) fiir jedes i die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit dafiir, daB A4,
Ursache von B ist. Man wird daraufhin die a-priori-Wahrscheinlichkeiten P(4;) iiberden-
ken und u.U. fiir die Hypothesen A; andere Wahrscheinlichkeitswerte annehmen. (Vgl.
hierzu die Aufgaben 146/56 und 146/57.)

Eine wichtige Anwendung der Bayes-Formel findet sich bei der computerunterstiitzten Dia-
gnosestellung. Die A4; (i = 1, 2,...,n) sind mdgliche Krankheiten, die das Symptom B aus-
l6sen konnen. Oft kennt man die Wahrscheinlichkeiten P(A,) fur das Auftreten der Krank-
heiten sowie die bedingten Wahrscheinlichkeiten P, (B) fiir das Auftreten des Symptoms B,
falls die Krankheit 4; vorliegt. Mit Hilfe der Bayes-Formel 1aBt sich nun die Wahrschein-
lichkeit PglA;) fir das Vorliegen der Krankheit A,, falls das Symptom B auftritt, bestimmen.
Problematisch dabei ist, ob die 4; eine Zerlegung von @ sind, d.h., ob bei einem Patienten
nicht mehrere dieser Krankheiten A, gleichzeitig auftreten konnen. Auch sind die Wahr-
scheinlichkeiten P(A;) bzw. P, (B) oft nur ungenau bekannt und hingen zudem z. B. vom
Patientenkreis und von der (}cﬁcnd ab. So ist etwa die Wahrscheinlichkeit fiir The bel den
Patienten eines Internisten groBer als bei denen eines Orthopdden.

Aufgaben

Zu9.1.

L. a) Schreibe unter Verwendung der Ereignisse M und S aus dem Problem von Seite 128
in Symbolen
1) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein méiinnlicher Einwohner der Bundesrepublik
Deutschland mindestens 70 Jahre alt 1st,
2) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Einwohner der Bundesrepublik Deutschland
ein mindestens 70jahriger Mann ist,
3) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal3 ein mindestens 70jihriger Einwohner der Bundes-
republik Deutschland ein Mann ist.
b) Berechne die Wahrscheinlichkeiten von Aufgabe a).
Zeige die Richtigkeit der zum Titelbild dieses Kapitels gehdrenden Behauptung
(Seite 127).
3. Jemand wihlt auf gut Gliick eine natiirliche Zahl aus der Menge {1,2...., 100} aus. Wir
betrachten die Ereignisse
A := »Die Zahl ist gerade«, B := »Die Zahl ist durch 3 teilbar,
C:=»Die Zahl ist durch 4 teilbar« und D :=»Die Zahl ist durch 12 teilbar«.
a) Berechne P{4), P(B), P(C) und P(D).
b) Driicke in Worten aus und berechne die Wahrscheinlichkeiten

1) P,(B) und Py(A). 4) Pp(C) und P.(B),
2) P,(C) und P-(A4), 5) P;(D) und P,(B),
3) P,(D) und Pp,(A). 6) F-(D) und P,(C).

4. Theodor wirft eine L-Miinze 3mal. Im Nebenzimmer sitzt Dorothea, die sich fiir das
Ereignis »Beim 2. Mal fillt Adler« interessiert. Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses, 3
a) falls Dorothea keinerlei Informationen besitzt.

b) falls Dorothea von Theodor erfihrt, daR
1) mindestens zweimal Adler gefallen ist, 3) hochstens zweimal Adler gefallen ist,
2) genau zweimal Adler gefallen ist, 4) der erste Wurf Adler zeigte,
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5) drei Adler gefallen sind, 7) genau ein Seitenwechsel aufgetreten ist,
6) kein Adler gefallen ist, B) eine Seite genau einmal gefallen ist.

7wei L-Wiirfel werden geworfen, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB
a) der erste Wiirfel 6 zeigt unter der Bedingung, dall die Augensumme mindestens 10 1st;
b) die Augensumme mindestens 10 ist unter der Bedingung, daB der erste Wiirfel 6 zeigt.

. a) Zeige: Py(4n B) n(A).

b) Berechne P,(A)., Pi(A4), Py(A) und P, ().

. Zeige die Giiltigkeit der zum Beweis von Satz 129.1 beniitzten Behauptung:
A A, =0 = (4, nB)n(4;nB) 0 (Vergleiche Figur 130.1.)

. a) Begriinde: Fiir we B gilt Py({m}) =z P({w}).

b) Zeige, daB es trotz der Ungleichung aus a) Ereignisse A gibt, fiir die Fg(A) < P(A) gilt.

¢) Beweise: Sind 4 und B unveremnbar, dann gilt: P,(B) = FPg(A).

d) Beweise: Sind 4 und B glcich\\'utu'sc]winlicl'l. und ist P(A4): P(B)>0, dann g
P,(B) = Py(A).

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir. daB die Augensumme beim Wurf zweier

Laplace-Wiirfel 7 ist, falls die Augensumme

a) ungerade, b) prim, ¢) gerade ist?

It:

10. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist die Augensumme zweler Laplace-Wiirfel eine Prim-

zahl, falls sie ungerade 1st?

. Man zieht 5 Karten aus einem Bridge-Spiel. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind es

11
lauter Herzen unter der Bedingung, daB alle 5 Karten rot sind?
12. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist das Produkt zweier Ziffern gerade, falls die Summe
der beiden Ziffern
a) gerade, b)7, ¢)prim, d) durch 3 teilbar, e) grofer als 5 1st?
Dorothea wirft 10 L-Miinzen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit liegen lauter Wappen
oben, falls
a) die erste Miinze Wappen zeigt,
b) mindestens eine Miinze Wappen zeigl,
ec) mindestens fiinf Miinzen Wappen zeigen?
14. Ein Vater von zwei Kindern sagt:
a) »Eines meiner zwei Kinder ist ein Junge.«
b) »Das #ltere meiner zwei Kinder ist ein Junge.«
Wie grofB ist in jedem Fall die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB auch das zweite Kind emn
Junge ist, falls Knaben- und Médchengeburt als gleichwahrscheinlich gelten?
Verwende bedingte Wahrscheinlichkeiten. Vergleiche auch die Losung auf Seite 101.
o15. Die 52 Karten eines Bridgespiels werden auf 4 Spieler verteilt.

a) Theodor sagt, er habe ein As. Wie grofl ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir. dal er

mindestens ein weiteres As besitzt?

b) Theodor sagt, er habe das Pik-As. Wie grol3 ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal}
er mindestens ein weiteres As besitzt?

Verwende bedingte Wahrscheinlichkeiten. Vergleiche auch die Losung auf Seite 101.

el6. a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige unter der Bedingung, dall man

mindestens vier Richtige hat? (Lotto 6 aus 49)
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau 5 Richtige unter der Bedingung, dal
man mindestens 4 Richtige hat? (Lotto 6 aus 49)

¢) Bei der Ubertragung der Ziehung der Lottozahlen (6 aus 49) fallen nach dem Zug der
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vierten Kugel Bild und Ton aus. Begeistert ruft Dorothea Theodor zu: »Hol Champag-
ner, wir haben schon vier Richtige !«

Wie grol} ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir

1) 6 Richtige, 2) genau 5 Richtige?

7. a) Zweil Laplace-Wiirfel werden geworfen. Ist die Augensumme 9, 10 oder 11, dann gibt
es einen Preis. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Preis unter der Bedingung,
dal der erste Wiirfel die Augenzahl i (1 £ i < 6) zeigt?

b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Preis unter der Bedingung, dal} min-
destens ein Wiirfel die Augenzahl i zeigt?

Im Umgang mit dem Begriff der Bedingten Wahrscheinlichkeit ist Vorsicht geboten, wie

das Paradoxon von E. H. Simpson aus dem Jahre 1951 zeigt. Es lautet:

Es kann sein, daB

einerseits zugleich Py _o(Ad) = P5_o(4) und Py g(4) = Py z(4) zutreffen,

andererseits aber  Py(4) < Ps(4) gilt.

18

Hierzu zwei Beispiele.

a) In der folgenden Tabelle ist fiir das Jahr 1910 sowohl die Zusammensetzung der Be-
volkerung wie auch die der an Tuberkulose Gestorbenen nach WeiBen und Farbigen
aufgegliedert fiir die Stiddte New York und Richmond/Virginia wiedergegeben*:

Gesamtbevilkerung ' Todestfille
New York Richmond New York Richmond
Weille 4675174 80895 8365 131
Farbige 91709 46733 513 155

Betrachte beziiglich eines beliebig ausgewihlten Biirgers die Ereignisse N = »Er
stammt aus New Yorke, W :=»Er ist ein Weiller« und 7T ':= »Todesursache Tuber-
kulose« und zeige damit, daB die Tbe-Todesraten sowohl fiir WeiBe wie auch fiir
Farbige in Richmond niedriger waren als in New York, daB aber die Gesamt-The-
Todesrate in Richmond héher war als in New York. Identifiziere N, W und T mit
A, B und C des Paradoxons.

b) Gegeben ist folgende 8-Felder-Tafel von Wahrscheinlichkeiten:

A 4
B| : 2 3 Zeige, daB Py c(A) > P; . c(d)
52 53 53 ) ‘eige, daB sowohl Py (A) > P5.cl4)
; : als auch Py cld) = FPg_=(A4),
B| = 52 53 53 aber auch Py(4) = Py(A)
== y : - zutreffen.
( £ Gy,

Was bedeuten die betreffenden Wahrscheinlichkeiten. wenn die Ereignisse beziiglich
einer speziellen Krankheit folgende Bedeutung haben:
A :=»Ein Erkrankter iiberlebt«,
B := »Ein Erkrankter wird mit einem neuen Medikament behandelt« und
C:= »Ein Erkrankter ist médnnlich«?
19. Zwei L-Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie grof} ist unter der Bedingung, daf} die
beiden Augenzahlen verschieden sind, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf

a) genau ein Wiirfel 6 zeigt, b) mindestens ein Wiirfel 6 zeigt,
¢) der erste Wiirfel 6 zeigt, d) die Augensumme 6 ist,

e) die Augensumme mindestens 6 ist?

* Cohen, M.R. | Nagel, E., An Introduction 1o Logic and Scientific M

od (1934), Seite 449,
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20. Aus einem gut gemischten Bridge-Spiel werden nacheinander 3 Karten gezogen. Berechne
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafi
a) die zweite Karte ein As ist,
b) die dritte Karte ein As ist,
¢) die zweite Karte ein As ist, falls die erste Karte ein As ist,
d) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte ein As 1st,
e) die dritte Karte ein As ist, falls die zweite Karte ein As ist,
f) die dritte Karte ein As ist, falls die erste und die zweite Karte Asse sind.
o) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte ein As und die zweite Karte kein As sind,
h) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte das Herz-As ist.
i) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte eine Herz-Karte 1st,
ej) die dritte Karte ein As ist, falls die erste Karte eine Herz-Karte und die zweite Karte
keine Herz-Karte sind.
e21. Die vier Spieler A, B, C und D erhalten je 13 Karten eines Bridge-Spiels.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat C, der Partner von A. das restliche As, falls A
drei Asse hat?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat B oder D drei Herzkarten, falls A zehn Herz-
karten in der Hand hat?
22. Ein Spieler erhilt 13 Karten eines Bridge-Spiels. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt
er 10 Herz-Karten. falls er mit den ersten 6 Karten 5 Herz-Karten bekam?
. Florian spielt Skat. Seine Hand von 10 Karten enthilt genau 2 Buben.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 im Skat genau ein weiterer Bube liegt?
b) Florians Buben sind der Herz- und der Karobube. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
liegt 1) genau 1 Bube, 2) nur der Kreuzbube im Skat?
24. In einer Gruppe sind 5 Franzosen, 10 Briten und 6 Deutsche. Zwei Personen werden aus-
gelost, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daB genau 1 Brite ausgelost wird, falls beide
Personen verschiedener Nationalitit sind? (Vgl. auch die Aufgaben 62/37 und 62/38.)

B
[
(s

fu 9.2,

75. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB einem Autofahrer in einer Wohngegend ein Ball vor
den Wagen rollt, sei 19. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB hinter einem Ball emn Kind
auf die StraBe lauft, sei 99%,. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal
a) einem Ball ein Kind folgt (Bedingte Wahrscheinlichkeit ),

b) ein Ball auf die StraBe rollt und ein Kind auf die StraBe liuft (Wahrscheinlichkeit eines
Und-Ereignisses!)?

26. Urnen-Experiment von Pélya: In einer Urne sind 7 rote und 3 weiBe Kugeln. Es wird

eine Kugel gezogen, sodann sie selbst und noch eine weitere Kugel der gleichen Farbe

in die Urne gelegt. Dies wird mehrmals wiederholt.®

Das Pélya-Urnen-Experiment ist als Modell fur die Ausbreitung einer Infektionskrank-

heit gedacht. Das Ziehen einer Kugel bedeutet: Ansteckung einer Person mit einem Krank-

heitserreger.

Rote Kugel: Die Krankheit bricht aus.

Weille Kugel: Die Krankheit bricht trotz Ansteckung nicht aus (Immunitdt).

Das Hinzufiigen roter bzw. weiller Kugeln bedeutet dann, daB jeder Krankheitsfall die

Wahrscheinlichkeit fiir neue Krankheitsfille erhoht, jeder sImmunititsfalle diese Wahr-

scheinlichkeit erniedrigt. Der Inhalt der Urne gibt jeweils die augenblickliche Wahr-

scheinlichkeit fiir eine Ansteckung an,

* Mach (lber die Statistik verketteter Vorgange, 1923. zusammen mit F Fegenberger
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27.

Zu

30.

e32,

e33.

o
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Wie grofj ist in dem oben beschriebenen Palya-Experiment die Wahrscheinlichkeit dalfiir,
dall man

a) bei den ersten beiden Ziigen je eine rote Kugel zieht.

b) bei den ersten drei Ziigen je eine rote Kugel zieht,

c) bei den ersten drei Ziigen je eine weille Kugel zieht? (Deutung?)

Bel einem Polya-Experiment enthalte die Urne 1 rote und 9 weile Kugeln. Beantworte
die Fragen von Aufgabe 26 fiir den Fall, daB nach jedem Zug die gezogene Kugel und
weitere 3 Kugeln der gleichen Farbe in die Urne gelegt werden. Was indert sich, wenn
nur beim Zug einer roten Kugel 3 weitere rote Kugeln hineingelegt werden, beim Zug
einer weillen Kugel aber nur eine weitere weille Kugel in die Urne kommt ?

. a) Leite den Produktsatz fiir 3 Ereignisse aus dem Produktsatz 132.1 fiir 2 Ereignisse her.

b) Wie lautet der Produktsatz fiir n Ereignisse 4,, 4,,..., 4,7 Beweise ihn!

9.3,

Untersuchungen haben ergeben, daB in Deutschland 8% der Minner und 0.6% der
Frauen farbenblind (rot-griin-blind) sind. Berechne unter Verwendung der Daten aus
9. 1. die Wahrscheinlichkeiten fiir

a) einen farbenblinden Mann, b) eine farbenblinde Frau.

¢) fiir eme farbenblinde Person in Deutschland.

Drei Urnen sind wie folgt mit farbigen Kugeln gefiillt:

Urne grim rot blau
I 4 | 0
2 3 pi 2
= 5 6 3
Man wihlt willkiirlich eine Urne und zieht dann eine Kugel. Mit welcher Wahrschein-

lichkeit ist sie blau (rot; griin)?

- Ein Betrieb hat 2 Abteilungen. Die erste besteht aus 15 Minnern und 5 Frauen. die zweite

aus 8 Minnern und 4 Frauen. Jede Abteilung bestimmt durch das Los einen Sprecher;
aus den beiden Abteilungssprechern wird ein Betriebssprecher wiederum durch das Los
ermittelt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist der Betriebssprecher eine Frau?

Eine Fabrik bezieht elektronische Schalter von 3 verschiedenen Zulieferfirmen A, B und
C. Jeder zweite Schalter kommt von A, jeder dritte von B, der Rest von C. Von den
A-Schaltern sind 109 defekt, von den B-Schaltern 5%/, von den C-Schaltern nur 19:. Die
Endkontrolle der Fabrik entdeckt 95% aller defekten Schalter und akzeptiert alle guten.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthiilt ein Geriit, das in den Verkaul kommt, einen
defekten Schalter?

Ein Blumenhindler hat ein Sortiment von Tulpenzwiebeln. 20% der Zwiebeln ergeben
gelbe Tulpen, der Rest rote. 60% der Zwiebeln ergeben Tulpen mit glatten Blittern, die
anderen haben spitze Bliitter. 10% der gelben Tulpen sind glattblittrig. Man betrachtet
die |_'_]'I..'i_!.{1[i!-i$-\_‘ R :=»Die _].'\IIPL‘ wird rot und G := »Die TL]IPL.’ wird ‘L_'_]E]fllt‘ Blitter haben«.
Beschreibe in Worten und berechne

a) P(RNG), P5(R), Pg(G) und Pz (R),

b) Pra(RUG), Py.5(RUG) und Py :(RUG).

¢) Pru(RNG), Py clRAG) und Po (R G).
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34. Heikle Fragen. Karies ist eine Volksseuche, Durch eine Umfrage soll das Zahnputzver-
halten einer Bevélkerungsgruppe untersucht werden. Um wahre Antworten zu erhalten,
geht man folgendermaBen vor. Man legt jeder Person 2 |

wahrheitsgemiB mit JA bzw. NEIN beantworten mufl. Die Nummer der zu beantwor-

tenden Frage ermittelt sie insgeheim durch Drehen eines Gliicksrades, dessen zwei

Sektoren die Nummern 1 bzw. 2 tragen. Die Wahrscheinlichkeit fiir Sektor 1 ist p.

a) Frage 1: »Putzen Sie regelmiBig nach dem Friihstiick die Zihne7«

Frage 2: »Putzen Sie nach dem Friihstiick Ihre Zihne nur gelegentlich oder nie?«

“ragen vor, von denen sie eine

Von n befragten Personen antworteten m Personen mit JA. Bestimme daraus einen
Niherungswert fiir den \nlul derjenigen Personen, die regelméBig ihre Zihne nach
dem Friihstiick putzen, in Abhingigkeit von n, m und p.

b) Der psychologisch erwiinschte Fall p = 1 fithrt bei der Fragestellung von a) leider zu
keinem Ergebnis. Ersetzt man Frage 2 aber durch eine Frage, bei der die Wahrschein-
lichkeit fiir ein JA bekannt ist, so kann man auch mit zwei gleich groBen Sektoren
arbeiten. Wir wiihlen als neue Frage 2: »Sind Sie am siebenten Tag eines Monats ge-
boren %« Berechne damit einen Niherungswert fiir den gesuchten Anteil.

Zu 9.4,

In einem Studentenheim sind 40% der Miinner und 5%, der Frauen grobier als 1,75 m.
60% der Bewohner sind Méanner. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Heimbewohner,
der hochstens 1,75 m groB ist, eine Frau?

In Cluny findet ein deutsch-franzésisches Jugenc dtreffen statt, zu dem 80 Deutsche und

‘41 [ -anzosen erschienen sind. 60% der deutschen Teilnehmer sind blond, dagegen nur

’ der franzosischen. Mit welcher W ahrscheinlichkeit ist
u} ein blonder Teilnehmer ein Franzose,

b) ein nicht-blonder Teilnehmer ein Franzose,
¢) ein nicht-blonder Teilnehmer ein Deutscher?

37. Am Jugendtreffen von Aufgabe 36 nehmen am 2. Tag auch 40 [taliener teil, von denen
4 blond sind. Beantworte unter dieser veriinderten Situation die Fragen von Aufgabe 36.

38, Drei Maschinen A, B und C produzieren 60%,, 30%, bzw. 107 einer bestimmten Schrau-
bensorte. Der AusschuBanteil betriigt beziehungsweise 5%, 2%, und 17, Mit welcher
Wahrscheinlichkeit stammt eine defekte Schraube von Maschine A7

39. Bei der Durchfithrung des Experiments aus Aufgabe 30 erhilt man a) eine blaue, h) eine
rote, ¢) eine griine Kugel. Mit welcher Wahrsche sinlichkeit stammt sie aus Urne 2

40. Berechne unter Verwendung der Daten aus 9.3. die Wahrsc heinlichkeit dafar, daB ein
FDP-Wihler aus Bayern stammt.

41. In einem fernen Land haben 40% der Bevélkerung eine lange Nase, 307 der Bevolke-
rung kurze Beine und 709, der Bevolkerung liigen nie. Langnasige, kurzbeinige Liigner
gibt es nicht, Jeweils 10%, der Bevolkerung sind kurznasige, kurzbeinige Liigner bzw.
kurznasige, kurzbeinige Nichtliigner bzw. kurznasige, langbeinige Liigner. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist mein ferner Freund ein Liigner, falls er
a) kurzbeinig  b) langnasig ¢) kurzbeinig und kurznasig ist?

42. In einem Betrieb sind 60% Minner beschiftigt. Von den Betriebsangehorigen rauchen
30°% . Unter den weiblichen Betricbsangehorigen ist der Anteil der Raucher 50%.

a) Hmu,hm den Anteil der weiblichen Raucher.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein beliebig herausgegriffener Betriebsangehor figer
1) weiblich, falls »er« raucht,
2) minnlich, falls er raucht,
3) Raucher, falls er minnlich ist?
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43,

i
i

46.

47.

48.

oc) Wieviel Prozent der weiblichen Raucher miissen sich mindestens das Rauchen abge-
wihnen, damit der Anteil der Raucher unter den Miinnern (die sich nicht bessern!)
grofer ist als unter den Frauen?

In emer Klasse fallen 109 der Schiiler wegen Mathematik allein, 15% wegen einer
Fremdsprache allein und 5%, wegen Mathematik und einer F |.._,|n1-‘pnn.lu durch. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist ein durchgefallener Schiiler

a) nur wegen Mathematik,

b) nur wegen einer Fremdsprache,

¢) wegen Mathematik und einer Fremdsprache durchgefallen.

wenn aus anderen Griinden keiner durchgefallen ist?

Die Schiiler der Klassen 9a, 9b und 9¢ kénnen eine quadratische Gleichung mit den
Wahrscheinlichkeiten 95%, 80% und 90% l6sen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt
Theodor aus der 9a (24 Sc hul-.u bzw. aus der 9b (28 Schiiler) bzw. aus der 9¢ (28 Schiiler),
falls wir feststellen kénnen, daf er keine quadratische Gleichung losen kann?

. Das 3-Kasten-Problem von Joseph Bertrand (1822-1900). Gegeben sind 3 Kiisten mit Je

2 Schubladen. In jeder Schublade liegt eine Miinze; im ersten Kasten Gold-Gold, im

zweiten Silber-Silber, im dritten Gold-Silber. Ich wiihle einen Kasten. ziche eine Schub-

lade und sehe eine Goldmiinze. Mit welcher hierdurch bedingten Wahrscheinlichkeit ist

in der anderen Schublade meines Kastens auch eine Goldmiinze (eine Silbermiinze)?

Die Schiiler einer Schule gehéren zu 70% der Unter- und Mittelstufe. zu 30% der Ober-

stufe an. In der Unter- und Mittelstufe erhalten 10% der Schiiler eine staatliche Beihilfe.

in der Oberstufe 20%. Ein Schiiler wird willkiirlich ausgewihlt, und es wird festgestellt,
dal} er Beihilfe erhiilt. Wie grof3 ist unter dieser Bedingung die Wahrscheinlichkeit, daB
er der Oberstufe angehort ?

In der Bundesrepublik Deutschland waren 1975 0,59, der Bevolkerung aktiv an Tuber

kulose (= Tbe) erkr: tnF." Man weil} auf Grund langjiihriger Erfahrung, daB ein spezielle:

T'bc-Rontgentest 90%, der Kranken und 999 der Gesunden richtig diagnostiziert.

a) Eine medizinische Diagnose kann in zweierlei Weise falsch sein:

Fehler 1. Art: Der Patient hat die betreffende Krankheit, sie wird aber nicht erkannt.
Fehler 2. Art: Der Patient ist gesund, wird aber fiir krank erklirt.

Wie grof} sind die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Fehler 1. Art und fiir einen Fehler
2. Art?

b) Herr Meier hat am Réntgentest teilgenommen. Das Untersuchungsergebnis weist ihn
als The-krank aus. Mit welcher dadurch bedingten Wahrscheinlichkeit ist er wirklich
an The erkrankt?

¢) Frau Meier erhielt die Mitteilung, daf sie auf Grund des Befundes dieser U ntersuchung
gesund sei. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist sie in diesem Fall wirklich gesund?

d) Welche bedingten Wahrscheinlichkeiten ergeben sich in den \LLEL.JLhL’[] b) und <),

falls Familie Meier aus einer Huulin,]memhuln stammt, die nur zu 0,5%,, aktiv an
Thc erkrankt ist?

Bel Verdacht auf Brustkrebs bedient man sich hiufig der Rontgen-Mammographie als
Hilfsmittel zur Diagnose. Die neuerdings angewandte Ultraschall-M: mmmnmplm
(= Sonographie) ist noch zuver lassiger und belastet den Organismus wesentlich wenige
Dazu berichtete die Siiddeutsche Zeitung am 26.8. 1980;
»Insgesamt war die Sonographie in 2118 Fillen angewandt und die Diagnose mit dem
Ergebnis der feingeweblichen Unt ersuchung verglichen worden. Die mikroskopische
Analyse hatte 1180m:; 11 Krebs ergeben. was zu 85% aus dem Ultraschall-Bild ablesbar

war. Vor allem aber: Die Treffsicherheit fiir gutartige Verinderungen lag mit 83
fast ebenso hoch.«
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a) Deute die 85% und die 83% als bedingte Wahrscheinlichkeiten.

b) Stelle eine 4-Feldertafel der absoluten und der relativen Hiufigkeiten auf.

¢) ErfahrungsgemiB entwickelt sich bei jeder zwanzigsten Frau iiber 35 Jahren irgend-
wann einmal ein Brustkrebs. Frau Huber und Frau Schmitt sind beide dlter als 35 Jahre.
Auf Grund der Sonographie diagnostiziert der Arzt bei Frau Huber Brustkrebs, bei
Frau Schmitt hingegen duBert er keinen Verdacht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat
Frau Huber wirklich Krebs, und mit welcher Wahrscheinlichkeit kénnte Frau Schmitt
trotzdem an Brustkrebs erkrankt sein?

49. In einer Firma werden Rauchsensoren als Feuerwarnanlage installiert. Sie melden em
Feuer mit 95%, Wahrscheinlichkeit. An einem Tag ohne Brand geben sie mit 1%, Wahr-
scheinlichkeit falschen Alarm. Die Feuersirene heult. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit.
dab es wirklich brennt, wenn die Feuermeldung
a) aus den Biiroriumen, b) aus der Fabrikation kommt
und wenn die Wahrscheinlichkeiten fiir einen Brand dort 0,17 bzw. 107 sind?

50. An einem Ort sei an+ aller Tage schlechtes Wetter, an den iibrigen Tagen gutes Wetter,
Die Zuverlidssigkeit dxl Wettervorhersage ist Je nach Wetterlage verschieden. Es habe
’\|L|'] herausgestellt, dal} am Vorabend eines Tages mit gutem Wetter die Vorhersage mit

. Wahrscheinlichkeit »gut«, mit 207 '\,‘m]uwc,la-_mhthkml swechselhaft« und im {ibri-
gen »schlecht« lautet. Ein Sc |1luhl\\dlut 1g wird dagegen mit 60%, W ahrscheinlichkeit
zutreffend angekiindigt, mit 30%, W a]mdwnlmhkuf aber als m:,cimclhaii'l« und niit
10% Wahrscheinlichkeit als »gut« vorausgesagt.

H-_.m abend wird schlechtes Wetter angesagt. Mit welcher hierdurch bedingten Wahr-
scheinlichkeit ist morgen wirklich schlechtes Wetter? — Entsprechende Frage fiir Wetter-
bericht »schon« und schones Wetter morgen.

51. Auf einer von Barbaren bewohnten Insel war es iiblich, dort landende Fremdlinge einem
grausamen Spiel zu unter -werfen. Sie wurden vor 3 verschlossene Truhen A, B und C ge-
fithrt, von rJ.Lm_n eine einen Goldklumpen enthielt, withrend die beiden ander en leer waren.
Konnte der Fremdling die »Goldtruhe« erraten, so wurden ihm der Goldklumpen und
die Freiheit geschenkt; andernfalls wurde er der Gottin geopfert.

Der schiffbriichige Theodor erklirt, A sei die Goldtruhe. Dz yraufhin dffnet die Priesterin

Dorothea die Truhe C: Theodor sieht, daf sie leer ist. Er meint nun, seine Chance freizu-

kommen habe sich auf 50% erhoht. Hat er recht, falls

a) Dorothea Bescheid wuBte, in welcher der Truhen sich das Gold befindet, diese aber
auf keinen Fall 6ffnen wollte,

b) Dorothea nicht Bescheid wuBte, in welche der Truhen die Oberpriesterin das Gold
gelegt hatte, und sie zufillig eine leere Truhe gedfinet hat?

52. Modell einer Priifungssituation: Es werden zu einer Frage n verschiedene Antworten
angeboten, von denen genau eine richtig ist. Es gebe 2 Sorten von Priiflingen: Die einen
{Anteil p) haben sich gut vorbereitet und kreuzen deshalb die richtige Antwort an. Die
{ibrigen haben nichts gelernt und kreuzen auf gut Gliick an (etwa durch Wiirfeln).

Es wird ein Priifling beliebig ausgewéhlt und festgestellt, daB er richtig angekreuzl hat.
Mit welcher (bedingten) Wahrscheinlichkeit war er gut vorbereitet? Wie verhilt sich
diese Wahrscheinlichkeit bei wachsendem n? Grenzwert fiir # — o ?

53, a) Aufgabe von Laplace von 1774: Urne | enthalte w, weiBe und s, schwarze Kugeln,
Urne 2 hingegen w, weile und s, schwarze. Aus einer Urne werden n Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen: f davon sind weill. Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir,

Zueehi au s jede Urne mit gleicher Wahr-

daB die Kugeln aus der Urne i gezogen wurden, fa
scheinlichkeit gewiihlt werden kann.

.1 ' . ) - T i, . _ A9

b) Welche Werte ergeben sich fiir wy, =8, 5, =7, w2 =23, $2= 15, n =6 und f=4
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54. a) Aufgabe von Laplace von 1783: Eine Urne enthilt 3 Kugeln. Jede Kugel ist entweder
schwarz oder weil. Das Mischungsverhiiltnis weiff: schwarz ist unbekannt. Es werde
m-mal eine Kugel mit Zuriicklegen gezogen: die Stichprobe liefert lauter weiBe Kugeln.
Bestimme die a-posteriori-Wahrscheinlichkeit fiir jedes Mischungsverhilinis, wenn
a priori alle 4 Mischungsverhiltnisse gleichwahrscheinlich waren.

b) Was ergibt sich fiir m — o0?

55. Eine Urne enthélt 4 Kugeln. Jede Kugel ist entweder schwarz oder weil3. Der Anteil der
weillen Kugeln ist unbekannt. Jede der 5 Moglichkeiten fiir die Anzahl der weilen
Kugeln soll zunidchst gleichwahrscheimnlich sein (a-priori-Wahrscheinlichkeit). Man zieht
dreimal je eine Kugel mit Zuriicklegen und erhalt die Farbfolge

a) WWw, b) wss.
Berechne die dadurch bedingten a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten fiir die 5 Mdoglich-
keiten.

@56. Was erhilt man in Aufgabe 55, wenn nach jedem Zug die a-priori-Wahrscheinlichkeiten
durch die jeweils bedingten a-posteriori-Wahrscheinlichkeiten ersetzt werden und erst
daraul wieder neu eine Kugel gezogen wird?

57. Theodor machte das Mischungsverhiltnis der Urne von Aufeabe 55 schiitzen. Sein Urteil
soll méglichst scharf sein, d.h., es sollen moglichst wenig Werte fiir das Mischungsver-
hiilinis angegeben werden. AuBlerdem soll die Sicherheit des Urteils mdglichst groB sein,
Theodor fiihrt Aufgabe 56 aus. Welche Mischungsverhiiltnisse wird er nach jedem Zug
nehmen, wenn die Sicherheit seines Urteils mindestens

a) 60%, b) 859/
betragen soll? Gib auflerdem die jeweilige tatsichliche Sicherheit an
e58. Lose a) Aufeabe 55, b) Aufgabe 56.  falls man ohne Zuriicklegen zieht.
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