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Das Unabhingigkeitsdenkmal in Lome, der Hauptst: adt von Togo: Ein Mensch zerreilit die
Ketten. Erbaut wurde das Denkmal von den Gebriidern Coustere unter Mitarbeit des togo-
lesischen Bildhauers Paul Ahyi. Offiziell eingeweiht am 27.April 1960.
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10. Unabhiingigkeit

10.1. Unabhiéngigkeit bei zwei Ereignissen

Fin L-Wiirfel werde zweimal geworfen. Bedeuten A4 := »Augenzahl beim 1. Wurf
kleiner als 4« und B := »Augenzahl beim 2. Wurf gréBer als 4«, dann erhilt man
mit Q:={(1]1),(1]2), (113), .-+, (6]6)}:

Py =48 =4, P(B) =42 = 4 und PUNB) =& =}

Wir stellen fest

P(AnB) = P(A): P(B).

Nach dem Produktsatz 132.1 muf} aber gelten:

P(An B) = P(A)- P,(B).

In unserem Experiment ist demnach P(B) = P,(B). Was heiBt das?

Das Eintreten des Ereignisses 4 beeinfluBlt offenbar nicht die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses B. Unsere Erwartungen fiir B werden also nicht geiindert,
wenn wir schon wissen, da3 A4 eingetreten ist.

Umgangssprachlich wird ein solcher Sachverhalt durch »B ist unabhiingig von
A« beschrieben. In unserem Beispiel ist dies auch naheliegend. Warum sollte das
Ergebnis des 2. Wurfs vom 1. Wurf abhiingen?

Vertauscht man im Produktsatz 132.1 4 mit B, so erhiilt man in gleicher Weise

PAnB) = P(B): ‘“.‘1‘ {A).

Nun ist offenbar Py(A4) = P(A). Also ist auch 4 unabhiingig von B.
Die Uberlegungen dieses Beispiels fithren dazu, den Begriff der Unabhiingigkeit
zweier Ereignisse ins mathematische Modell zu iibertragen.

Definition 148.1: Die Ereignisse 4 und B heiBen stochastisch unabhingig
in einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, P), wenn gilt

P(AnB) = P(A)- P(B).

Andernfalls heiBen die Ereignisse stochastisch abhiingig.

Der Zusatz »stochastisch« soll deutlich zum Ausdruck bringen, dal} die Unab-
hangigkeit hiermit als Fachbegriff der W ahrscheinlichkeitsrechnung eingefiihrt
ist. Wenn eine Verwechslung mit dem umgangssprachlichen Wort »unabhingig«
nicht zu befiirchten ist, werden wir den Zusatz weglassen.

Die in Definition 148.1 enthaltene Produktformel fiir unabhéingige Ereignisse bringt Abraham
de Moivre (1667-1754) bereits am Anfang seiner De Mensura Sortis 1711. Aber erst 1901
erkannte Georg Bohlmann (1869 -1928), dal es sich nicht um einen beweisbaren Satz handelt,
sondern daf} Unabhiingigkeit durch diese Produktformel definiert werden muf.

Folgerung aus Definition 148.1. Es ergibt sich unmittelbar, daB die Relation der
Unabhingigkeit zweier Ereignisse symmetrisch ist:
Wenn A4 und B stochastisch unabhiingig sind, dann sind es auch B und A.
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An einem praktischen Beispiel wollen wir zeigen, daB der Begriff der stochasti-
schen Unabhingigkeit in unserem Modell ziemlich gut das wiedergibt, was man
in der Realitit als unabhidngig empfindet.

Beispiel 1: Das Fortuna-Gymnasium wird von 600 Midchen und 400 Knaben
besucht. 80 Knaben sind Linkshinder: das sind 20% der Knaben. Falls nun Links-
hindigkeit wud}h.d]lsmmbh ingig wire, miiBten auch 209, der Midchen und
damit 20° - Linkshiinder sein. Beim Zufallsexperiment »Auswahl
eines hdmiwm %th]uw bedeuten L = »Linkshinder« und K :=»Knabe«. Die
Geschlechtsunabhingigkeit der Linkshdndigkeit wiirde nach den obigen Uber-
legungen im Zufallsexperiment die Gleichheit der drei W ahrscheinlichkeiten
Pi(L), Pz(L) und P(L) bedeuten; also Py(L) = Pz(L) = P(L) = 207,

Damit erhiilt man P(KnL) = P(K)- Px(L) = P(K)- P(L), was ahu gerade der
Ausdruck fiir die stochastische Unabhéangigkeit der Ereignisse K und L i
Von den 600 Midchen miiBten also 120 linkshindig sein, falls Linkshdndigkeit
unabhiingig vom Geschlecht wire. Eine Umfrage ergab aber, daB nur 84 der
Miidchen Linkshidnder sind. Das !wi den Verdacht nahe, daBl Linkshandigkeit
geschlechtsabhiingig ist. Lige die Anzahl der linkshindigen Madchen nahe bei
120, dann wiirde man Unabhéngigkeit vermuten.

Je undurchsichtiger der Zusammenhang zwischen zwei Ereignissen ist, desto
schwerer fillt es. ihre Unabhéngigkeit gefiihlsmafig einzuschitzen. Hier hillt nur
die Rechnung weiter, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 2: n L-Miinzen (n = 2) werden gleichzeitig ges vorfen. Sind die Ereignisse
A := »Hochstens einmal Adler« und B := »Jede Seite der Miinze fallt wenigstens
einmal« stochastisch unabhéngig?

Als Ergebnisraum € bietet sich die Menge der n-Tupel aus {0: 1} an, wobei 1
»Adler« bedeute. Esist | Q| = 2" A besteht aus all den n-T updn von @, die keine
oder genau eine 1 enthalten. Damit ist [4|=1+n Zur Bestimmung von |B|
betrachten wir B = »Es tritt nur Zahl oder nur Adler auf« und erhalten sofort
iff — 2: damit ist |B| = 2" — 2. Fiir das noch fehlende Ereignis AN B = »(Genau

einmal Adler« erhilt man |4 B| = n.

A und B sind genau dann stochastisch # r\:
unabhingie. wenn i |
dllZ1E, e ‘ & ; ;\

P(AnB) = P(A)- P(B) al

R ; el ¢ 3
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Figur 149.1 zeigt, daB diese Glei-
chung in N\{1} genau eine Losung Fie. 149.1 Zur Lésung der Gleichung
hat, namlich » = 3, was man durch gn=1 — » + | betrachtet man die

Einsetzen leicht verifiziert. Graphen von y=2*"'und y = x +1.
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Das iiberraschende Resultat besagt, dal} die genannten Ereignisse nur beim Wer-
fen von 3 Miinzen stochastisch unabhingig sind, sonst aber immer stochastisch
abhiingig. Dies 15t 1im ersten Moment erstaunlich. Bedenkt man aber, dal3 die
umgangssprachlich gleichlautenden Ereignisse flir verschiedene n verschiedene
Ereignisse sind — was ja deutlich durch die Verschiedenheit der jeweiligen Ergeb-
nismengen zum Ausdruck kommt —, so wird verstindlich, da3 die stochastische
Unabhingigkeit der Ereignisse 4 und B von n abhingt.

In Beispiel 2 haben wir die stochastische Unabhingigkeit durch Rechnung iiber-
priift. Es ist zu erwarten, daf} die stochastische Unabhiingigkeit zweier Ereignisse
auch in den von uns vielfach verwendeten graphischen Hilfsmitteln, nimlich
Vierfeldertafel und Baumdiagramm, zum Ausdruck kommt.

Stochastische Unabhingigkeit in der Vierfeldertafel.

Sind 4 und B stochastisch unabhiingig, so steht im Feld 4 B der Vierfelder-
tafel fiir Wahrscheinlichkeiten statt P(4 nB) nun P(A)- P(B), wie Figur 150.1
zeigt. Im Feld fiir 4~ B steht dann

P(AnB) = P(B)— P(A): P(B) = (1 — P(A)): P(B) = P(A): P(B).

Es erweisen sich also auch 4 und B als stochastisch unabhiingig. Analog fiillt
man die beiden noch ausstehenden Felder A~ B und A~ B aus und erhilt
Figur 150.2.

B B B B
A | P(A):-P(B) P(A) A | P(A)-P(B) | P(4): P(B) | P(4)
A | P(A) A | P(A)-P(B) | P(A):P(B) | P(A)
P(B) P(B) P(B) P(B)
[-'Eg._lit_i,l Vierfeldertafel der Wahr- Fig. 150.2 Vollstindige Vierfeldertafel
scheinlichkeiten fiir unabhiingige der Wahrscheinlichkeiten fiir unab-
Ereignisse 4 und B hingige Ereignisse 4 und B

Wir fassen die gewonnenen Erkenntnisse zusammen in

Satz 150.1: Die Ereignisse 4 und B sind genau dann stochastisch unab-
hingig, wenn die Vierfeldertafel der Wahrscheinlichkeiten eine M ultiplika-
tionstafel ist.

Die obige Herleitung zeigte ferner: Ist die Produkteigenschaft fiir ein einziges

I--'uld. der Vierfeldertafel der Wahrscheinlichkeiten erfiillt. so ist sie auch fiir die
restlichen 3 Felder giiltig. Das heif3t aber:
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Satz 151.1: Die Unabhiingigkeit zweier Ereignisse bleibt erhalten, wenn
man eines davon durch sein Gegenereignis ersetzt.
Also:

A und B unabhiingig <= A4 und B unabhingig

—
< A und B unabhingig <

< A und B unabhingig.

Stochastische Unabhiingigkeit im Baumdiagramm.

Aus dem geradé formulierten Satz 151.1 folgt unmittelbar: Sind 4 und B sto-
chastisch unabhingig. so gilt

P.(B) = P;(B) = P(B) und

P,(B) = P;(B) = P(B).

Das bedeutet. daB auf den Asten der 2. Stufe statt der bedingten W Lih]whu:a]mh-
keiten die unbedingten Wahrscheinlichkeiten P(B) bzw. P(B) stehen. Figur 151.1
und 151.2 veranschaulichen dies.

Fig. 151.1 Ein Baum fiir beliebige Fig. 151.2 Ein Baum fir zwel unab-
Ereignisse 4 und B hiingige Ereignisse 4 und B

Wir stellen fest: Infolge der Unabhingigkeit der beiden Ereignisse stehen an allen
aufwiirts gerichteten Asten der 2. Stufe die gleichen W ahrscheinlichkeiten, eben-
so an allen abwirts gerichteten Asten.

Zum SchluB stellen wir die Begriffe der Unvereinbarkeit und der Unabhéingigkeit,
die man keinesfalls verwechseln darf, einander gegeniiber:
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A und B unvereinbar < An B = 0.

Fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P gilt dann der spezielle Summen-
satz flir Wahrscheinlichkeiten: P(4u B) = P(A) + P(B).

A und B unabhingig in (2 P) <+ P(An B) = P(A4)- P(B), d.h., fiir die
gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung P gilt ein spezieller Produktsatz fiir
Wahrscheinlichkeiten und umgekehrt.

Man beachte also den Unterschied: Ob zwei Ereignisse 4 und B unvereinbar
sind oder nicht, ist allein durch den Ergebnisraum € festgelegt, in dem 4 und B
Teilmengen sind. Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung P iiber @ eingefiihrt ist,
spielt dabei tiberhaupt keine Rolle. Die stochastische Unabhiingigkeit von A4
und B dagegen ist eine Eigenschaft der Ereignisse bei gegebener Wahrschein-
lichkeitsverteilung P, also eine Eigenschaft des Wahrscheinlichkeitsraums (€, P).
Wihlt man zum gleichen Ergebnisraum & und zu den gleichen Ereignissen A4
und B eine andere Wahrscheinlichkeitsverteilung, so geht im allgemeinen eine
zuvor bestehende Unabhéngigkeit von 4 und B verloren. (Vgl. Aufgabe 161/29.)

10.2. Unabhingigkeit bei mehr als zwei Ereignissen

Die Unabhiingigkeit zweier Ereignisse driickt sich im Baum dadurch aus, daB auf
der 2. Stufe auf allen aufwiirts gerichteten Asten die gleiche Wahrscheinlichkeit
steht, wie Figur 151.2 veranschaulicht. Diese Eigenschaft des Baumes kénnen wir
als Anregung fiir eine Definition der stochastischen Unabhingigkeit von 3 Er-
eignissen nehmen. Wir verlangen, daB auch in der 3. Stufe alle aufwirts gerichte-

P .-.n"ﬁw @
-,?’- B(C) @

& “i’-{.'\ @

2 a,-r("j @

Pi “ll\.('W @
"h'
4n 5 () @

Px ) @
152 :

Fig. 152.1 Ein Baum fiir 3 beliebige B
Ereignisse 4, B und C n8lC) @
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Fig. 153.1 Ein Baum fiir 3 unabhiingige

Ereignisse 4, B und C PC @

ten Aste die gleiche Wahrscheinlichkeit tragen. Aus dem Baum von Figur 152.1
wiirde dann der Baum von Figur 153.1. Unsere Forderung bedeutet also, dal
das Eintreten des dritten Ereignisses nicht davon abhiingt, ob das erste bzw. das
zweite Ergeignis eingetreten ist oder nicht. Die 1. Pfadregel liefert uns die 8 Pro-
dukte. mittels derer 1908 Georg Bohlmann (1869-1928) die stochastische Unab-
hingigkeit von 3 Ereignissen definierte:

Definition 153.1: Die Ereignisse 4, B und C heiflen in einem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q. P) stochastisch unabhiingig, wenn folgende 8 Gleichungen
gelten:
P(AnBnC) = P(A4)- P(B)- P(C),
P(AnBnC) = P(A): P(B)- P(C),
P(AnBnC) = P(4): P(B): P(C).
(Aus der ersten Gleichung entstehen die 7 {ibrigen, indem man eines oder
mehrere der drei Ereignisse durch ihre Gegenereignisse ersetzt.)
Die Untersuchung der Unabhiingigkeit von 3 Ereignissen kann sehr miihsam
sein. Man miiBte niimlich alle 8 Gleichungen priifen. Tatsichlich gentigt es aber,

4 geeignet ausgewihlte Gleichungen zu verifizieren. (Aufgabe 163/40)

cennt man sofort, dal} die Un-

Aus der Struktur der geforderten 8 Gleichungen er
abhiingigkeit von 3 Ereignissen erhalten bleibt, wenn man eines oder mehrere

durch ihr Gegenereignis ersetzt.
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Die 8 Gleichungen von Definition 153.1 lassen sich leicht merken: Sie besagen
nimlich, daB die 8-Felder-Tafel der Wahrscheinlichkeiten eine Multiplikations-
tafel ist. Dazu folgendes

Beispiel: Das Tyche-Gymnasium mit angeschlossenem Internat wird von 400
Knaben und 600 M#idchen besucht. 800 Schiiler sind Externe, 550 Schiiler sind
blond. Wenn die 3 Ereignisse K := »Ein auf gut Gliick ausgewiihlter Schiiler ist
ein Knabe«, E:=»... ist ein Externer« und B := »... ist blond« stochastisch un-
abhingig sind, dann muB sich die 8-Felder-l'afel der Wahrscheinlichkeiten von
Figur 154.1 ergeben (und umgekehrt):

E 0,55 E
k| o4 § 017 0044 % 0036 | 04
t .-‘ Il 5 |
K 0,216 > 0,264 0,066 5 0,054 0.6
0.8 B 02 Fig. 154.1
B 8-Felder-Tafel zum
0,45 Tyche-Gymnasium.

Es miifiten also u.a. 144 externe Knaben nicht blond sein. In der Realitiit hat man
es aber nur mit relativen Haufigkeiten zu tun. Dann wird selbst bei Unabhiingig-
keit die analoge Produktformel 4,(A4 n B) = h,(A4) - h,(B) nur angenihert gelten.
Man muf} im Einzelfall entscheiden, ob die Abweichung zufallsbedingt ist oder
ob wirklich Abhangigkeit vorliegt. Diese Entscheidung ist ein Problem der Be-
urteilenden Statistik.

Unsere iibliche Vorstellung von Unabhingigkeit driickt sich z. B. so aus, daB der
Anteil der Blonden an der Gesamtschiilerschaft genauso groB ist wie der Anteil
der Blonden unter den Knaben bzw. wie der Anteil unter den Externen und sogar
wie der Anteil unter den externen Knaben. Uberpriifen wir diese anschauliche
Vorstellung an der Mehrfeldertafel von Figur 154.1:

P(B) = 0,55,
l‘u KI'-\I ) ( ‘.'." . 44 22
p(gy— PKNB) _ 0.176+0044 _

P(K) 0,4 i

o I.—\I » :_} ,
b5~ PENB) _ 0176+0264 _ 44 _ o

P(E) 0.8 80

P(KNnEnB) 0,176 176 L
P, .(B) = T —— "} = = (.55.
kaeB) = — 5B 01761014 — 330 — °%°

womit unsere Vorstellung bestitigt ist.

Wir werden spiiter diesem Zusammenhang zwischen bedingten und unbedingten
Wahrscheinlichkeiten noch nachgehen. Zunichst aber wollen wir eine weitere
anschauliche Vorstellung von der Unabhiingigkeit dreier Ereignisse in unserem
Modell iiberpriifen. Man hat doch den Eindruck, daB, wenn sich 3 Ereignisse
nicht beeinflussen, dann auch irgend zwei davon keinen EinfluB aufeinander ha-
ben. Tatsichlich gilt in unserem stochastischen Modell
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10.2. Unabhiingigkeit bei mehr als zwei Ereignissen 1

Satz 155.1: Sind drei Ereignisse stochastisch unabhingig, so sind auch
schon je zwei von ihnen stochastisch unabhangig.

Beweis: 4. B und C seien stochastisch unabhingig. Wir zeigen exemplarisch,
daB dann A und B stochastisch unabhiingig sind. Dazu zerlegen wir AnB in
die unvereinbaren Ereignisse 4 nBnC und 4AnBnC und erhalten mit Hilfe
des 3. Axioms von Kolmogorow und dann auf Grund von Definition 153.1:
P(AnB) = P(ANBNC)+ P(AnBnC) =

P(A)- P(B)- P(C) + P(4)- P(B)- P(C) =

P(A)- P(B)[P(C)+ P(C)] =

= P(4)-P(B)-1=

= P(A): P(B), g.e.d.

Man konnte nun vermuten, daB aus der stochastischen Unabhingigkeit von je
2 aus 3 Ereignissen umgekehrt die stochastische Unabhéngigkeit aller 3 Ereig-
nisse folgt. Das ist aber falsch, wie ein schones Beispiel von Sergei Natanowitsch
Bernschtein (1880—-1968)* zeigt (Aufgabe 162/35).

Kehren wir nun zu den bedingten Wahrscheinlichkeiten zuriick. Die stochastische
Unabhiingigkeit zweier Ereignisse beinhaltet, daB alle bedingten Wahrscheinlich-

keiten gleich den zugehorigen unbedingten Wahrscheinlichkeiten sind, wie auf

Seite 151 gezeigt wurde. Es ist also z.B. Py(4) = P(A). Dies gilt in analoger
Weise auch bei 3 Ereignissen. Unter Verwendung von Definition 148.1 bzw. 153.1
und Satz 155.1 erhalten wir z.B., wenn 4, B und C stochastisch unabhingig
sind und die jeweiligen bedingten Wahrscheinlichkeiten existieren,

P(AnC) _ P(4): P(C)

Py(C) = — P(C »der
A j 'n{(“ P["H I\ ] odae
r, o~ N - I .-'.. : }
P_-!.--L[H] e P[_‘,]‘_r y HB] o Pﬂ/” P{{ _J. {fh’j = JD{H} Ddt'.!]'
P(AnC) P(A)- P(C)
Pg(AnC) = P(AnCnB) _ P(4) P(C) P(B) _ P(A)- P(C) = P(ANC).
P(B) P(B)

Wir wurden zu unserer Definition der stochastischen Unabhiingigkeit von 3 Er-
eignissen durch Betrachtung des Baumes von Figur 153.1 angeregt. Bei 3 Ereig-
nissen kann man aber 6 verschiedene Baume zeichnen! Hatte ein anderer Baum
zu einer anderen Definition gefiihrt? Nein; denn die soeben durchgefiihrten Uber-
legungen iiber die bedingten Wahrscheinlichkeiten zeigen, dal3 bei all diesen 6
Biumen die kennzeichnende Eigenschaft der stochastischen Unabhingigkeit er-
fiillt ist: Auf allen aufwiirts gerichteten Asten jeder Stufe ist jeweils die gleiche
Wahrscheinlichkeit zu finden. Jeder der 6 Biume liefert also dieselben 8 Gleichun-
gen.

Es liegt nun auf der Hand, wie Georg Bohlmann ( 1869-1928) auf dem IV. Inter-
nationalen Mathematiker-KongreB 1908 Definition 153.1 sinnvoll auf n Ereig-
nisse erweiterte:

* bepuuirei — Siehe Seite 394.
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Definition 156. 1: Die Ereignisse 4,. ..., 4, heillen in einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, P) stochastisch unabhiingig, wenn folgende 2" Gleichungen
gelten:

Pld e rid,) = P(Ay) ...~ P(d.).
PA;n...nA,) = P(4,):...- P(4,),

(Aus der ersten Gleichung entstehen die iibrigen, indem man eines oder
mehrere der n Ereignisse durch ihre Gegenereignisse ersetzt.)

Auch in diesem allgemeinen Fall muB man nicht alle 2" Gleichungen nachprii-
fen, um die Unabhingigkeit der n Ereignisse zu gewiihrleisten. (Vel. Aufgabe
163/45.) Satz 155.1 1Bt sich ebenfalls auf n Ereignisse verallgemeinern:

Satz 156.1: In einer Menge von stochastisch unabhingigen Ereignissen
sind stets auch beliebig daraus ausgewiihlte Ereignisse stochastisch unab-
hiingig.

Den Beweis dieses Satzes wollen wir Aufgabe 163/44 {iberlassen.

Und schliefilich driickt sich die stochastische Unabhingigkeit von n Ereignissen
auch wiederum darin aus, dafl alle bedingten Wahrscheinlichkeiten genauso
grof sind wie die zugehérigen unbedingten Wahrscheinlichkeiten.

Aufgaben
Zu 10.1.

I. Untersuche beim Roulettspiel (Seite22f) die Ereignisse A = »pair«, B := ndouze premier«
und C:= »rouge« paarweise aufl stochastische Unabhingigkeit, falls es sich
a) um das iibliche Roulett, b) um ein Roulett ohne die Null handelt.
Von Francis Galton (1822-1911)* stammt eine L ntersuchung der Augenfarbe von 1000
Vitern und je einem ihrer Séhne. Mit ¥ := »Vater Jzull;‘r-.|<__=1_~_w.'|nm1 S :=»Sohn helliugig«
fand er folgende Anzahlen: -

S S

v | 471 151 der Wahrscheinlichkeiten und beurteile die Unabhingigkeit
7 g der Augenfarben von Vater und Sohn.

Erginze die Tabelle, erstelle eine vollstindige 4-Feldertafel

a4

Eine Urne enthilt 3 weiBe und 5 schwarze Kugeln, eine andere Urne 2 weifle und 8

schwarze Kugeln.

Lad

a) Aus jeder Urne wird eine Kugel gezogen. Es sei W, := »Aus der Urne 7 wird eine weille
Kugel gezogen«. Sind W, und W, unabhingig?

b) Die Urneninhalte werden zusammengeschiittet und mit Zuriicklegen 2mal eine Kugel
gezogen. Nun bedeute W :=»Beim i-ten Zug wird eine weille Kugel gezogen«. Sind
W; und W, unabhingig?

* Biche Seite 407.
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Aufgaben 157

In einer Urne sind 10 schwarze, 3 rote und 2 griine Kugeln. Untersuche die Ereignisse
A = »Schwarz beim 1. Zug« und B:=»Kein Griin beim 5. Zug« aul stochastische Un-
abhingigkeit, falls die Entnahme

a) mit Zurticklegen, b) ohne Zuriicklegen erfolgt.

_ Aus einer Urne mit 2 roten Kugeln und 1 griien Kugel wird zweimal nacheinander mit

Zuriicklegen 1 Kugel gezogen. Untersuche alle 2elementigen Ereignisse des 4elementigen
Ergebnisraumes paarweise aufl Unabhiingigkeit.

Jemand wiihlt auf gut Gliick eine natiirliche Zahl. Untersuche folgende Eigenschaften der
ausgewihlten Zahl auf ihre Unabhéngigkeit:

a) Teilbarkeit durch 2; Teilbarkeit durch 3,

b) Teilbarkeit durch 5; Teilbarkeit durch 10.

¢) Lose die Aufgaben a) und b), wenn nur eine der Zahlen 0,....9 gewihlt werden kann.

Eine Statistik iiber das Rauchen bei amerikanischen Frauen (Februar 19535):

Einkommen Anzahl gewohnheitsméaBiger tiglicher

in$ der befragten Zigarettenverbrauch n g
Personen 1bis9 10 bis 20 21 bis 40

ohne 3335 134 15.1 0.8

unter 1000 1677 14.1 11,2 0.5

1000 bis 1999 1117 14,5 11,0 3.0

2000 bis 2999 956 122 15,5 0.6

mind. 3000 375 10.2 27.6 2.1

insgesamt 7460 13.4 4.3 1.1

Aus der befragten Personenmenge wird eine Frau beliebig ausgewdihlt. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit

a) verdient sie mindestens 3000 Dollar,

b) raucht sie regelmiiBig 10 bis 20 Zigaretten taglich,

¢) verdient sie mindestens 3000 Dollar und raucht 10 bis 20 Zigaretten tiglich?

d) Sind die Ereignisse a) und b) unabhingig?

. Theodor und Dorothea sind ofters montags krank, und zwar Theodor mit der Wahr-

scheinlichkeit + und Dorothea mit der Wahrscheinlichkeit 1 Es kommt nur mit der
Wahrscheinlichkeit 2 vor, daB sic am Montag beide im Unterricht anwesend sind. Man

2

priife durch Rechnung, ob die montigliche Erkrankung von Theodor und Dorothea un-
abhiingig

e Ereignisse sind.

. Ein Angestellter geht an 10 von 30 Tagen vorzeitig aus dem Biiro weg. Mit der Wahr-

scheinlichkeit 0.1 ruft ein Kunde kurz vor Dienstschluf bei thm an. Wie wahrscheinlich
ist es. daB ein Kunde verirgert wird? (Rechtfertige auch die Unabhingigkeitsannahme!)
Herr A stellt fest, da bei 20 Fahrten mit der S-Bahn einmal seine Fahrkarte kontrolliert
wird. Er beschlieBt daraufhin verwerflicherweise, auf Kosten anderer zu fahren und bei
3% seiner Fahrten keine Fahrkarte zu lbsen. Dies hat zur Folge, dali er in 2 von 1000
Fahrten von einer Kontrolle ohne Fahrkarte iiberrascht wird.

Lege eine Vierfeldertafel der Wahrscheinlichkeiten an. Sind die Ereignisse »A besitzt
eine giiltige Fahrkarte« und »A wird kontrolliert« stochastisch unabhingig?

In einem Hotel iibernachten 3 Reisegruppen. Die erste besteht aus 2 Damen und 6 Her-
ren, die zweite aus 4 Damen und 20 Herren und die dritte aus 7 Damen und 13 Herren.
An einem Empfang soll ein Vertreter aus diesen drei Gruppen teilnehmen. Er wird durch
das Tos bestimmt. Wir betrachten die Ereignisse D': »Es wird eine Dame ausgelost«
und G,:=»Es wird ein Mitglied der Gruppe Nr. i ausgelost«. Untersuche folgende Er-

eignispaare auf Unabhingigkeit:
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a) D und G, (i=1,2,3); b) G; und G, (i +=k); ¢) D und G,UG, (i + k).
12. Die Beleuchtung eines Ganges kann von zwei Enden aus geschaltet werden. Sind beide

Schalterhebel oben oder beide unten, brennt die Lampe, sonst nicht. Die Schalter werden
unabhingig voneinander regellos bedient. In einem beliebig gewiihlten Beobachtungszeit-
punkt steht jeder Schalter mit der Wahrscheinlichkeit 1 auf »oben.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit brennt das Licht im Beobachtungszeitpunkt?

b) Sind die Ereignisse »Schalter 1 (bzw. 2) oben« und »Licht brennt« unabhiingig?

. Wir fassen Tabelle 10.1 als eine Serie von 600 Doppelwiirfen auf. Tabelle 158.1 zeigt die

Auswertung. Von jedem der 36 moglichen Ergebnisse ist angegeben, wie oft es bei den
600 Versuchen aufgetreten ist. Zum Beispiel: »Doppel-Eins« 20mal, »Eins-Sechs« 12mal,
nSechs-Eins« 15mal.

Augenzahl beim 2. Wurf

1 2 3 4 5 i}

i My s 7 0 23 12
Sl 12 25 18 14 9 24
g5 3 8= 21 %45 6 20 12
8= 4 00 100 nnde o 218 9 8
e f_, 5 17 21 17 14 16 16
ST 15 23 17 13 22 19

[ab. 158.1 600 Doppelwiirfe eines Wiirfels

a) Wie oft trat die Eins (Zwei. ...) beim 1. Wurl auf. wie oft beim 2. Wurf?

ob) Wir wollen annehmen, die relativen Haufigkeiten von Eins usw. beim 1. bzw. 2. Wurf
seien genau gleich den Wahrscheinlichkeiten P(»Eins beim 1. Wurf«) usw. und die
Augenzahlen treten beim 1. und 2. Wurf unabhingig voneinander auf. Welche »Ideal-
werte« (Briiche!) wiirden sich daraus fiir die 36 Felder der Tabelle ergeben?
(Die mathematische Statistik hiitte die Frage zu kliren, ob die Abweichungen der wirk-
lich erschienenen Werte von den Idealwerten noch als wzufillige betrachtet werden
kdnnen.)

14. Erfahrungsgemil haben 129 eines Abiturjahrgangs die 7. Klasse, 9% die 9. Klasse wie-

—
n

derholt. Nimm an, da} das Wiederholen dieser Klassen unabhingig erfolgt. Wieviel
Prozent haben

a) keine der beiden Klassen.

b) die 7., aber nicht die 9. Klasse wiederholt?

- Von den Autos, die in regelloser Folge auf einer StraBe gefahren kommen, sind % Pkw

und 4 Lkw. 75% der Pkw sind nur mit 1 Person besetzt, 10% der Lkw sind mit 2 oder

mehr Personen besetzt.

a) Zeige die Abhiingigkeit folgender Ereignisse: »Das nichste Fahrzeug ist ein Lkw«
»Im nichsten Fahrzeug sitzen mindestens 2 Personen.

b) Bei welchem anderen Anteil der Lkw und sonst unverinderten Daten wiiren dic Er-
eignisse unabhingig?

Beweise: Py(d) = P(d) = P(B) = P(B),

- @) Ist die Relation »stochastisch unabhiingig« transitiv, d. h.. gilt der folgende Satz?

f ot el

A und B stochastisch unabhingig ) 1 Lo Hackiscl bt

5 . = iy = A U - Stochastisc napnangie

B und C stochastisch unabhingig ( i i S el
Hinweis: Verwende die Erkenntnisse von Aufgabe 1, b).

b) Zeige an einem Gegenbeispiel, daf} die Relation »stochastisch abhiingig« nicht transi-
tiv ist.
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a) Von der 4-Felder-Tafel der Wahrscheinlichkeiten fiir die unabhédngigen Ereignisse A
und B sind die 2 Zahlen von Figur 159.1a gegeben. Berechne P(A) und P(B) und
vervollstindige die Tafel.

eb) Gleiche Aufgabe wie a) mit den Zahlen der Figur 159.1b.

B B R B
H | :I h }

A 0.4 0.1 A 0,12

Fig. 159.1 Zu Aufgabe 18

Die Ereignisse A und B seien unabhingig. a und b ihre Wahrscheinlchkeiten. Gib mit
Hilfe von a und & die Wahrscheinlichkeit an, dal3
a) weder 4 noch B, b) entweder A oder B,
¢) wenigstens eines der Ereignisse. d) nicht beide Ereignisse eintreten.
20. Die Annahme der Unabhiingigkeit spielt in der Praxis eine besonders wichtige Rolle im
Versicherungswesen. Die ersten Rechengrundlagen fiir Lebensversicherungen sind die

»Allgemeinen Sterbetafeln« (siehe Tabelle 159.1)*

Xt . x X
miinnl. | weibl weibl, miénnl.| weibl.
10 T 00 OO0
1 96694 87 104
- 96632 ; 86360
4 Q6507 53 | 05574
4 90459 54
5 7 | gh429 55 |
0 96355 56
7 5 51
8 97558 gb1go 5B
Q 07523 14 gbogs 59
0| gbbo2| Q7492 15| 93 24 95997 (i74]
1 gbb47 | 97465 16 61 26l R63R
Gobog4| 97439 37 6z 87, 6090
13 L}El:ihl Q7413 ;_,H (]
14| 9b5I5| 97354 39 04
I5| 96459 97349 40 65
A1 | 91704 66
42 | 91475 67 | 6 g2
43| 9113 OB | 60685 93
44 | goT761 60 | 57 2304, 94
45 | 90363 70 | 54909 95
o Qoh 46 | 89934 71| 51838 ToGg48 qf
96934 47 | 89468 72 | 48673 | 68530 91
06874 4% | BRgs8 73 | 45438 | 65920 g8
)5 ghBi15 49 | BE308 14 | 42161 | 63084 99
25 | 94858 96755 50 | &7 781 75 | 38872 | 60033 100

Tab. 159.1 Allgemeine Sterbetafel 1970/72 fiir die Bundesrepublik Deutschland
Quelle; Statistisches Jahrbuch 1975 fiir die Bundesrepublik Deutschland

e Folge von Sterbe-

Ausgangswer

riffern, Mit Hilfe
errect AS]
m Alter x wahrsch

scheinlichkeiten fiir alle 0=, 1-, 2-, ...jdhr
(z.B. 100000} e an dann die Anzahl [,
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International sind folgende Bezeichnungen iiblich:
Mit x wird das Alter in Jahren angegeben. Dabei zihlt eine Person als x-jihrig, wenn
ihr Lebensalter dem Intervall [x: x + I[ angehort. Ferner bedeuten
(x) i= eine Person ist x-jahrig.
/.= Anzahl der lebenden x-jihrigen

Ill + 1 . - - . - . .
P = \; =~ = Wahrscheinlichkeit, daB ein x-jdhriger mindestens (x + 1)-jihrig wird

I
x

(p. heiBt Erlebenswahrscheinlichkeit im Alter x.)
q. =1 — p, heiBit Sterbewahrscheinlichkeit im Alter x.
Py = Wahrscheinlichkeit, daf} ein x-jahriger mindestens (x + n

ahrig wird. Offensicht-
lich ist \p, = p,.
a) Beweise die Richtigkeit folgender Aussagen:

1
l"' rI_'”.L I [ J”.\ ] .'Ul _'”'\ o -_'”'. +
i=0

2-] -"I.L \,l']u = -'Iln

3) JII.I ey I'l.,
b) Berechne unter Verwendung von Tabelle 159. 1
1) die Sterbewahrscheinlichkeiten ¢, und ¢, (Was besagen diese Ergebnisse?),
2) die Wahrscheinlichkeit, daly ein 20jihriger, ein 40jihriger, ein 60jihriger bzw. ein
80jihriger mindestens 1 Jahr dlter werden,
3) die Wahrscheinlichkeit, daB ein 20jihriger zwar 40jihrig, aber nicht mehr 50jihrig
wird.
¢) Welche Werte ergeben sich in Aufgabe b) fiir Frauen?
d) Ein 35jahriger Mann heiratet eine 10 Jahre jiingere Frau. Wie groB ist die Wahr
scheinlichkeit, daBl nach 20 Jahren

1) beide noch leben, 4) die Frau den Mann iiberlebt,
2) keiner mehr lebt, 5) der Mann die Frau iiberlebt,
J) genau einer noch am Leben ist, 6) hochstens einer noch lebt?

21. Es bedeuten K == »Knabe« und L := »nLinkshénder«. Welche Folgerungen konnen aus
P(KnL)< P(K) P(L) bzw. P(KnlL)> P(K)-P(L) gezogen werden?
o22. »Wer liigt. der stiehlt«. — Angenommen, dieses Vorurteil wiire stichhaltig. Ich treffe

Herrn X. Welche Ungleichung miite fiir die Wahrscheinlichkeiten der Ereig
L:=»Herr X. ist ein Ligner«, D = »Herr X. ist ein Dieb« und L~ D bestehen?

23. Zeige: a) Das sichere Ereignis und jedes andere Ereignis sind unabhiingi

b) Das unmdogliche Ereignis und jedes andere Ereignis sind unabh
¢24. a) »Wenn A und B unvereinbar sind, dann sind 4 und B abhingig.«
Welche Voraussetzung mul} iiber P(4) und P(B) noch gemacht werden, damit die
Behauptung wahr wird? Beweise sie.
b) Formuliere den Kehrsatz des Satzes aus a) und zeige an einem Beispiel, daB er falsch

151,

el
Lh

. Nenne alle Ereignisse 4, fiir die gilt: 4 und 4 sind unabhiingig.

26. Die nicht-transitiven Wiirfel von Bradley Efron. Vier L-Wiirfel werden beschriftet, und
zwar Wiirfel T mit 3mal | und 3mal 5, Wiirfel IT mit 2mal 0 und 4mal 4, Wiirfel 111 mit
lauter Dreiern und Wiirfel IV schlieBlich 4mal mit 2 und 2mal mit 6. Dorothea gestattel
Theodor, einen der Wiirfel zu wiihlen. Sie nimmt dann einen der drei restlichen. Dann
werfen beide ihren Wiirfel. Sieger ist derjenige, der die groBere Augenzahl geworfen hat.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt 1 gegen [I, 11 gegen III und [II gegen

[V? Welcher Wiirfel ist wohl der beste?
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b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt I gegen IV?
Welcher der beiden Spieler ist bei geschicktem Spiel im Vorteil?
Warum nennt man die Wiirfel nicht-transitiv?

¢) Untersuche a) und b) fiir die Wiirfel
2.3,3,9,10,11 0,1,7,8 8,8 5,5,6,6,6,6 4.4.4, 4,12, 12.

7. Nicht-transitive Gliicksrider nach Dietrich Morgenstern. Drel Gliicksriider mit jeweils
gleich groBen Sektoren tragen die Aufschriften 1.6, 8 bzw. 3,5,7 bzw. 2,4,9. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit schligt jedes Gliicksrad in zykhscher Rc hmlulﬂv das darauf-
folgende?

78. In einer Urne befinden sich zwdlf von 1 bis 12 numerierte Kugeln. Eine Kugel wird zu-

fillig gezogen. Als l-_rgulmm.usm L|ug11u!L manif =113 e Il:
a) Zeige, daB die Ereignisse 4 = {1, 2, 3.4.5,6) und B= {1,4,7, 10} unabhiingig sind.
b) Gib ein zum Ereignis 4 = {1, 2 _.4. 5,6} umhlw Ltgu, L.mgms C mit P(C) =0

an. — Wie viele derartige Ereignisse C < @ gibt es?

¢) Begriinde, warum zwei Ereignisse D« Q und E < Q mit P(D) = P(E) = 4 abhiingig
sind.

29. In Urne | liegen 1 weiBe und 1 schwarze Kugel, in Urne 2 dagegen 2 weiBle und 1 schwarze
Kugel. Es werde jeweils 2mal eine Kugel mit Zuriicklegen entnommen. Wir definieren
S1:= »Beim i-ten Zug und aus Urne j eine schwarze Kugel gezogenc, i, je il 2}

a) Zeige, daB S{ und Si fiir j = 1:2 stochastisch unabhiingig sind.

b) Nun werde vor dem Zichen eine | -?\Tmm geworfen. Fallt Adler, so wird nur aus
Urne 1 gezogen, andernfalls nur aus l rne 2. Es bedeute S;:=»Beim i-ten Zug wird
eine schwarze Kugel gezogen«, i = 1: 2. Untersuche, ob S, und S, stochastisch un-
abhiingig sind.

¢) Das Verfahren von b) wird nun so abgeindert, daB vor jedem Zug die L-Miinze ge-
worfen wird. Untersuche fiir diesen Fall die stochastische Un: 1bhiingigkeit von S,
und 5,

d) Das Verfahren von b) werde jetzt folgender malBen abgeiindert: Die L-Miinze bestimmt,
aus welcher Urne der erste Zug erfolgt. Zieht man eine weille Kugel, so wird die Urne
fiir den zweiten Zug gewechselt; andernfalls I behilt man sie bei. Untersuche S; und
S, auf stochastische Unabhg ingigkeit.

¢) Beim Verfahren b) zeigte sich, daB durch das Werfen einer L-Miinze die stochastische
Unabhingigkeit verlorengeht. Man nehme daher ein Gliicksrad, das in zwei Sekto-
ren aufgeteilt ist, die die Nummern | | und 2 tragen. Es werden die beiden Ziige aus
derjenigen Urne getan, deren Nummer das Gliicksrad bestimmt. Welchen Winkel
mulB der Sektor 1 tragen, damit die Ereignisse S; und S, stochastisch unabhingig
sind?

of) Die S, konnten in den Aufgaben b) ¢) umgangssprachlich gleich beschrieben werden.
Die verschiedenen Resultate sind also darauf zuriickzufithren, daB die Unabhéngig-
keit in verschiedenen Wahrscheinlichkeitsraumen untersucht wurde. Gib zu den Ex-
perimenten aus a) - ¢) jeweils einen passenden Wahr scheinlichkeitsraum (€2, P) an.

Lu 10.2.

. Gegeben ist: P(A4) = 0.6: P(B) = 0.2; P(C)=03. Fiille eine 8-Felder-Tafel (Muster:
Figur I‘14 1) so aus, daB 4, B und € .umhhanuw werden.

31. Die Ereignisse A, B und C seien stoch: \stisch unabhingig. Erginze die in Figur 162.1
teilweise gegebenen 8-Felder-Tafeln der Wahrscheinlichkeiten. Anleitung zu a): Be-
rechne zuerst der Reihe nach P(4n B), P(C), P(BnC), PlA4) und F(B).
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B B B B
H] [ T = h] -
| i C I é
{4 =S q ¢ —_— sl
20 || 008 | 002 l
[’_I - | | f
|| 7o ‘ | 0,08 l
A Rl
( \ C

Fig. 162.1 Zu Aufgabe 31

32. Bei einem Einbruch beschreiben die Zeugen den Titer als langhaarigen jungen Mann,
der mit einer Lederjacke und mit Jeans bekleidet war. Es wurde ein Mann festgenommen,
auf den diese drei Eigenschaften zutreffen. Er leugnet, aber der Staatsanwalt argumen-
tiert: » 4 unserer jungen Minner sind langhaarig: Jjeder zwanzigste trigt eine Lederjacke
und 3 tragen Jeans. Die Wahrscheinlichkeit, daB diese 3 Eigenschaften zusammentreffen,
betrigt 435, also weniger als 1%, Damit sind Sie iiberfiihrt '«

Was sagst du als Verteidiger zu dieser Beweisfithrung?

33. In einer Volkshochschule. die u.a. Kurse in Englisch, Franzésisch und Spanisch anbietet,
haben sich 500 Hérer eingeschrieben. 311 Hérer haben mindestens einen der Sprach-
kurse belegt. 6 Horer besuchen alle 3 Kurse, 21 nehmen nur am Spanischunterricht teil.
Englisch findet mehr Interesse als Franzosisch.

a) Stelle eine 8-Felder-Tafel der Wahrscheinlichkeiten auf unter der Voraussetzung, dafi
die Ereignisse »Ein beliebig ausgewihlter Horer belegte Sprachkurs X« (X e {Eng-
lisch, Franzosisch, Spanisch}) unabhiingig sind.

b) Wie viele Horer belegten
1) Englisch, 2) nur Englisch, 3) Franzésisch und Spanisch,

4) Franzosisch oder Spanisch, 5) Franzésisch. aber nicht Spanisch?

¢) Erstelle eine 8-Felder-Tafel der Wahrscheinlichkeiten bezogen auf die Grundmenge
derjenigen Horer, die mindestens eine der Sprachen belegt haben. Sind jetzt die Er-
eignisse aus a) noch unabhingig?

34. Vier Sonntagsjiger mit der Trefferwahrscheinlichkeit T
zeitig auf einen Hasen.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Hase
1) {iberhaupt getroffen, 2) genau einmal getroffen?

ob) Welche Trefferanzahl ist am wahrscheinlichsten?

35. Beispiel von Bernschtein: Von den 4 Flichen eines Tetraeders ist eine rot, die zweite griin
und die dritte blau bemalt. Die vierte Fliche zeigt alle drei Farben. R bedeute »Das
Tetraeder fillt auf eine Fliche, die rote Farbe trigt«. Analog sind die Ereignisse 8 und
G definiert. Zeige, dal R, G und B paarweise stochastisch unabhéngig sind, insgesamt
aber abhangig.

R o ISR T T o, TR e
7670 DZW. 75 schieflen gleich

36. In einer Urne liegen je eine rote, griine, blaue und schwarze Kugel. Man zicht eine Kugel

und betrachtet die Ereignisse
A ==»Die gezogene Kugel ist rot oder griing,
B i= »Die gezogene Kugel ist rot oder blau,
C=»Die gezogene Kugel ist rot oder schwarz«.
Zeige, daB diese 3 Ereignisse paarweise unabhiingig sind, insgesamt aber abhiingig.

37. Anton und Berta wetteifern im BogenschieBen. Sie treffen das Ziel mit den Wahrschein-
lichkeiten 0,6 bzw. 0,7. Es wird je zweimal geschossen: wer fter trifft. hat gewonnen. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Anton ?
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38. 5 Freunde besuchen éfters eine Wirtschaft. Mit welcher Wahrscheinlichkeit findet man
sie an einem beliebig herausgegriffenen Tag alle versammelt, wenn sie

a) regelmifBig kommen, der erste jeden 2. Tag, der 2.jeden 3. Tag, ..., der 5. jeden 6. Tag,
und wenn sie heute alle zusammen sind?
b) regellos kommen, der erste mit der Wahrscheinlichkeit dnins der fiinfte mit der Wahr-
scheinlichkeit 7
39, E,...., E, seien unabhiingige Ereignisse mit P(E,) = % L-firalle k = 1,..., n. Berechne

P(»Keines der E, tritt ein«).

40. Zeige, daB 3 Ereignisse bereits stochastisch unabhiingig sind, wenn 4 Gleichungen, die
geeignet aus den 8 Gleichungen von Definition 153.1 ausgewihlt wurden, erfiillt sind.

e41. Fin Zufallsmechanismus liefert die Zahlen 1 bis 16 mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Es
sind die Ereignisse 4:={1,...,8}, B:=={2,...,5,9,...,12] und C:={4,...,8, 11,12, 13}
zu untersuchen. Zeige, daB fiir sie 4 der Gleichungen aus Definition 153.1 gelten und die
Ereignisse trotzdem abhingig sind.

e42. In manchen Lehrbiichern findet man folgende Definition der stochastischen Unabhén-
gigkeit von 3 Ereignissen:
A. B und C heiBlen stochastisch unabhingig dann und nur dann, wenn die folgenden
4 Gleichungen erfiillt sind:

P(AnB) = P(A)- P(B), P(BnC)= P(B): P(C), P(CnA)= P(C): P(A) und
P(AnBNC) = P(4): P(B): P(C).

Zeige, daB diese Definition und unsere Definition 153.1 dquivalent sind.
43. a) Zeige: Das Simpson-Paradoxon (Aufgabe 140/18) kann nicht eintreten, wenn ZB.
die Ereignisse B und C stochastisch unabhéngig sind.
b) Weise nach. daB die betreffenden Ereignisse B und C aus Aufgabe 140/18 stochastisch
abhingig sind.
4. Beweise Satz 156.1.
. In manchen Lehrbiichern definiert man: Die Ereignisse 4,, 4, ..., 4, heilen stocha-
stisch unabhingig dann und nur dann, wenn

(1 X71]
&

P[-"l., NN ... O A} = P(4,): P(4;,)" ... P(4;)

fiir alle k-Mengen aus {4, A,,...,- 4.} mit 2 <k < n erfiillt ist.
a) Wie viele Gleichungen sind zu iiberpriifen?
b) Zeige, daB diese Definition und Definition 156.1 dquivalent sind.
46. A,, A,,..., A5 sind stochastisch unabhingig. Zeige, daB dann beispielsweise auch die

Ereignisse A,, A,, 45, A, und A stochastisch unabhingig sind.
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