UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Stochastik

Barth, Friedrich
Munchen, [20]03

2. 2. Mehrstufige Zufallsexperimente

urn:nbn:de:hbz:466:1-83580

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-83580

2.2, Mehrstufige Zufallsexpe rimente 15

ist mathematisch aufwendig. Wir verzichten daher im folgenden auf sie und be-
schrinken uns auf Ergebnisriume mit endlich vielen Elementen.

Definition 15.1: Eine Menge Q:= {w,, @;, ..., ®,} heiBt Ergebnisraum eines
Zufallsexperiments, wenn jedem Versuchsausgang héchstens ein Element
w, aus Q zugeordnet ist. Die o; heiBen dann die Ergebnisse des Zufallsex-
periments.

ene Ergeb-

Wir haben gesehen, daB zu eine
nisriume konstruiert werden konnen. (_u\.\ 1S5C Lhmu I.]gd)lunldunu hiingen
dabei auf einfache Weise voneinander ab. So sind z B. die Ergebnisse von €,
denen von @, auf folgende Art zugeordnet:
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Q, nennt man eine Vergroberung von €, und umgekehrt €, eine Verfeinerung von
Q,. Offensichtlich bedeutet eine Vergroberung cin :n Verlust an Information. Das
Ex l‘khﬂ\ ngerade« laBt nicht me nnen, - Augenzahlen 2, 4 oder
6 gefallen ist. Diesen Informationsverlust nimmt man |u1m|1 oft bewulit in Kauf,

wenn die Fragestellung dies gestattet.
Da jeder Ergebnisraum durch einen Absti 'd;\'lin;]-\[‘r"'
fallsexperiment gewonnen wird, ist es verst: indlich, dal3 le"LL shrt zu einem ma-

aus dem realen Zu-

thematischen [IuLEmm wum @ durchaus verschiedene reale Zufallsexperimente
gehoren konnen. So kann @ = {0; 1} aufgefalit werden als E rgebnisraum folgender

realer Zufallsexperimente:

a) Miinzenwurf mit den Ergebnissen 0:=»Wappen« und 1:= =>}"'lh|u

b) Wiirfelwurf mit den Ergebnissen 0:=n»gerade Augenzahlg, 1:=»unge -ade Au-
genzahl«

¢) Ziehen aus einer Urne mit roten und schwarzen Kugeln mit den Ergebnissen
0 == prot« umi :=nschwarz«

d) Qualitiatsko mit den Ergebnissen 0: -punbrauchbar« und 1:=»brauch-

h;1| i
¢) Ziehen eines Loses mit den Ergebnissen 0 :=»Niete« und [ :=»Treffer«

2.2. Mehrstufige Zufallsexperimente

2.2.1. Ziehen ohne Zuriicklegen

Wir denken uns eine Urne mit 8 Kugeln, von denen 4
rot. 3 schwarz und 1 griin sind (Figur 15.1). Wir ent-
nehmen der Urne eine Kugel und notieren ihre Farbe.
Dann entnehmen wir eine weitere Kugel und notieren
ebenfalls ihrx Farbe. Da die jewells entnommene
nicht in die Urne zuriickgelegt wurde, nennt
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16 2. Ergebnisrdume

man diesen Vorgang Ziehen ohne ] 2. Stufe
= -2 l. Stule
Zuriicklegen. In einem Baumdia- L )|
gramm konnen wir die Ergebnisse
dieses zweistufigen Experiments ab-
lesen und zugleich sehen, wie sie zu-
stande kommen kénnen. Zum Zeich-
nendes Baumdiagramms (Figur 16.1)
zerlegt man das Zufallsexperiment
in seine Stufen und notiert die mog-
lichen Teilergebnisse jeder Stufe.
Dabei ist zu beachten, daB die Teil-
ergebnisse einer Stufe vom Teiler- ~&) s Q
gebnis der vorhergehenden Stufe 3 : £
:ibhéing_ig sind. So kanii 2B, beim il'lf_'. .H?'I Hznnmh::ﬂgr;:!Inm filr das 2ma-
2. Zug keine griine Kugel mehr ge- Ilﬂl_m :-’fl.c]wn:_uhfh:_./'.tlrutk]r:gcn aus der
zogen werden, wenn beim 1.Zug DE Yon Figus 13
bereits die grine Kugel gezogen
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wurde. Als zusitzliche Information 2. Zug

kann man jeweils den Urneninhalt, S o

hier als Zahlentripel, angeben. = -

Eine andere Maoglichkeit, einen Er- = L
gebnisraum fiir dieses Zufallsexperi- NS R
ment zu gewinnen,ist die Mehrfelder- g |SEriSe ey | (2
tafel (Figur 16.2). 2, enthiltaufgrund ;

seiner systematischen Konstruktion Fig. 16.2 Mehrfeldertafel fiir das 2ma-
auch das Ergebnis gg, das jedoch lige Ziehen ohne Zuriicklegen aus der
ebenso wie die 7 beim Wiirfeln nicht Urne von Figur 15.1

auftreten kann. Dennoch ist Q, ein
zuldssiger Ergebnisraum.

2.2.2. Ziehen mit Zuriicklegen

Aus der Urne von Figur 15.1 sollen
wieder 2 Kugeln entnommen werden.
Diesmal jedoch wird nach jedem
Zug die Kugel wieder in die Urne
zurlickgelegt, der Urneninhalt gut
durchgemischt und anschlieBend
eine Kugel entnommen. Ein solches
Vorgehen nennt man Ziehen mit
Zuriicklegen. Figur 16.3 zeigt ein zu
disem Versuch passendes Baumdia-
gramm. Der Vergleich mit Fig. 16.1
zeigt, daB jetzt die Teilergebnisse Fig. 16.3 Baumdiagramm fiir das 2ma-
einer Stufe nicht mehr vom Teil- iig-c Ziehen mit Zm"L'lEk]cgcn aus der Urne
ergebnis der vorhergehenden Stufe von Figur 15.1
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Aufgaben 17

abhingen. Die Angabe des Urneninhalts eriibrigt sich in diesem Baumdiagramm,
da er sich ja wihrend des Experiments nicht andert.

Die Konstruktion einer Mehrfeldertafel fiir diesen Versuch fiihrt wiederum zu
Figur 16.2, wobei jetzt das Feld gg einem moglichen Ergebnis entspricht.

2.2.3. n-Tupel als Ergebnisse

Manche Zufallsexperimente sind aus einfacheren Zufallsexperimenten zusam-
mengesetzt, die in einer bestimmten Reihenfolge ablaufen. Solche Zufallsexperi-
mente heiBen mehrstufig. Unsere obigen Beispiele zeigten 2stufige Zufallsexperi-
mente.

Andererseits lassen sich oft komplizierte Zufallsexperimente dadurch iibersicht-
licher darstellen, daB man sie durch ein mehrstufiges Zufallsexperiment ersetzt.
7ieht man etwa aus der Urne von Figur 15.1 die beiden Kugeln nicht nacheinander,
sondern gleichzeitig, so ist das ein anderes reales Zufallsexperiment. Dieses 1i[t
sich jedoch durch das Hintereinanderziehen ohne Zuriicklegen ersetzen.*

Wir wollen diesen Ersetzungsvorgang aim Experiment »Gleichzeitiges Werfen
von 2 Wiirfeln« nochmals verdeutlichen. Man findet einen Ergebnisraum fiir
dieses Experiment leicht dadurch, dal man es durch das 2stufige Experiment
sWerfen des 1. Wiirfels, anschlieBend Werfen des 2. Wiirfels« ersetzt. Alle Er-
gebnisse notiert man als Paare (a|b), kurz auch ab, wobei a die Augenzahl des
|. Wiirfels und b die Augenzahl des 2. Wiirfels ist. Allgemein kdnnen wir folgende
Regel formulieren:

Regel:
Die Ergebnisse eines n-stufigen Experiments sind n-Tupel (a;|a,]|...|a,).
kurz auch a,a,...a, wobei a; irgendein Ergebnis des i-ten Teilexperi-

ments ist. Q ist dann die Menge aller dieser n-Tupel. Jedes der n-Tupel
stellt genau einen Pfad durch den Baum vom Start bis zu einem Endpunkt
dar.

Aufgaben

Zu2.l.
1. In einer Klinik wird eine Statistik iiber das Geschlecht von Neugeborenen gefithrt. Wie
heiBt ein Ergebnisraum bei
a) Einzelkindern;
b) Zwillingen (eineiig);
¢) Zwillingen (zweieiig), wenn das erstgeborene Kind zuerst notiert wird;
d) Drillingen?
Gib jeweils die Michtigkeit des Ergebnisraums an.
). Miinze und Wiirfel werden gleichzeitig geworfen. Wie lautet ein Ergebnisraum? Wie

viele Elemente enthilt er?

* Eine solche Ersetzung ist zwar plausibel, aber nicht selbstverstindlich. Wir werden spiter auf Seite 106 noch dar-
auf zuriickkommen
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